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 92/93/1091تاریخ پذیرش مقاله:    12/90/1099تاریخ ارسال مقاله: 

 چکيده

,ℓ1(𝑆پذیريشرایط هم ارز میانگین 𝜔)∗∗  پذیريو خواص معادل شبه میانگینℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗  را براي یک نیم-

عینی نشان خواهیم داد که بیان و اثبات خواهیم نمود. تحت مفروضات م 𝑆به  ωو یک تابع وزن  Sگروه معکوس 

,ℓ 1(𝑆پذیري پذیري و تقریباً میانگینمیانگینپذیري، شبه میانگین 𝜔) .مفاهیمی یکسان هستند 

,ℓ 1(𝑆پذیري پذیري و شبه میانگینمیانگین 𝜔)  هاي ارشمیدسی، نیمگروهها مانند نیمگروهبرخی نیم را براي-

 هاي صفر چپ )راست( بررسی خواهیم کرد. گروهو نیمهاي نواري مستطیلی گروه

,ℓ 1(𝑆پذیري میانگین ارتباط میان 𝜔)  وℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗  که در آنS  گروه به طور ضعیف حذفی تعویضنیمیک-

,ℓ 1(𝑆است، بیان خواهد شد. نتایجی در خصوص دوسطحی بودن پذیر  𝜔) ها بدست گروهبه ازاي برخی نیم

 خواهیم آورد. 

,ℓ1(𝑆گروه معکوس متناهی و یک نیم Sاگر   𝜔)∗∗ پذیر باشد آنگاه نشان خواهیم داد شبه میانگینℓ 1(𝑆, 𝜔) 

,ℓ 1(𝑆گروه صفر چپ )راست( خواهیم دید که دوسطحی است. بعلاوه براي یک نیم 𝜔)   .دوسطحی است 

𝑆 اگر   = 𝑀9(𝐺, 𝐼)گروه برندت ونیمℓ1(𝑆, 𝜔)    همانی تقریبی کراندار داشته باشد، آنگاه دوسطحی بودن

ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗   با متناهی بودنG  .معادل است 
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 مقدمه. 0

 Eیک جبر باناخ و  𝒜فرض کنید [ معرفی شدند. 0پذیري جبرهاي باناخ به وسیله جانسون در ]مفاهیم میانگین

:𝐷دار ول باناخ باشد. نگاشت خطی و کراندو مد - 𝒜یک  𝒜 → 𝐸 گاه براي هر  را یک اشتقاق گوییم هر

𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜 𝐷(𝑎𝑏) = (𝐷𝑎) ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ (𝐷𝑏)   . . 

𝑥فرض کنیم  ∈ 𝐸 نگاشت ,𝑎𝑑𝑥: 𝒜 → 𝑋  را که به صورت𝑎𝑑𝑥(𝑎) = 𝑎 ∙ 𝑥 − 𝑥 ∙ 𝑎 شود, یک تعریف می

 𝒜اشتقاق از  ، هرEمدول باناخ  - 𝒜گاه براي هر  گوییم، هر پذیرمیانگینرا  𝒜اشتقاق درونی نامیم. جبر باناخ 

 ، درونی باشد.E، دوگان ∗𝐸به 

𝑖(𝑚𝑖)، نتی مانند  𝒜قطر تقریبی براي جبر باناخ  ∈ 𝒜 ⨶ 𝒜 براي هر    باشد، به طوري کهمی : 𝑎 ∈ 𝒜         

𝑎. (𝑚𝑖)𝑖 − (𝑚𝑖)𝑖. 𝑎 → 9    ,   𝑎𝜋(𝑚𝑖)𝑖 → 𝑎. 
داراي یک قطر تقریبی کراندار  𝒜پذیر است اگر و تنها اگر میانگین 𝒜[، جانسون نشان داد جبر باناخ 8در ] 

 باشد. 

 داراي یک قطر تقریبی باشد. 𝒜پذیر گوییم هرگاه شبه میانگینرا  𝒜جبر باناخ 

 پذیري را براي جبرهاي باناخ معرفی و بررسی کردند. مفاهیم شبه میانگینقهرمانی و ژانگ، 

 .[ 6و 1براي جزییات بیشتر مطالعه کنید]

:𝐷مدول باناخ باشد. یک اشتقاق  دو – 𝒜یک  Xیک جبر باناخ و  𝒜فرض کنید  𝒜 → 𝑋  ،تقریباً درونی است ،

𝑎چنان موجود باشد که براي هر  Xدر (∝𝑥)اگر نت  ∈ 𝒜 ، 

 𝐷(𝑎) = (𝑎. 𝑥∝ − 𝑥∝. 𝑎).                ∝
𝑙𝑖𝑚 

:𝐷، هر اشتقاق پیوسته Xمدول  - 𝒜 است هرگاه براي هر پذیرتقریباً میانگین 𝒜جبر باناخ  𝒜 → 𝑋∗ ًتقریبا ،

 درونی باشد.

𝒜ضرب تانسوري تصویري،  𝒜براي جبر باناخ  ⨶ 𝒜̇  یک𝒜 - :مدول با اعمال زیر است 

𝑎. (𝑏 ⊗ 𝑐) = 𝑎𝑏 ⊗ 𝑐   ,    
  (𝑏 ⊗ 𝑐). 𝑎 = 𝑏 ⊗ 𝑐𝑎 

 شود:به صورت زیر تعریف می 𝒜نگاشت ضربی  . (a,b,c∈ 𝒜)براي هر 

π: 𝒜 ⨶ 𝒜 ⟶ 𝒜 

𝜋(𝑎 ⨶ 𝑏) = 𝑎𝑏        (𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜). 
 [ معرفی و ثابت شدند.7در ] سطحی توسط هلمسکیتصویري و دومفاهیم دو

:ρمدول همومورفیسم کراندار - 𝒜دوتصویري است هر گاه یک  𝒜جبر باناخ  𝒜 → 𝒜 ⨶ 𝒜  چنان موجود

𝜋𝜊𝜋 باشد که  = 𝐼𝒜  در آن ،𝐼𝒜  نگاشت همانی روي𝒜 باشد.می 

:ρمدول همومورفیسم - 𝒜را دوسطحی گوییم، هرگاه  𝒜جبر باناخ  𝒜 → (𝒜 ⨶ 𝒜)∗∗   چنان موجود باشد

𝜋که 
∗∗

𝜊𝜋 = 𝑘𝒜  و𝑘𝐴: 𝒜 → 𝒜∗∗ نشاننده طبیعی از 𝒜  .بتوي دوگان دوم خودش است 

شود هرگاه نامیده می Sیک وزن روي  S→ :ω ∞,9) (گروه باشد. تابع پیوسته  یک نیم Sتعریف. فرض کنید 

,𝑠براي هر  𝑡𝜖𝑆 ،ω(𝑠𝑡) ≤ 𝜔(𝑠)𝜔(𝑡)  . 

Ω(𝑔)تذکر:  = 𝜔(𝑔)𝜔(𝑔−1)  و 

ℓ1(𝑆, 𝜔) = {𝑓 = ∑𝑓(𝑠)𝛿𝑠        :     ‖𝑓‖𝜔 = ∑ ⃓𝑓�⃓�𝜔(𝑠) < ∞

𝑠𝜖𝑆

} .  
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𝛿𝑠جبر باناخ با ضرب پیچشی   ∗ 𝛿𝑡 = 𝛿𝑠𝑡 نامیم.گروهی وزندار میباشد ، این جبرها را جبرهاي نیممی 

𝑠گوییم هرگاه براي هر گروه معکوس را نیم Sگروه تعریف. نیم ∈ 𝑆 عضو منحصر بفرد ،𝑠∗ ∈ 𝑆  چنان موجود

𝑠𝑠∗𝑠.باشد که = 𝑠   ,   𝑠∗𝑠𝑠∗ = 𝑠∗ گروه معکوس براي هر نیمS  رابطه ترتیبی روي ،S  به صورت زیر تعریف

, 𝑠)شود، براي هرمی 𝑡 ∈ 𝑆)، 

𝑠 ≤ 𝑡 ↔ 𝑠 = 𝑠𝑠∗𝑡  . 
, 𝑆)اگر  , 𝑆)یک رابطه جزیی مرتب باشد،  (≥ 𝑥را متناهی موضعی گوییم هر گاه براي   (≥ ∈ 𝑆  ، 

 (𝑥] = { 𝑦 ∈ 𝑆 ∶   𝑦 ≤ 𝑥}  متناهی باشد و به طور یکنواخت متناهی موضعی گوییم هرگاه 
sup{|(𝑥]|  ∶   𝑥 ∈ 𝑆 } < ∞. 

𝑝گروه معکوس و یک نیم Sاگر  تذکر. ∈ 𝐸(𝑆)  زیرگروه ماکسیمال ،S  درp  را با𝐺𝑝 دهیم و نشان می 

𝐺𝑝 = { 𝑠 ∈ 𝑆  ∶   𝑠𝑠∗ = 𝑠∗𝑠 = 𝑝}. 
 کنیم:یرا به صورت زیر تعریف م ℓ1(𝑆)روي فضاي باناخ  •گروه معکوس باشد. ضرب یک نیم Sفرض کنیدتذکر. 

∑ 𝑓(𝑠)𝛿𝑠

𝑠∈𝑆

• ∑ 𝑔(𝑡)𝛿𝑡

𝑡∈𝑆

= ∑ ∑ 𝑓(𝑠)𝑔(𝑡)𝛿𝑟

𝑠𝑡=𝑟
𝑠∗𝑠=𝑡𝑡∗

𝑟∈𝑆

 . 

stموجود نباشد که  Sدر  tو  sو اگر هیچ   = r  , s∗s = tt∗ آن گاه 

∑ 𝑓(𝑠)𝛿𝑠

𝑠∈𝑆

• ∑ 𝑔(𝑡)𝛿𝑡

𝑡∈𝑆

= 9. 

,•,ℓ1(𝑆))جبر باناخ   ‖.  دهیم و در این حالت: نشان می B(S)را با   (1‖

𝛿𝑠 • 𝛿𝑡 = {
𝛿𝑠𝑡 𝑠∗𝑠 = 𝑡𝑡∗

9  سایر نقاط
          ( 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆). 

 [3،0،6،11،13براي جزییات بیشتر مطالعه کنید.] 

,ℓ1(𝑆، هرگاه  Sگروه معکوس گسسته کنیم براي نیمثابت می ، 2سپس در قسمت  𝜔) یبی کراندار همانی تقر

,ℓ1(𝑆پذیري داشته باشد، میانگین 𝜔)∗∗  معادلند با این کهℓ1(𝑆)  دوتصویري بوده وS  متناهی باشد. در قسمت

، کراندار باشد، تقریباً Sهر زیرگروه ماکسیمال  روي  Ω، هرگاه Sگروه ارشمیدسی کنیم براي نیم، ثابت می3

,ℓ1(𝑆پذیري پذیري و میانگینانگینمی پذیري، شبهمیانگین 𝜔) با هم معادلند و همچنین اگر ،S گروه نیم

,ℓ1(𝑆، این موضوع نیز براي دوگان دوم پذیر به طور ضعیف حذفی باشد، در شرایطیتعویض 𝜔) و  شودثابت می

,ℓ1(𝑆پذیري  پذیري و شبه میانگینانگین، می0در قسمت  𝜔) ها بررسی میگروهعینی از نیمرا براي کلاس م-

 کنیم. 

,𝓵𝟏(𝑺دوسطحي بودن و شبه ميانگين پذيري  .2 𝝎)∗∗ 

,ℓ1(𝑆 ، اگر  Sگروه معکوس گسسته کنیم براي نیمدر این قسمت ثابت می  𝜔) همانی تقریبی کراندار داشته

,ℓ1(𝑆باشد،  𝜔)∗∗ پذیر است اگر و تنها اگر میانگینℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ گروه دوتصویري باشد. همچنین براي نیم

𝑆برندت  = 𝑀9(𝐺, 𝐼) صورتی که  کنیم درنیز ثابت می , 𝐼 ناتهی و متناهی وℓ1(𝑆, 𝜔)  همانی تقریبی کراندار

,ℓ1(𝑆داشته باشد، دوسطحی بودن  𝜔)∗∗   و متناهی بودنG .معادلند 

,ℓ1(𝑆باشد. اگر  Sوزن روي  𝜔گروه معکوس متناهی و نیم Sض کنید . فر1-2قضیه  𝜔)∗∗  پذیر شبه میانگین

,ℓ1(𝑆 باشد، آن گاه  𝜔) باشد. دوسطحی می 
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,ℓ1(𝑆فرض کنید  برهان .   𝜔)∗∗ [، 2,3، گزاره 6بر گزاره ]پذیر باشد بناشبه میانگینℓ1(𝑆, 𝜔) شبه میانگین-

پذیر است و طبق نیم گروه میانگین S[. لذا 2پذیر است]گروه معکوس متناهی، میانگیندانیم هر نیمپذیر است. می

، قضیه 12بر]کراندار است بنا Sروي  𝜔متناهی است پس  Sپذیر است. از آنجا که میانگین ℓ1(𝑆)[،  8، قضیه 2]

3,6 ،]ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر بوده و لذا دوسطحی است. میانگین∎  

,ℓ1(𝑆و  Sوزن روي  𝜔، گروه معکوس گسستهنیم S.  فرض کنید 2-2قضیه   𝜔)  همانی تقریبی کراندار داشته

 باشد، آن گاه شرایط زیر معادلند:

1)ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ پذیر است.میانگین 

2)ℓ1(𝑆)  دوتصویري وS .متناهی است 

3)ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ .دوتصویري است 

,ℓ1(𝑆از این که  1→2برهان.   𝜔)∗∗ [،3,7،قضیه 12بر ]بنا پذیر است حالمیانگینℓ1(𝑆)   پذیر و میانگینS 

به طور یکنواخت متناهی موضعی و به  i  3,7 [ ،Sقضیه 12باشد. طبق ]دوسطحی می ℓ1(𝑆)متناهی است پس  

 12بر ]هی است و لذا بنامتنا 𝐺𝑝متناهی است پس  Sپذیر است. چون گروه میانگین 𝑝𝜖𝐸(𝑆)  ،𝐺𝑝ازاي هر 

 دوتصویري است. ii  3,7 [ ،ℓ1(𝑆)قضیه

ℓ1(𝑆) شود ونیز ثابت می Ω، کراندار بودن  Sبر متناهی بودنبنا 2→3 ≅ ℓ1(𝑆, 𝜔)  همینطور،ℓ1(𝑆)∗∗ ≅

ℓ1(𝑆)  و لذاℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ .دوتصویري است 

,ℓ1(𝑆چون  3→1    𝜔)∗∗ بر فرض ست ، پس دوسطحی است و بنادوتصویري اℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗  نیز داراي همانی

,ℓ1(𝑆این کراندار است و بنابر تقریبی 𝜔)∗∗ پذیر است. میانگین∎ 

 کنیم: اي ناتهی باشد. تعریف میمجموعه Iیک گروه و  G. فرض کنید  3- 2 تعریف 

𝑀9(𝐺, 𝐼) = {(𝑔)𝑖𝑗  ∶   𝑔 ∈ 𝐺 , 𝑖 , 𝑗 ∈ 𝐼} ⋃{9} , 

𝐼ماتریسی  𝑖𝑗(𝑔)که در آن  × 𝐼 باشد که درایه می( i ,j)  ام آنg صفر است.ها و بقیه درایه 

   𝑀9(𝐺, 𝐼)  ضرب تعریف شده زیر،با 

  

(𝑔)𝑖𝑗(ℎ)𝑘𝑙 = {
(𝑔ℎ)𝑖𝑙 𝑗 = 𝑘

9 𝑗 ≠ 𝑘
    (𝑔, ℎ ∈ 𝐺 , 𝑖, 𝑗. 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐼 ) 

𝑖𝑗(𝑔)گروه معکوس است با یک نیم
∗ = (𝑔−1)𝑗𝑖 تحت گروه برندت که نیمG   همراه با مجموعه اندیسI  نامیده

 شود.می

𝑆 مجموعه ناتهی متناهی و Iیک گروه و  G. فرض کنید  0-2نتیجه  = 𝑀9(𝐺, 𝐼)گروه برندت، نیم𝜔 وزن روي

S وℓ1(𝑆, 𝜔)  همانی تقریبی کراندار داشته باشد، در آن صورتℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ تنها اگر  دوسطحی است اگر وG 

 متناهی باشد.
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,ℓ1(𝑆فرض کنید  .برهان   𝜔)∗∗  دوسطحی باشد. از این کهI   متناهی است و𝐸(𝑆) = {(𝑒𝐺)𝑖𝑖   ∶  𝑖 ∈

𝐼} ,ℓ1(𝑆 متناهی است.  {9}⋃ 𝜔)∗∗ قضیه  براست. حال بنا پذیرو لذا میانگین کراندار استداراي همانی تقریبی

2-2  ،ℓ1(𝑆) [  قضیه 12دوتصویري است و طبقii  3,7هر زیر ،] گروه ماکسیمال ازS  متناهی بوده و لذاG 

 متناهی است.

 متناهی است و  Sنیز متناهی است ، پس  I چون طبق فرض متناهی باشد. G، اگر برعکس

ℓ1(𝑆) ≅ ℓ1(𝑆 , 𝜔) ≅ ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ 
,ℓ1(𝑆[، 3,12، نتیجه 3پس بنابر ] 𝜔)∗∗ باشد.دوسطحی می∎ 

,𝑠 باشد. براي  S زن رويو 𝜔 بوده و  Sآل  رويیک ایده Iگروه و یک نیم Sتذکر.  فرض کنید   𝑡 ∈ 𝑆  قرار ،

𝑠 اگر 𝑠~𝑡دهیم می = 𝑡 یا 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐼  .ارزي روي یک رابطه هم ~واضح است که باشدS هاي باشد. کلاسیم

,𝑠 دهیم. فرض کنیدنشان می[s]  را با s ارزي شاملهم 𝑡 ∈ 𝑆 کنیمو تعریف می [𝑠][𝑡] = [𝑠𝑡] .شن کاملا رو

𝑆 ارزيهاي همتعریف، بر روي مجموعه کلاسگروهی خوشو مشخص است که این یک عمل نیم و  باشدمی ⁄~

𝑆 ی از گروه خارج قسمتییک فرم
𝐼⁄  را با عضو صفرI  دهد. همچنین نگاشتنشان می 𝑆 → 𝑆

𝐼⁄ که ، 𝑠 ⟼

[𝑠] باشدمورفیسم مییک اپی . 

:�̃� کنیمتعریف می 𝑆
𝐼⁄ → ℂ 1که به طوری  �̌�([𝑠]) 𝑠ي براي همه= ∈ 𝐼 و �̃�([𝑠]) = 𝜔(𝑠) اي هربر 

𝑠 ∈ 𝑆 − 𝐼شود که ، به آسانی دیده می�̌� یک وزن روي 𝑆
𝐼⁄ به لم زیر نیاز داریم. ادامه درباشد. می 

ℓ9 آن گاه باشد. S وزن روي 𝜔و  S آل رويیک ایده I گروه، یک نیم  Sفرض کنید[ . 3,1، لم 12لم ] 
1(𝐼, 𝜔)  

,ℓ1(𝑆 آل ازیک ایده 𝜔) بوده و  

ℓ1 (
𝑆

𝐼
, �̃�) ≅ ℓ1(𝑆, 𝜔)

ℓ9
1(𝐼, 𝜔)⁄ . 

 : ، داریم S=I هرگاه 

ℓ1(𝑆, 𝜔)
ℓ9

1(𝑆, 𝜔)⁄ ≅ ℂ. 

,𝐸(𝑆))گروه گسسته معکوس، نیم S. فرض کنید 2-2قضیه   وزن  𝜔به طور یکنواخت متناهی موضعی و  (≥

 باشد ، آن گاه شرایط زیر معادلند:  Sروي 

1)ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ پذیر است. شبه میانگین 

2 ) ℓ1(𝑆) پذیر و شبه میانگینS .متناهی است 

3  )ℓ1(𝑆)∗∗  .شبه میانگین پذیراست 

,ℓ1(𝑆چون  1→2برهان .   𝜔)∗∗ پس پذیر استشبه میانگین ،ℓ1(𝑆, 𝜔) گزاره 6پذیر است]شبه میانگین ،

 کنیم:رابه صورت زیر تعریف می Sروي  𝜋گروه معکوس باشد، رابطه یک نیم S[.  فرض کنید2,3

𝑠𝜋 𝑡 ↔  ∃𝑒 ∈ 𝐸(𝑆).   
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𝑒𝑠به طوري که  = 𝑒𝑡 بینیم که . می𝜋 ارزي روي یک رابطه همS  است و فضاي خارج قسمتی𝐺𝑆 = 𝑆
𝜋⁄  یک

 [.19گروه است ]

:𝜃فرض کنید  𝑆 → 𝐺𝑆  نگاشت خارج قسمتی باشد ، پس همومورفیسمی ازℓ1(𝑆, 𝜔)  بهℓ1(𝐺𝑆, 𝜔𝑆)  که در

𝜔𝑆آن  = 𝜔|𝑆 [ ، 2,2، گزاره 6بر]باشد، وجود دارد. بنامی ℓ1(𝐺𝑆, 𝜔𝑆)چون پذیر استشبه میانگین ،𝐺𝑆  یک

,ℓ1(𝐺𝑆  ، همانی 𝛿𝑒باشد پس می eگروه است لذا داراي عضو همانی مانند  𝜔𝑆)هست و  ℓ1(𝐺𝑆, 𝜔𝑆) ًتقریبا

، 2بر]پذیر است. حال بناگروه میانگینیک  𝐺𝑆[ ، 2,0، قضیه 11بر][ و حال بنا2,3، قضیه 6] پذیر استمیانگین

-، میانگینSگروه ماکسیمال از [ ، هر زیر1، قضیه 2ابر]پذیر است. بنگروه معکوس میانگینیک نیم S[ ، 1قضیه 

 پذیر است.شبه میانگین ℓ1(𝑆)[، 3,7، قضیه 2پذیر است و طبق ]

 سري زیر را دارد Sبراین است بناگسسته  Sمتناهی است. از اینکه  Sکنیم در ادامه ثابت می

𝑆1 ⊴ 𝑆2 ⊴ 𝑆3 ⊴ ⋯ . ⊴ 𝑆𝑛−1 ⊴ 𝑆𝑛 = 𝑆. 

𝑆𝑖+1به طوري که هر خارج قسمت 
𝑆𝑖

,𝑀9(𝐺𝑖 گروه ماتریسی ریس منظم با فرمک نیمی ⁄ 𝑃𝑖 , 𝑛𝑖) براي هر  iکه 

 𝑛𝑖 ∈ ℕ و 𝑆1 ⋃{𝐺𝑖  ∶     2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} هاي ماکسیمال از همه زیرگروه مجموعه S،باشد. همچنین 𝑆1  یک

ℓ9 است. پس Sآل از زیرگروه ایده
1(𝑆1, 𝜔) آل ازک ایدهطبق لم قبل ی ℓ1(𝑆, 𝜔) و ℓ1(𝑆/𝑆1, �̃�)  ،است

,ℓ1(𝑆1، [2,7، گزاره 6بنابر] 𝜔)∗∗ پذیر است و شبه میانگین𝑆1 پذیر است. از این که نگینگروه میا𝑆1  یک گروه

است پس متناهی است و لذا 
𝑆2

𝑆1
)ℓ1[ ، 2,2، گزاره 6بر ]باشد و بناساده کامل می -9گروه ، نیم  

𝑆2

𝑆1
, �̃�)∗∗   شبه

2 [ براي2,1ه ، قضی12بر ]وده و بناب پذیرمیانگین ≤ 𝑖 ≤ 𝑛:داریم 

ℓ1(
𝑆2

𝑆1
⁄ , �̃�)∗∗

ℂ𝛿9
≅ 𝑀𝑛(ℓ1(𝐺𝑖, 𝜔))∗∗ ≅ 𝑀𝑛(ℓ1(𝐺𝑖, 𝜔)∗∗). 

,𝑀𝑛(ℓ1(𝐺𝑖پس  𝜔)∗∗) [ ،  3,3، نتیجه 2]پذیر است. پس بنابرشبه میانگینℓ1(𝐺𝑖, 𝜔)∗∗  پذیر شبه میانگین

متناهی بوده و  لذا  𝐺𝑖[،  0,2، گزاره 6بر ]است و بنا
𝑆2

𝑆1
 Sمتناهی است. به همین ترتیب،  𝑆2متناهی است، پس   

 باشد. متناهی می

∗∗ℓ1(𝑆)متناهی است پس  Sچون   2↔3   ≅ ℓ1(𝑆) .و لذا این دو معادلند 

-نیم S[ ، 1، قضیه 2و ] [3,7، قضیه 2بر ]متناهی باشد، بنا Sپذیر و شبه میانگین  ℓ1(𝑆)فرض کنید    2→1

ℓ1(𝑆)کراندار و لذا  Sروي  𝜔متناهی است پس   Sپذیر است. چون گروه معکوس میانگین ≅ ℓ1(𝑆, 𝜔)  و

∗∗ℓ1(𝑆)همینطور  ≅ ℓ1(𝑆) براین . بناℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ پذیر است.شبه میانگین∎ 

روي هر  S  ،Ωوزن روي  𝜔گروه معکوس به طور یکنواخت متناهی موضعی، یک نیم S. فرض کنید 6-2قضیه  

,ℓ1(𝑆کراندار و Sگروه ماکسیمال از  زیر 𝜔)  :داراي همانی تقریبی کراندار باشد. آن گاه شرایط زیر معادلند 

1)ℓ1(𝑆, 𝜔)  پذیراست.شبه میانگین 

2)E(S)   گروه ماکسیمال از متناهی و هر زیرS پذیر است.میانگین 
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3)ℓ1(𝑆, 𝜔)  پذیر است. میانگین 

0 )ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.تقریباً میانگین 

,ℓ1(𝑆فرض کنید  1→2برهان.   𝜔) 2-2بر برهان  قضیه پذیر باشد، بناشبه میانگین ،S پذیر است و لذا میانگین

 متناهی است. E(S)کافی است ثابت کنیم،  پذیر است ومیانگین S[، هر زیرگروه ماکسیمال از 1، قضیه 2بر]بنا

,𝑆)چون  ,𝐸(𝑆))[ ، 2,10، گزاره 12، بنابر ]به طور یکنواخت متناهی موضعی است (≥ به طور یکنواخت  (≥

𝜔پذیر است . با فرض شبه میانگین ℓ1(𝑆)[ ، 3,7، قضیه 2بر]باشد. بنامتناهی موضعی می = 1  ،ℓ1(𝑆, 𝜔) =

ℓ1(𝑆)  وℓ1(𝑆) [، 3,2، گزاره 6لذا طبق ] داراي همانی تقریبی کراندار است وℓ1(𝑆) پذیر بوده و تقریباً میانگین

 متناهی است. E(S)[،  0,1، قضیه 13بر ]بنا

-میانگین ℓ1(𝑆). پس چون است ℓ1(𝑆)پذیري ، معادل با میانگین2[ ، شرط 0,3 ، قضیه13با توجه به ]  2→3

,ℓ1(𝑆[ ، 3,6، قضیه 12، طبق]کراندار است Sروي  Ωپذیر و  𝜔) پذیر است.میانگین 

 واضح است. 3→0 

,ℓ1(𝑆چون   0→1    𝜔) [ ، 3,2، گزاره 6بر]پذیر است، پس بناقریبی کراندار و تقریباً میانگینداراي همانی ت

ℓ1(𝑆, 𝜔) باشد.پذیر میشبه میانگین∎ 

گروه روي هر زیر Ωو S يوزن رو 𝜔، متناهی E(S)گروه معکوس  با یک نیم S.  فرض کنید 7-2نتیجه 

,ℓ1(𝑆، کراندار باشد، در آن صورت Sماکسیمال از 𝜔) پذیر است اگر و تنها اگرشبه میانگین ℓ1(𝑆, 𝜔) 

 پذیر باشد.میانگین

,ℓ1(𝑆برهان . فرض کنید  𝜔) پذیر باشد آن گاه شبه میانگینS پذیر است و لذا گروه معکوس میانگینیک نیم

 ℓ1(𝑆)[ ، 8، قضیه 2پذیر است و سپس با توجه به]، میانگینSگروه ماکسیمال از [، هر زیر1، قضیه 2بنابر ]

[، 3,6، قضیه 12باشد، پس طبق ]، کراندار میSگروه ماکسیمال از روي هر زیر Ωپذیر است. چون میانگین

ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است و بر عکس نیز واضح است.میانگین∎ 

 شبه ميانگين پذيري جبرهاي نيم گروهي وزندار و دوگان دوم آن روي نيم گروه هاي تعويضپذير. 3

کراندار  Sروي هر زیرگروه ماکسیمال  Ωگروه ارشمیدسی باشد و یک نیم Sکنیم هرگاه در این قسمت ثابت می

,ℓ1(𝑆پذیري  پذیري و میانگینپذیري، تقریباً میانگینباشد آن گاه شبه میانگین 𝜔)   با هم معادلند و همین

,ℓ1(𝑆موضوع را براي دوگان دوم  𝜔) کنیم.، با وجود شرایطی اثبات می 

,𝑠پذیر بوده و براي هر تعویض Sگوییم هرگاه  گروه ارشمیدسیرا نیم Sگروه نیم 𝑡 ∈ 𝑆  وجود داشته باشد𝑛 ∈

𝑁  به طوري که𝑆𝑛 ∈ 𝑡𝑆 = {𝑡𝑢     ∶     𝑢 ∈ 𝑆} . 

، Sاز  Gروي هر زیرگروه ماکسیمال  Ωو  Sوزن روي  𝜔گروه ارشمیدسی، یک نیم  Sفرض کنید . 0-3قضيه 

 کراندار باشد.آن گاه شرایط زیر با هم معادلند:

1) ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است. شبه میانگین 

2) S پذیر است. گروه میانگین یک 
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3) ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است. میانگین 

0) ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.تقریباً میانگین 

,ℓ1(𝑆فرض کنید     1→2 برهان. 𝜔) بنابراین  پذیر باشد.شبه میانگینℓ1(𝑆, 𝜔)  همانی تقریبی داشته و

 همینطور 

ℓ1(𝑆, 𝜔)2 = ℓ1(𝑆, 𝜔). گیریم    نتیجه می𝑆2 = 𝑆   و𝑆 = 𝑆2 = ⋃ 𝑠𝑆𝑠∈𝑆 کنیم .در ادامه ثابت می

S=sS  براي همه𝑠 ∈ 𝑆  وS .داراي عضو همانی است 𝑠 ∈ 𝑆  تعریف ارشمیدسی  برگیریم، بناثابت در نظر می

,𝑢بودن،  𝑣 ∈ 𝑆  وجود دارند به طوري کهs=su  وu=svبراین داریم:. بنا 

𝑢2 = 𝑠𝑣𝑠𝑣 = 𝑠𝑢𝑣 = 𝑠𝑣 = 𝑢. 
𝑢پس  ∈ 𝐸(𝑆)  و به عبارت دیگرS=uS  و لذاu  عضو همانیS خواهیم ثابت کنیم باشد. میمیS گروه نیم

𝑣آن گاه  st=sb باشد. اگر حذفی چپ می ∈ 𝑆   هست کهu=sv و لذا 

𝑡 = 𝑢𝑡 = 𝑠𝑣𝑡 = 𝑠𝑡𝑣 = 𝑠bv=svb=ub=b. 

بر برهان  قضیه یک گروه هست حال بناS [ ، ii 3,6، قضیه0باشد، حال با توجه به برهان قضیه ]حذفی می Sپس

2-0  ،S باشد.پذیر مییک گروه میانگین 

[، 3,6، قضیه 12پذیر است و لذا طیق ]میانگین ℓ1(𝑆)پذیر باشد، پس گروه میانگین Sفرض کنید   2→3 

ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.میانگین 

 بدیهی است.  3→0   

,ℓ1(𝑆پذیر است، تعویض Sاز این که   0→1  𝜔) [، 3,0، نتیجه 6بر ]پذیر بوده و بناتعویضℓ1(𝑆, 𝜔)  شبه

 ∎پذیر است.میانگین

 کنیم.پذیر اثبات میگروهی وزندار تعویضپذیري دوگان دوم جبرهاي نیماي در مورد شبه میانگیندر ادامه گزاره

,𝑠، را به طور ضعیف حذفی گوییم هر گاه براي هر Sپذیر گروه تعویضنیم 𝑡 ∈ 𝑆  ،𝑠−1𝑡 = {𝑢 ∈ 𝑆  ∶

 𝑠𝑢 = 𝑡} .متناهی باشد 

𝜔و  Sوزن روي  𝜔به طور ضعیف حذفی ،  پذیرگروه تعویضنیم Sفرض کنید  . 2-3گزاره  ≥ باشد. اگر  1

ℓ1(𝑆)∗∗  :یکدار باشد ، آن گاه شرایط زیر معادلند 

1)ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر و میانگینS .متناهی است 

2)ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ پذیر است.میانگین 

3)ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ پذیر است.تقریباً میانگین 

0)ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗  پذیر است.شبه میانگین 

,ℓ1(𝑆کراندار است و لذا  Sروي  𝜔متناهی است ، پس  Sاز این که   1→2 برهان.  𝜔) ≅ ℓ1(𝑆)    و همچنین

ℓ1(𝑆)   البعد بوده و داریم متناهیℓ1(𝑆) ≅ ℓ1(𝑆)∗∗ براین . بناℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ است.پذیر میانگین 

 بدیهی است.  2→3  
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,ℓ1(𝑆پذیر است، تعویض Sاز اینکه   3→0   𝜔) پذیراست و لذا تعویضℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ باشد پذیر مینیز تعویض

 شود.[، برهان کامل می3,0، نتیجه 6.حال بنابر]

𝜔اگر گروهی متناهی است.نیم Sکنیم ابتدا ثابت میدر    0→1   = 1 ،ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ ≅ ℓ1(𝑆)∗∗ طبق، حال 

𝑡[، وجود دارد3,6، نتیجه 10] ∈ 𝑆  به طوري کهtS   متناهی باشد. پس براي هر𝑠 ∈ 𝑆 بر فرض ، بنا𝑡−1𝑆  

𝑆، با توجه به این که باشد. به عبارتی دیگرمتناهی می = ⋃{𝑡−1𝑠  ∶   𝑠 ∈ 𝑡𝑆} پس ،S باشد.نیز متناهی می 

,ℓ1(𝑆چون  𝜔)∗∗  پذیر استشبه میانگین ،ℓ1(𝑆, 𝜔) نتیجه  1-3پذیر است حال بنابر قضیه میانگین نیز شبه

,ℓ1(𝑆گیریم می 𝜔) پذیر است.میانگین∎ 

 گروهي وزندار پذيري  برخي جبرهاي نيم. شبه ميانگين4 

,ℓ1(𝑆پذیري نگینپذیري و شبه میا، میانگینقسمتدر این  𝜔) ها بررسی میگروها براي کلاس معینی از نیمر-

,ℓ1(𝑆پذیري کنیم که شبه میانگینوه صفر چپ یا راست باشد، ثابت میگرنیم یک Sکنیم کنیم. فرض می 𝜔) 

دهیم بعضی همین طور نشان می است. Sپذیري آن و این شرایط معادل با تک عضوي بودن معادل با میانگین

,ℓ1(𝑆 پذیر باشد، برايجداییوزن   𝜔 و  گروه نواري مستطیلی نیم S نتایج زمانی که 𝜔)  ،شود. ما حفظ می

,ℓ1(𝑆 کنیمثابت می 𝜔) است هرگاه سطحیدو S گروه نواري مستطیلی باشد.گروه صفر چپ )راست( یا نیمنیم  

,𝑠 براي هر  st=t  گروه صفر راست است هرگاهو نیم  st=s  گروه صفر چپ است هر گاه، نیمS گروهنیم 𝑡 ∈ 𝑆  .

,𝑓 براي هر 𝑔 ∈ ℓ1(𝑆, 𝜔) اگر ، S صفر راست باشد، آن گاه گروهنیم 𝑓 ∗ 𝑔 = 𝜑𝑆(𝑓). 𝑔 و هر گاه S نیم-

𝑓 گروه صفرچپ باشد، ∗ 𝑔 = 𝜑𝑆(𝑔). 𝑓  که در آن 𝜑𝑆 روي کاراکتر افزایشی ℓ1(𝑆, 𝜔) باشد.می  

,ℓ1(𝑆  اشد. آن گاهب S وزن روي  𝜔 گروه صفر راست)چپ( ونیمیک  Sفرض کنید  .0-4گزاره   𝜔) سطحی دو

 است.

  کنیم:گروه صفر راست باشد. تعریف مینیم S دکنیفرض  برهان. 

𝜋: ℓ1(𝑆, 𝜔) → ℓ1(𝑆, 𝜔) ⊗  ℓ1(𝑆, 𝜔)   , 𝜋(𝑓) = 𝛿𝑡9
⊗ 𝑓 

,𝑓 باشد، آن گاه براي هرمی S عضو دلخواهی از  𝑡9که در آن  𝑔 ∈ ℓ1(𝑆, 𝜔) :داریم 

𝜋(𝑓 ∗ 𝑔) = 𝛿𝑡9
⊗ (𝑓 ∗ 𝑔) = 𝜑𝑆(𝑓)(𝛿𝑡9

⊗ 𝑔) = (𝑓 ∗ 𝛿𝑡9
) ⊗ 𝑔 = 𝑓. (𝛿𝑡9

⊗ 𝑔)

= 𝑓. 𝜋(𝑔). 
𝜋(𝑓 و به طور مشابه ∗ 𝑔) = 𝜋(𝑓). 𝑔   همچنین . 𝜋𝜌روي  ، نگاشت همانی ℓ1(𝑆, 𝜔) پس  باشد.می

ℓ1(𝑆, 𝜔)  لذا  باشد،دانیم که هر جبر باناخ دوتصویري، دوسطحی میمیدوتصویري است وℓ1(𝑆, 𝜔)  

 ■دوسطحی است. 

𝑆 روي  𝜔 را در نظر بگیرید. گوییم وزن 𝑆2 و 𝑆1 هاينیم گروه . 2-4تعريف   ≔ 𝑆1 × 𝑆2است،  پذیریی، جدا

𝜔 چنان موجود باشند که 𝑆2 و 𝑆1 به ترتیب روي 𝜔2 و 𝜔1 هر گاه دو وزن = 𝜔1 ⊗ 𝜔2 ثابت می ه آسانی. ب-

  شود :

ℓ1(𝑆, 𝜔)  ≅ ℓ1(𝑆1, 𝜔1) ⊗ ℓ1(𝑆2, 𝜔2). 
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𝐸(𝑆)  گروه ویک نیم Sکنید  فرض .3-4تعريف   = {𝑝 ∈ 𝑆    ∶      𝑝2 = 𝑝}  گوییم ، Sگروه نواري، نیم  

𝑆 است، هرگاه = 𝐸(𝑆) .گروه نوارينیمS  که در آنsts=s  براي هر 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 گروه نواري مستطیلی ، نیم 

 شود.نامیده می

𝑆 ، داریم Sگروه نواري مستطیلی براي هر نیم ≅ 𝐿 × 𝑅 که در آن 𝐿 و 𝑅 گروه هاي صفر چپ و به ترتیب نیم

 راست هستند.

 باشد، آن گاه S پذیر رويک وزن جداییی 𝜔 گروه نواري مستطیلی و ک نیمی Sد فرض کنی .4-4گزاره  

ℓ1(𝑆, 𝜔) .دوتصویري بوده و لذا دوسطحی است 

 ■ ، واضح است.[ 2,0گزاره ، 12]و همینطور  1-0 بر مطالب فوق و گزارهبنابرهان.   

شرایط زیر   باشد، آن گاه  Sرويپذیر جدایی وزن  𝜔 گروه نواري مستطیلی و، نیمS  فرض کنید.  8-4قضيه  

 معادلند:

1) ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.شبه میانگین 

2) S .تک عضوي است 

3) ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.میانگین 

,ℓ1(𝑆فرض کنید    1→2  برهان.  𝜔) پذیر باشد. از آنجا که  شبه میانگینSاست  گروه نواري مستطیلی، نیم

چنان موجودند   R و   L به ترتیب روي  𝜔𝑅و  𝜔𝐿 هايوزنو   Rگروه راستنیم و   Lگروه صفر چپنیمپس  

𝑆 که ≅ 𝐿 × 𝑅  و𝜔 = 𝜔𝐿 ⊗ 𝜔𝑅:داریم . 

ℓ1(𝑆, 𝜔) ≅ ℓ1(𝐿, 𝜔𝐿) ⊗ ℓ1(𝑅, 𝜔𝑅). 

,ℓ1(𝑆براین نگاشتبنا 𝜔) → ℓ1(𝐿, 𝜔𝐿) 𝜃:  با ضابطه 

      𝜃(𝑓 ⊗ 𝑔) = 𝜑𝑅(𝑔)𝑓  براي𝑓 ∈ ℓ1(𝐿, 𝜔𝐿)  و𝑔 ∈ ℓ1(𝑅, 𝜔𝑅)مورفیسم) برونسانی( از ، یک اپی

,ℓ1(𝑅 ، کاراکتر افزایشی روي  𝜑𝑅 باشد که در آنناخ میباجبرهاي  𝜔𝑅) باشد. از این که یم ℓ1(𝐿, 𝜔𝐿)  شبه

,ℓ1(𝐿پذیر است لذا میانگین 𝜔𝐿) لذا ، همانی تقریبی راست و چپ دارد ، L  گروه صفر تک عضوي است زیرا نیم

 . است، تک عضوي   S نیز تک عضوي است و لذا  R  به طور مشابه چپ است.

، قضیه 12باشد و لذا طبق ]پذیر میمیانگین ℓ1(𝑆)[، 3,3، قضیه 3بر ]تک عضوي باشد، بنا Sفرض کنید   2→3

3,6 ، ]ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.میانگین 

 ■بدیهی است.    3→1

  شود.که حاصل ضرب در آن برعکس میمی باشد  Sگروه ، همان نیم 𝑆𝑜𝑝 ، نیم گروه S  گروهبراي نیم

 شرایط زیر معادلند:  باشد، آن گاه  S وزن روي   𝜔 گروه صفر راست )چپ( ویک نیم S فرض کنید . 6-4 قضيه 

1) ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.شبه میانگین 

2) S .تک عضوي است 

3) ℓ1(𝑆, 𝜔) پذیر است.میانگین 
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است. به راحتی گروه صفر راست یک نیم  𝑆𝑜𝑝 در آن صورتباشد، گروه صفر چپ یک نیم S  فرض کنیدبرهان.  

𝑆 توان دید کهمی × 𝑆𝑜𝑝   گروه  نواري مستطیلی است. حال قضیه قبل را براي نیم گروه نواري مستطیلینیمیک

𝑆 × 𝑆𝑜𝑝   با فرض𝜔𝐿 = 𝜔𝑅 = 𝜔 بریم. به کار می■ 

 گيرينتيجه. 8

,ℓ1(𝑆پذیري میانگینپذیري و تقریباً پذیري، شبه میانگینگروه معکوس باشد، میانگینیک نیم Sهرگاه  𝜔) با ،

باشد. می Sگروه ماکسیمال از پذیر بودن هر زیر و میانگین E(S)هم معادلند و این شرایط معادل با متناهی بودن 

,𝐸(𝑆))هرگاه  Sگروه معکوس گسسته همچنین براي نیم به طور یکنواخت متناهی موضعی باشد،  (≥

ℓ1(𝑆, 𝜔)∗∗ پذیر است، اگر و تنها اگر شبه میانگین ℓ1(𝑆) پذیر و شبه میانگینS  .متناهی باشد 

,ℓ1(𝑆پذیري که شبه میانگین شودوه صفر چپ یا راست باشد، ثابت میگریک نیم Sدر ادامه اگر  𝜔)  معادل با

گروه نیم S همین طور بعضی نتایج زمانی که است. Sپذیري آن و این شرایط معادل با تک عضوي بودن میانگین

,ℓ1(𝑆 پذیر باشد، برايجداییوزن   𝜔 و  نواري مستطیلی 𝜔) شود شود. ثابت می، حفظ میℓ1(𝑆, 𝜔) دو-

  گروه نواري مستطیلی باشد.گروه صفر چپ )راست( یا نیمنیم S گاه است هر سطحی
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