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 مقدمه. 0

که در  ییاز آنجا یباشد، ولیم یواقع یها با مجموعه تکنولوژآن یها، بررسواحد ییکارا یبررس یروش برا نیبهتر

با آنها را واحدها  سهیمقا یبرا یآلدهیا ایمبنا  چیو ما ه ستیدر دسترس ن یواقع یاکثر موارد مجموعه تکنولوژ

 ریثابت و متغ اسیبا بازده به مق ییکارا یریگاندازه یبرا کیرپارامتریمشکل روش غ نیحل ا یبرا نیبنابرا م،یندار

 تواندیم یها به راحتروش نیکه ا یی. از آنجادیگرد ی[ معرف0و همکاران][ و بنکر 0قاله چارنز و همکاران]توسط م

 د،ندار یو خروج یورود  یهاداده متیبه  ق یاجیاحت نیداشته باشد و همچن یخروج نیو چند یورود نیچند

مجموعه امکان  دیابتدا با ییکارا یبررس یقرار گرفتند. برا ییمحاسبه کارا یبرا تیبه سرعت مورد محبوب

 CCR هر دو مدل یبرا اس،یبه جز اصل بازده به مق د،یساخت مجموعه امکان تول قهیرا ساخت. طر  (PPS)دیتول

 یواحدها دارا یبندکه دارد، در رتبه ییهایبا تمام خوب دیمجموعه امکان تول نی. اما اباشدیم کسانی BCC و

 زانیم شودیباعث م نیکه ا باشد،یم ییکارا با مرز کارآ یامر مماس بودن واحدها نی. علت اباشدیم یمشکلات

 یمختلف یهامشکل روش نیرفع ا یآنها اتخاذ کرد. برا یبندرتبه یرا برا یزیشود و و نتوان تما کیآنها  ییکارا

سبب  نیو ا گرددیحذف م دیلاز مجموعه امکان تو یابیکه در آن واحد تحت ارز ییروش ابرکارا جملهشده از  ارائه

 یبودن و عدم هماهنگیاز جمله نشدن یمشکلات یدارا زیروش ن نیشود. اما ا کیفراتر از  ییکارا زانیتا م شودیم

حذف واحد  یعنیروش،  نیاز هم زیشده ن هارائ ییکه بعد از روش ابرکارا یهااز مدل یاریبود. در بس تیبا واقع

-یمشکل نشدن یقیشده تا به طر یآنها سع یاستفاده شده است و در تمام دیاز مجموعه امکان تول یابیتحت ارز

واحد تحت  یمانند انتخاب جهت برا یدیها مشکلات جداز آن مدل یاریکه البته بس ندیبودن مدل را حل نما

کارا استفاده  یواحدها یبندرتبه یکه برا ییهاروش گریداشتند. د دیامکان تول هبه مجموع دنیرس یبرا یابیارز

کارا  یهاابرصفحه یکارا از رو یکار باعث جدا شدن واحدها نیباشد. ایم دیشود، انتقال مجموعه امکان تولیم

با توجه به عدم  یول گرددیم یابیقابل ارز CCR , BCC با مدل یبه راحت ییشده و کارادیمجموعه امکان تول

-یم تیبه دور از واقع اریبه دست آمده بس جیارائه شده نتا هااز روش یاریانتقال، در بس یبرا قیدق یوجود جهت

باشد  که  یم یواقع یها استفاده از مرز تکنولوژ DMU عملکرد یابیارز یروش برا نیبهتر یحالت کل در .باشد

 یکرد ول یبندواحدها را رتبه یتوان به راحتیآن م لهیواحدها مشخص گردد که به وس یواقع ییکارا شودیسبب م

 .باشدیمن ریپذامر امکان نیا یواقع یبا توجه به عدم در دست بودن تکنولوژ

ها تک مولفه اکثر آن روش نکهیبا توجه به ا یوجود دارد ول یبندرتبه یدر علم آمار برا یفراوان یهاروش یطرف از

 نیو چند یورود نیچند ها، که اکثراDMU یاز آنها براکنند، استفاده یاستفاده م یو خروج یورود کیاز  ایو 

تابع  نیدر علم آمار با استفاده از تخم یدیجد یهاروش لمشک نیحل ا یبرا باشد.ینم ریپذدارند، امکان یخروج

تابع  نیاوقات ا یگاه زیروش ن نیدر ا یشود ولیم دهیتابع سنج نیها با اDMU به وجود آمد که در آن دیتول

  .گرددیم دور یواقع یبشدت از تکنولوژ

 DEAمآن با عل بیو ترک CI نانیبازه اطم یمقاله با  استفاده از روش آمار نیبا توجه به مطالب گفته شده، ا حال

 یواقع ینسبت به مجموعه تکنولوژ یبهتر نیرا بهبود دهد تا بتوان تخم دیبر آن دارد که مجموعه امکان تول یسع 

 شیرا تا حد ممکن افزا یخروج نان،یبا مقدار بازه اطم یمجاز یها DMU منظور با افزون نیا یبرا. میداشته باش

 نیگردد و همچنیم یواقع یمجموعه تکنولوژشدن آن به  کیو نزد ییدر مرز کارا رییامر سبب تغ نیو ا دهدا

 ینسبت به مدل معمول یبهتر یبندرتبه توانیروش م نیبا ا و دهیجدا گرد ییکارا از مرز کارا یاز واحدها یاریبس

CCR و BCC روش نیکه در ا یی. از آنجامیداشته باش DMU از یابیتحت ارز PPS با مشکل شودیحذف نم ،

 .شد میبودن مواجه نخواهینشدن



 03                                            مقادیر بازه اطمینانا استفاده از بها در تحلیل پوششی دادهبهبود مجموعه امکان تولید 
 

   

بهبود  یراب یو روش نانیدر مورد بازه اطم یمطالب 0و  1است. در بخش  دهیگونه مرتب گرد نیمقاله به ا نیا

جهت  افتهی رییمدل تغ د،یمجموعه امکان تول نیآن ارائه شده است. بر اساس ا لهیبه وس دیمجموعه امکان تول

برنامه  کی ۶در بخش شده و  شنهادیپ ۵کامل در بخش  یبندجهت رتبه گریو مدل د 0در بخش  یبندرتبه

در بخش  ندهیآ قاتیتحق یبرا شنهاداتیو پ یریگجهیاست. نت دهیگرد انیبروشن شدن مطلب  یبرا یکاربرد

 آمده است. ییانتها
 

 اطمینان فاصله .2

استفاده  ،ها در یک بازه مشخص قرار گیرندشود برای این که دادهمیهایی که تخمین زده در علم آمار یکی از روش

 ( است.CIاز فاصله اطمینان)

داده به صورت  nفرض کنیم 
1 2 3, , , , nX X X X  ابتدا باید میانگین  ،داریم. برای محاسبه فاصله اطمینان

( و خطای استاندارد )( ، انحراف از معیار نمونه )Xنمونه )
MS را محاسبه کرد که روش محاسبه آن در زیر )

 آمده است.

 1 2 3 /nX X X X X n     
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ها و دقت ( با توجه به تعداد داده𝑡𝐶𝐿شود که در آن )استفاده می بنابراین محاسبه فاصله اطمینان از فرمول زیر

 ( مشخص شده است.8تخمین در جدول )

    CL MLower limit X t S   

    CL MUpper limit X t S   
 

 خواهیم از فاصله اطمینان برای بهبود مجموعه امکان تولید در ماهیت خروجیشده میحال با توجه به مطالب بیان

ها را محاسبه و به مجموعه امکان تولید اضافه کنیم. اما از خواهیم مرز بالایی خروجیدر واقع می استفاده کنیم.

باشد. ساز نمیکردن یک مجموعه از کران بالا کاردارای چند خروجی هستند، اضافه  ها معمولا DMUآنجایی که

 بنابراین در بخش بعد روشی برای حل مشکل ارائه شده است.
 

 با استفاده از فاصله اطمینان  PPS. بهبود 3

 واحد به صورت nتعداد

   , : 1,2,3, ,j ij rjDMU x y j n    باm  ورودی 1,2,3, ,  ijx i m   وsخروجی 

 1,2,3, ,rjy r s  .در نظر بگیرید 
 

نمونه. تعداد اساس بر اطمینان بازه ضریب (.8) جدول  

df 2 3 4 5 8 01 21 51 011 

19.5 49313 39082 29..2 295.0 29312 29228 29182 2911. 09.84 

19.. .9.25 59840 49214 49132 39355 39028 29845 292.8 29222 
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 شود.با بازده به مقیاس ثابت و متغیر به ترتیب به صورت زیر نمایش داده می PPSبه طور کلی 
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با توجه به مطالب گفته شده در بخش قبل  1,2,3, ,rz r s   کنیم:را به صورت زیر تعریف می 

 1,2,3, , , 
  

         

    1,2,3, , .

rj

r

y j n
z Max

UpperCI for r th output

For r s

   
  

  

 

 

 

 شود. حسوب میام م  𝑟بیشترین کران بالا برای خروجی  𝑧𝑟در واقع 

برای هر  𝑧𝑟حال با استفاده از   1,2,3, ,oDMU o n   ،𝑠  واحد مجازی بهPPS  به صورت زیر

 کنیم:استفاده می
 

1 2 3*

1 1 1
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 در نتیجه با در نظر گرفتن

 1 2 3, , ,..., ,  

1,2,3,...,  ,   1,2,3,..., ,  

jr j j j mjX x x x x

j n r s
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آنگاه
 * ,  ,   1,2,3,...,  , 

  1,2,3,...,

jr jr jrDMU X Y j n

r s

  


   

 

 و مجموعه امکان تولید پس از اضافه شدن واحدهای مجازی به صورت زیر خواهد بود:
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های بر اساس مجموعه
cT  و

vT    گردد.محاسبه کارایی در بخش بعدی بررسی می 
 

  اطمینان فاصله مقادير از استفاده با کارايي بررسي.  4

 .بگیرید نظر در را زیر BCC و CCR هایمدل
CCR: 

 Min  
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(8) 

 
BCC: 

       Min  
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(1) 

 :داشت خواهیم ثابت مقیاس به بازده مدل برای PPS تغییرو  مجازی های DMU شدن اضافه از دعب 
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 :داشت خواهیم متغیر مقیاس به بازده مدل برای و
 Min
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 حد با توکارا،پار مرز با هاارزیابی بر علاوهواحدها  ،PPS به مجازی های DMU شدن اضافه از دعبدر حقیقت 

 .شوندمی سنجیده نیز اطمینان فاصله بالای
 

*اگر  :0-4قضیه 

o  و*'

o  ( باشد آنگاه 0( و )8به ترتیب جواب بهینه مدل  )* *'

o o  .خواهد بود 
 

فرض کنیم  اثبات: * *,j o   ( 8جواب بهینه مدل)   باشد، به وضوح * , 0j jr    یک جواب شدنی برای

*( است که این امر 0مدل ) *'

o o   کند.را تضمین می 
 

0*جواب بهینه این مدل باشد آنگاه داریم  *( همواره شدنی و اگر 0مدل) :2-4قضیه  1   با فرض آنکه(

 وجود داشته باشد(. DMUحداقل یک ورودی مخالف صفر برابر هر 
 

 ,1به وضوح  اثبات: 0,  ,  0,  o j jrj o j r       ( 0یک جواب شدنی برای مدل مدل) باشد، می

*بنابراین 1 از طرفی دیگر قیود .,  0, 0,j jr j r       نامنفی بودن کنند.را تضمین می 

 *فرض کنیم  0 خواهیم داشت ، 
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j,0بنابراین jr j r     با توجه به اینکه حداقل یک ورودی مخالف صفر برابری هر(DMU  )وجود دارد

و
1 1 1

    0 
n n s

j j jr jr

j j r

y Y  

  

    با  قید که این  
1 1 1

  1
n n s

j jr

j j r

 

  

     در تناقض است، بنابراین برای هر

*به خصوص در جواب بهینه خواهیم داشت جواب شدنی 0  . 
 

 .بگیرید نظر درزیر  صورت به خروجی دو و ورودی یک با DMU چهار :0-4مثال

   

   

1 2

3 4

10,100,100  ,  10,105,50  

  10,90,80  ,  10,75,75

DMU DMU

DMU DMU

 

 
 

 

 دو هور ( شوود می دیده 8(a) شکل در که گونههمان)  2DMU و 1DMU برای CCR کارایی محاسبه از پس

 کوران  محاسوبه  بورای  حال. شد قائل تمایزی هاآن برای تواننمی بندیرتبه در بنابراین .باشدمی یک کارایی دارای

 .آمده است ریآن در ز محاسبهکه  میآور یبه دست مرا  خروجی دو برای اطمینان بازه ابتدا  𝑧2و  𝑧0 بالا

 برای خروجی اول:
 

 100 105 90 75 / 4 92.5X              

   

   

2 2

2 2

100 92.5 105 92.51
13.23

4 1 90 92.5 75 92.5


    
  
     

   

 
13.23

6.62
4

MS    

 

 

 

 

3.182CLt  زانیم  3۵و با دقت   0برابر  یدرجه آزاد  DMUبا توجه به وجود چهارعدد    جهیباشد در نتیم 

 :میدار

 

    92.5 3.182 6.62 113.56 114Upper limit      1 100,1  05, 90, 75,1  14 114z Max   

 

 

 (x_1=11) یمجاز یها DMUقبل و بعد از اضافه کردن  CCR ییکارا(.  مرز 1شکل )
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 برای خروجی دوم:

 100 50 80 75 / 4 76.25X              

   

   

2 2

2 2

100 76.25 50 76.251
20.56

4 1 80 76.25 75 76.25


    
  
     

  

20.56
10.28

4
MS    

    76.25 3.182 10.28 108.96 109Upper limit      

 2 100, 50, 80, 75,1  09 109z Max   

1 مقادیر از استفاده با 114z  2 و 109z  هشت DMU به مجازی PPS مقوادیر  زیور  در که شودمی  اضافه 

 .است شده محاسبه آن

   * *

11 2110,114,100 , 10,114,50DMU DMU     * *

31 4110,114,80 , 10,114,75DMU DMU   

   * *

12 2210,100,109 , 10,105,109DMU DMU    

   * *

32 4210,90,109 , 10,75,109DMU DMU   
 

 مشواهده  8(b)شوکل  در که همانگونه .است شده داده نمایش 1 جدول در ها DMU این برای( 0)مدل حل نتایج

 جودا  سوبب  امور  ایون  و است رفته جلو به ممکن حد تا مرزکارایی مجازی های DMU این شدن اضافه با شودمی

 بوه ( 1) جودول  از آموده  بدسوت  نتایج به توجه با بنابراین. شودمی قدیم کارایی مرز از  DMU1 و DMU8 شدن

 .نمود بندیرتبه را DMU چهار این توانمی راحتی

 (کامل بندیرتبه روش) کامل بندیرتبه. 8

 اطمینوان  فاصوله  بوا  مجوازی  هوای واحود  کردن اضافه از پس شده مشاهده( 8) مثال در قبل بخش در که همانگونه

 مجوازی  واحد کردن اضافه از بعد یعنی. نیست کارساز عمل این موارد از بعضی در اما گردید، حل بندیرتبه مشکل

 ایون  حول  برای .کرد بندیرتبه را هاآن تواننمی باز هم که باشندمی یک کارایی دارای DMU چند یا دو همچنان

 بار و کرد حذف تولید امکان مجموعه از را هستند یک از کمتر کارایی دارای که هایی DMU سایر توانمی مشکل

 نکتوه  این البته. )داد ادامه واحدها تمام برای بندیرتبه حصول تا توانمی را روش این. نمود تکرار را عمل این دیگر

 در تموایزی  تووان نموی  باشوند  یکسوان  خروجوی  و ورودی دارای کوارا  DMU چند یا دو اگر داشت نظر در باید را

 (دهیم پایان نداریم، متمایزی DMU که ایمرحله در را فرآیند باید پس شد قائل آنها برای بندیرتبه

 کنیم فرض 1,2,3, ,E n  اندیس مجموعه DMU مدل اینصورت در باشد،( 0) و( 0) مدل در کارا های 

 .یابدمی تغییر زیر صورت به

 DMU چهار برای  CCRکارایی  میزان  (.1) جدول

Models 
1DMU  

2DMU  
3DMU  

4DMU  

CCR 09111111 09111111 198.1.1. 19.51111 

CCR with CI 19.345.. 19.20153 19..43.3 19.11.35 

Rank 0 2 3 4 
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 به ازای مدل بازده به مقیاس ثابت:

 Min
 

st. 

1

1

      

     

0,  0  

  ,    1, ,

s

j j jr jr o

j E j E r

s

j j jr jr o

j E j E r

jr j

x X x

y Y y

for j E r s

  

 

 

 

  

 

  



 

 

 

  

 

   

 

(۵) 

 به ازای مدل بازده به مقیاس متغیر داریم: 

 Min
 

st. 

1

1

1

     

     

  1

0,  0  

  ,    1, ,

s

j j jr jr o

j E j E r

s

j j jr jr o

j E j E r

s

j jr

j E j E r

jr j

x X x

y Y y

for j E r s

  

 

 

 

 

  

 

  



  



 

 

 

 

  

 

 

   

(۶) 

بوازه   بیناکارا، ضر یدر واقع با حذف واحدهادوباره محاسبه شود.  دیبا نانیالبته در هر مرحله بازه اطم :0-8 نکته

 .رندیگیقرار م یابیمورد ارز یشتریب تیکار را با حساس یو واحدها ابدییم شیافزا نانیاطم

 .شودمی گذاشته امتحان به حقیقی هایبا داده بعد بخش در شد ارائه فوق در که کاملی بندیرتبه فرآیند

 . برنامه کاربردی 6

شده است کوه در   شهر آمریکا )که در مقاله چن ارائه شده( اجرا 8۵های بدست آمده از شده بر روی دادهروش ارائه

آمیز سوه ورودی و   اجاره ماهانه مسکن )دلار آمریکا( و تعداد جرایم خشونت دلار آمریکا(، 8111آن قیمت مسکن )

 انود. سه خروجی در نظور گرفتوه شوده    درآمد خانوار )دلار آمریکا(، مدرک لیسانس )میلیون دلار( و پزشکان )هزار(

گردد میوزان کوارایی   نمایش داده شده است. همانگونه که مشاهده می 0جدول  1در ستون  BCCنتایج حل مدل 

( و بوا  0شود رتبه همه آنها یک باشد. حال برای محاسبه  کارایی با مدل )شهر برابر یک است که این سبب می 81

 33بالای بازه اطمینان  با دقت آوریم. کران اطمینان را  برای آنها به دست میتوجه به وجود سه خروجی ابتدا بازه 

تفاده از ایون مقوادیر بوه    باشود. بوا اسو   می  81318و  8310، 0۶0۵1311درصد برای این سه خروجی به ترتیب برابر 

عودد   0۵شوهر وجوود دارد    8۵را برای هر شهر محاسبه نموود.  بوا توجوه بوه اینکوه        𝑧0و  𝑧8 ،𝑧1توان راحتی می

DMU قورار گرفتوه    0جودول   3( در سوتون  0گردد. نتایج حل مودل  ) ولید اضافه میبه مجموعه امکان ت مجازی

 81ی داشته و تعداد واحدهای پارتو کارا از یزان کارایی واحدها تقلیل مشهوداست.  همان گونه که مشخص است م
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روش را اداموه   این ،باشدواشنگتن، فیلادلفیا همچنان یک میشهر بوستون، اما از آنجاکه کارایی رسیده است.  0به 

باشند را از مجموعه امکان تولید حوذف کورده   تر از یک میبرای این منظور شهرهای که دارای کارایی کمدهیم. می

کنیم. کران بالای بازه اطمینان بورای ایون سوه خروجوی بوه ترتیوب       و دوباره بازه اطمینان را برای آنها محاسبه می

ه مجوازی بو   DMUعدد  3برای این سه شهر   𝑧0و  𝑧8 ،𝑧1اسبه شود. پس از محمی 1۶3۵1و  0303، 13111301

( بوه ترتیوب بورای  بوسوتون، واشونگتن، فیلادلفیوا برابور        ۶گردد. نتایج حل مودل ) مجموعه امکان تولید اضافه می

مشخص گردیده است. با توجه به کارایی بدست آموده   0باشد که در ستون آخر جدول می 1313۶، 13183، 13118

 باشد:بندی کرد. براین اساس رتبه این شهرها به ترتیب زیر مین به راحتی کلیه شهرها را رتبهتوامی

 

  ندهيآ شنهاداتیو پ یبندجمع .7

 دارای بندیرتبه برای آن از استفاده و متداول روش به تولید امکان مجموعه تولید شد، مشاهده که همانگونه

 نیتا تخم ،را بهبود داد دیمجموعه امکان تول دیگرد یسع نانیمقاله به کمک بازه اطم نیدر ا .است مشکلاتی

 یهامدل دیجد دیمجموعه امکان تول نیبا استفاده از ا همچنین .گردد جادیا یواقع یاز مجموعه تکنولوژ یبهتر

 روشی  شد و داده توسعه روش این ۵ بخش درشود.  جادیا یبنددر رتبه یشتریب زیرا ارتقا داده تا تما یبندرتبه

 .ه شدپرداخت آمریکا شهر 8۵ بندیرتبه به روش این از استفاده با انتها در و .گردید ارائه کامل بندیرتبه برای

ها  از که در آن هاداده یپوشش لیتحل ییهامدل ریدر سا نانیمطالعه استفاده از بازه اطم یمقاله راه را برا نیا

کردن آن با  نیگزیارائه شده و جا PPSگونه که با کمک  نیکند. بدیباز م ،شودیاستفاده م دیمجموعه امکان تول

نسبت به  شتریب تیحساس یارائه داد که معمولاً دارا یدیجد یهاتوان مدلیم معمولی، دیمجموعه امکان تول

و  یدر ورود نانیبازه اطمشود، استفاده همزمان یباز م قیتحق یکه برا یگری. موضوع داست هیاول یهامدل

 .باشدیها م DMU یخروج

 

متحده ایالات  شهر 8۵ برای کارایی میزان و هاداده  (.0) جدول   

City پزشک مدرک درآمد خشونت کرایه قیمت BCC 
BCC-CI 

(4مدل )  

BCC-CI 

(2مدل )  

Seattle 582 580 00.3912 42.28 192534 .98.8 09111 19.80  

Denver 4.5 558 0030924 428.. 19552. 59310 09111 19.15  

Philadelphia 210 211 3428911 435.2 090351 089211 09111 09111 19..2 

Minneapolis 2.. 21. 0341955 452.3 19.2.1 .921. 09111 19.22  

Raleigh 308 203 2349.1 41..1 1930.1 49.41 09111 198..  

St Louis 225 558 25.951 3.1.. 195051 89511 09111 198.5  

Cincinnati 42. 581 882941 38455 193084 49481 198.. 1980.  

Washington 583 225 32829.1 542.0 09.058 059401 09111 09111 1980. 

Pittsburgh 34. 535 .0.914 34534 194502 89.84 09111 19858  

Dallas 2.2 251 3.04931 40.84 0920.5 89821 19.53 19.53  

Atlanta 211 .41 2.23901 4324. 19.215 .9815 19804 19800  

Baltimore 5.5 ..5 32419.5 432.0 195825 019151 19810 19811  

Boston 350 888 20..902 42444 091411 089218 09111 09111 19810 

Milwaukee 283 .2. ..8935 40840 193201 49225 09111 198..  

Nashville 430 2.5 02459.5 41220 192325 395.5 198.3 19832  
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