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  15/12/1399تاریخ پذیرش مقاله:    06/09/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

ه تعادل به صورت زیر بیان مسئل کنیم. بِ مسئله تعادل را مطرح میدر این مقاله شرایط کافی براي وجود جوا

  :شود می

. در مسئله تعادل هدف پیدا کردن  و Eیک زیرمجموعه ناتهی از فضاي توپولوژي  Kفرض کنید

*x K  که به ازاي هرy K ،( *, ) 0f x y  .  

عنوان مثال شامل، مسئله تکامل، مسائل نقطه به این معنی که در حالت خاص بهبسیار کلی است، این مسئله 

باشد. یعنی، این  سازي می ثابت، مسائل مینی ماکس، مسئله تعادل نَش در بازیهاي غیرمشارکتی و مسائل بهینه

ین مسائل را نیز کند، و نتایج به دست آمده از هر یک از ا اي ساده بیان می مسئله، همه این مسائل را به شیوه

یط با شرا - توان با تغییرات مناسب به مسائل تعادل توسیع داد. در این مقاله وجود جواب براي مسئله تعادل را  می

در قضایایی که تاکنون براي مسائل تعادل اثبات شده، فرضیات تحدب و یکنوایی  کنیم. بیان و اثبات می - جدید 

هاي مسئله حذف شده است.  ده است، ولی در این مقاله این فرضیات از دادههاي مسئله در نظر گرفته ش براي داده

و مسائل تعادل است به این ترتیب که روش اصلی اثبات وجود جواب، از  KKMاساس رابطه بین اصل نتایج ما، بر

مثالی  هاي یک فضاي برداري توپولوژیکی هاسدورف است. در پایان، طریق ساخت یک خانواده خاص از زیرمجموعه

  بندیم. کنیم که در فرضیات جدید صادق باشد و قضایاي اثبات شده را براي آن به کار می بیان می

  

  ، مسئله مینیمم، یکنوایی.KKMتحدب، مسئله تعادل، اصل  هاي کلیدي: واژه

                                                 
    :f_lael@bzte.ac.ir Email                                                                                                  دار مکاتبات:   عهده .*
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 مقدمه - 1

یک زیرمجموعه ناتهی از فضاي  Kفرض کنید

. مسئله مورد بحث و  Eتوپولوژي 

شود و با  در این مقاله، مسئله تعادل نامیده می

( , )EP f K و به صورت زیر  شود نمایش داده می

  شود: تعریف می

x*یافتن) 1( K  کهy K  ،( *, ) 0f x y .  

)مجموعه جواب  , )EP f K  با( , )S f K  نمایش

 شود. داده می

) بسیار کلی است به این معنی که در 1مسئله (

حالت خاص به عنوان مثال شامل، مسئله تکامل، 

ماکس، مسئله تعادل  مسائل نقطه ثابت، مسائل مینی

سازي،  مشارکتی و مسائل بهینههاي غیر نَش در بازي

) همه این مسائل را به 1گردد. در واقع، مسئله ( می

کند، و نتایج به دست آمده از  اي ساده بیان می شیوه

توان با تغییرات مناسب  هر یک از این مسائل را می

  به مسائل تعادل توسیع داد.

هاي عملی مهم در اقتصاد و  جدیدا، برخی از مدل

یک مسئله تعادل تنظیم شده  مهندسی به صورت

] و منابع 4، 3، 2، 1است (به عنوان مثال، مراجع [

موجود در آن را ببینید). این نشان می دهد که 

 مسئله تعادل اهمیت زیادي دارد.

  

 پیشینه تحقیق -2

مقالات سودمندي در مورد مسئله تعادل با تأکید بر 

 هاي حل و کاربردها وجود دارد. نتایج وجودي، روش

از آنجا که هدف اصلی این مقاله اثبات نتایج وجودي 

ي  هاي انجام شده جدیدي است، در ادامه به فعالیت

  همسو با این مقاله، اشاره خواهیم کرد. 

تاریخچه نتایج وجودي، براي مسئله تعادل به سال 

گردد، یعنی همزمان است با اثبات  برمی 1972

بیان و در  فن که در ادامه ماکس کی نابرابري مینی

  ] اثبات شده است.5[

  

یک زیرمجموعه ناتهی،  Kفرض کنید  :1-2قضیه 

فشرده و محدب از فضاي برداري توپولوژي 

  هاسدورف است. فرض کنید که 

yالف. براي هر K ، پیوسته  نیم

  است. 2بالایی

xاي هر ب. بر K ، شبه-

  است. 3محدب

x*در این صورت  K وجود دارد که  

inf ( , ) inf ( , ).
y K x K

f x y f x x
 

   

  

فشرده را ارائه  Kازاي  وجود جواب به 1-2قضیه 

اثبات  ]6[در  دهد. در حالت کلی، لم بعدي، که می

شده، نقش اصلی را در به دست آوردن نتایج مشابه 

، بازي خواهد کرد. چنین قضایاي 1- 2قضیه 

وجودي، اساس ارتباط بین مسئله تعادل و مسئله 

])، 13، 12، 11، 10، 9، 8 ،7 ،4، 1تحدب است ([

ابزار نیرومندي است در صورتی که  2-2که لم 

)خانواده  )y است، به  که در ادامه معرفی شده

-2درستی انتخاب شود. تاکید ما بر این است که لم 

 ]14[است (مرجع  KKM تعمیمی از اولین قضیه 2

  را ببینید).

  

یک زیرمجموعه ناتهی از  Yفرض کنید  :2- 2لم 

است. براي هر  Wیک فضاي توپولوژي هاسدورف 

y Y زیرمجموعه بسته ،( )y  ازW  را در نظر

  بگیرید. فرض کنید که دو ویژگی زیر برقرار باشد.

الف. ترکیبات محدب از هر مجموعه متناهی 

 , ,1 qu u  ازY  در
 , ,

( )
1

i
i q

u





 .قرار دارد 

)ب.  )y  حداقل براي یکy Y .فشرده است  

)در این صورت  )
y Y

y


  .  

                                                 
1. upper semi-continuous 
2. quasi-convex          
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، براي مثال در مراجع 1- 2هایی از قضیه  تعمیم

وجود ، ]17، 16،15، 13، 11، 10، 9، 8، 7، 1،4[

کند تا شرط فشردگی را  دارد که نویسنده تلاش می

کنار بگذارد و شرایط هسته را جایگزین کند به این 

منظور که فرضیات قضیه، ضعیفتر گردند و مسائل 

بیشتري  پوشش داده شوند. همچنین حذف شرط 

هاي کاربردي  دهد تا مثال فشردگی، این امکان را می

ه شرایط هسته که بیشتري قابل حل گردند. در ادام

تاکنون براي مسئله تعادل معرفی شده است، لیست 

تواند  کنیم. براي جزئیات بیشتر، خواننده می می

را ببینید. مقایسه ] 12، 11، 10، 9، 8، 4، 1[مراجع 

توان براي نمونه در  کامل بین شرایط هسته را می

  ببینید. ]12، 11، 10، 8، 4[

1Hمجموعه ناتهی فشرده محدب :C K وجود

Kuهر   دارد که براي C core C وجود دارد

Ka core C  که( , ) 0f u a  ،همچنین

Kcore C شود: به صورت زیر تعریف می  

 ( , , , )Ka core C a C C a y y K C       

  

که    , ( ) :1 0 1a y ta t y t    .  

2H زیرمجموعه ناتهی فشرده :L  و  �از

0y L K   وجود دارد که براي هرu K L 

)داریم، , )0 0f u y . 

3H :r  وجود دارد که براي هر  0

 :u K v v r   حداقل یکی از دو شرط

  زیر برقرار است:

yالف.  K  وجود دارد کهy u  و

( , ) 0f u y .  

ب.  :ny K v v r   وجود دارد که  �

( , ) 0f u y .  

3H براي هر دنباله : ju K  که

lim j
j

u


  دنباله ، jv K  وجود

به اندازه کافی بزرگ، داریم jدارد که براي

( , ) 0j jf u v   وj jv u.  

5H براي هر دنباله : ju K  که

lim j
j

u


 ،a K وجود دارد که براي

j به اندازه کافی بزرگ، داریم( , ) 0jf u a .  

6H براي هر دنباله : ju K  که

lim j
j

u


   و براي هرj ،ju j ،

�. 0jوجود دارد که براي هر  	� j  رابطه زیر

  برقرار است:

 ( , ) ,   :0jf u y y K v v j     

 
کنیم و  ، ما یک فرض را مطرح می6H -1Hبه جاي 

و  Vگوییم یک مجموعه فشرده  می

, ,1 qw w K  وجود داشته باشد که

, ,

{ : ( , ) } .i
i q

x K f x w V


  
1

0



 

ما در 

مثالی ارائه خواهیم داد که در این فرض  5بخش 

صدق  6H-1Hکند در حالی که در   صدق می

  کند. نمی

علاوه بر فرض فشردگی که براي دستیابی به نتایج 

جدید وجودي، حذف آن ضروري است، فرض 

ط اساسی در این راستا یکنوایی یکی دیگر از شرای

توانیم نتایجی  است. با حذف چنین فرضیاتی می

بدست آوریم که براي دسته بزرگی از مسائل قابل 

ترین فرضیات  استفاده باشد. در ادامه، معروف

یکنوایی را که تا به حال استفاده شده است، لیست 

 کنیم. می

1M براي هر :,x y K ،( , ) ( , ) 0f x y f y x .  

2M براي هر :,x y K که ،( , ) 0f x y  اریمد

( , ) 0f y x . 

3M براي هر :, ,1 mx x K  که دو به دو

,متفاوت هستند و براي هر  ,1 m   مثبت که  
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1
1

m

ii



 داریم  

min ( , ) .
m

i j jji m
f x x

 
 11

0
 

 

4M براي هر :, ,1 mx x K  و

, ,1 0m    که
1

1
m

ii



 داریم:  

( , ) .
m m

i i k ki k
f x x 

 
 1 1

0
 

 

5M :y K  وجود دارد که به ازاي هرx K،  

( , ) 0f x y .  

1M یکنوایی کلاسیک شناخته شده  بعنوان شرط

شود در  یکنوایی نامیده می شرط شبه 2M است،

یکنوایی مناسب  شرایط شبه 4Mو  3Mحالی که 

به این معنی است که مسئله تعادل   5Mهستند. 

تفاوت و  ]13[داراي جواب است. در مرجع  4مینتی

اند. توجه  شده بیان   1M - 5Mهاي بین  شباهت

به نتایجی دست  ]10[داشته باشید که در مرجع 

یافتند که نیاز به فرض یکنوایی در فضاهاي 

یا  4Hاقلیدسی ندارند اما حداقل در یکی از شرایط 

5H کنند. صدق می 

تا اینجا شرایط هسته، فشردگی و یکنوایی را بحث 

کردیم. در این بخش، به موضوعات تحدب، بسته 

پیوسته بالایی خواهیم پرداخت. در  بودن و نیم

یک مجموعه  Kتحدب فرض بر این است که 

xمحدب و به ازاي هر K ، 

منظور از  محدب است. همچنین، یک تابع شبه

 بسته ومجموعه یک  Kبودن این است که  بسته

yبه ازاي هر پیوسته بالایی یعنی  نیم K تابع ،

پیوسته بالایی است. در واقع،  نیم 

چنین فرضیاتی به عنوان فرضیات مهم براي نتایجِ 

)وجودي، در کنار فرض  , ) 0f x x   کهx K ،

    .]13، 12، 11، 10، 9، 8، 7، 4، 1 [هستند 

                                                 
3. Minty equilibrium 

کنیم، چنین فرضیاتی را  در این مقاله، تلاش می

حذف کنیم تا قادر به استفاده از نتایج اخیر در 

باشیم. این منجر به دستیابی به نتایج KKM  اصل

فرضیات جدید، براي مسئله تعادل بدون نیاز به 

شود. در  ه بالایی میپیوست تحدب، بسته بودن و نیم

واقع، نتایج ما خانواده بزرگی از مسائل تعادل را 

مورد بحث  4دهد. این موضوع در بخش  پوشش می

  قرار خواهد گرفت.

کنیم.  حال رئوس مطالب این مقاله را مطرح می

مقدمات و تعاریف اصلی مورد نیاز در این  3بخش 

ثابت  4نتایج وجودي را در بخش مقاله است. 

با مقداري توضیح و مقایسه و  5کنیم. در بخش  می

ماکس  برخی کاربردها، خط مشی را در مسئله مینی

  رسانیم. به پایان می

  

  مقدمات و تعاریف - 3

در سراسر این مقاله، نمادهاي زیر را به کار  

هاي متناهی و ناتهی  نماد مجموعه Dبندیم.  می

است. بستار و درون  Dاز مجموعه دلخواه 

از یک فضاي توپولوژي  Xتوپولوژیکی زیرمجموعه 

Xو  Xبه ترتیب با   شود.  نمایش داده میE 

رف است مگر یک فضاي برداري توپولوژیکی هاسدو

مجموعه تمام  2Eاینکه خلاف آن تصریح شود. 

است. علاوه بر این،  Eهاي ناتهی  زیرمجموعه

در فضاي برداري  Xترکیبات محدب مجموعه 

)توپولوژي با  )co X شود. نمایش داده می  

  تعاریف زیر در ادامه استفاده خواهند شد.

  

 فرض کنید: 1- 3تعریف 
�

. مخروط نزولی 

دهند و به صورت  نشان می را با  مربوط به

 شود: زیر تعریف می

 : ,  ;  ,0n
j j j jx t x t x x       �
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jtکه  0  یعنی یک دنباله نزولی از اعداد حقیقی

  مثبت است.

 

تایی  مفهوم فضاي محدب، سه: 2-3تعریف 

( , ; )E D   است کهE  ،یک فضاي توپولوژيD 

:یک مجموعه دلخواه و 2ED  اشت یک نگ

  مقدار با مقادیر ناتهی است. مجموعه

 

)فرض کنید : 3- 3تعریف  , ; )E D   یک فضاي

:محدب و 2EG D  مقدار  یک تابع مجموعه

  است.

)i( G یک نگاشت KKM  است اگر براي هر

M D:رابطه زیر برقرار باشد ،  

( ) ( ) ( ).
z M

M G M G z


   
 

 
)ii خانواده ( ( ) :G z z D  داراي خاصیت

Mاشتراك متناهی است اگر براي هر  D ،

)رابطه  )
z M

G z


  .برقرار باشد 

)iii (G شود اگر براي هر مقدار نامیده می- بسته

z D ،( )G z یک مجموعه بسته درE .است 

)iv( ( , ; )E D در اصل KKM جزئی صدق

:، KKM دکند اگر براي هر نگاشت می 2EG D  

}مقدار، خانواده - بسته ( ) : }G z z D  در خاصیت

 کند. ك متناهی صدق میاشترا

)v (G  در اصل اشتراك متناهی بسته صدق

)کند هرگاه می ) ( )
z D z D

G z G z
 

 . 

)vi (G یک انتقال با اشتراك متناهی بسته نامیده

)شود هرگاه  می ) ( )
z D z D

G z G z
 

  بنابراین .

شتراك متناهی بسته، در خاصیت هر انتقال با ا

 کند. اشتراك متناهی بسته صدق می

  

یک فضاي برداري  Eفرض کنید: 4- 3قضیه 

:توپولوژي هاسدورف است و  2EG D  یک

مقدار است. فرض کنید که براي هر  -نگاشت بسته

مجموعه  , ,1 Nu u Dي ، مجموعه

 , ,1 Nv v  که (برخی ازivتوانند برابر  ها می

وجود دارد که براي هر زیرمجموعه  Eباشند) در 

 , ,
1 li iv v  از , ,1 Nv v رابطه زیر برقرار ،

 است:

 
, ,

( , , ) ( ),
l ji i i

j l

co v v G u



1

1

   

  

در این صورت  ( ) :G z z D داراي خاصیت ،

  اشتراك متناهی است.

  را ببینید. ]19، 18[ براي اثبات، مراجع اثبات:

 

)فرض کنید  :5-3لم  , ; )E D  که

: 2ED   در , ,1 Nu u  به صورت زیر

  تعریف شود:

)2   (      ( , , ) ( , , )N Nu u co u u 1 1   

  

در این صورت فضاي برداري توپولوژي هاسدورف 

E  در اصلKKM کند. جزئی صدق می  

:فرض کنید  اثبات: 2EG D


 یک نگاشت 

KKM مقدار است و -بسته , ,1 NM u u D  .

قرار دهیم  4- 3قضیه  اگر در , ,1 Nv v M

}در این صورت  ( ) : }G z z D


 در خاصیت مقطع 

، کند. به عبارت دیگر، چون  متناهی صدق می

G)، به 2تعریف شده در (


Gوابسته نیست و  


 

جزئی صدق  KKM دلخواه است، پس در اصل

  کند. می

قضیه بعدي در تعمیم نتایج وجودي، نقش مهمی 

  کند. بازي می

  

)فرض کنید : 6- 3قضیه  , ; )E D   یک فضاي

جزئی صدق  KKMمحدب است که در اصل 
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:کند. فرض کنید که  می 2EF D   یک نگاشت

:مقدار و   مجموعه 2EF D   یک نگاشت

KKM  است، کهF  درz D  به صورت زیر

)شود تعریف می ) ( )F z F z ،علاوه بر این .

و  Eاز  Vفرض کنید که زیرمجموعه فشرده ناتهی

Mی مجموعه متناه D وجود دارد که

( )
z M

F z V


  در این صورت شرایط زیر برقرار

  :هستند

)i اگر (F مقدار است در این صورت  - انتقال بسته 

( ( )) .
z D

F z V


 

)ii اگر (F است در این  مقدار -اشتراك بسته

)صورت  ) .
z D

F z


   

  ر ا ببینید. ]20[مرجع اثبات:

 
 

  حل مسئله - 4

فرضیات زیر ابزاري کاربردي هستند که در این 

بخش استفاده خواهند شد. در واقع، نتایج معادل 

- مقدار و خاصیت انتقال بسته- براي اشتراك بسته

)مقدار در  , )EP f K ند. هست 

A:  براي هرu K  که 

 : ( , ) 0 c

y K

u x K f x y K


  
    

   




 

 

v K  وجود دارد که 

  : ( , ) .cu x K f x v K    0



 

 

B:  براي هرv K  که

{ : ( , ) }0x K f x v    یاcv K ،u K 

  وجود دارد که

({ : ( , ) } ) .cv y K f u y K  0   

  

)فرض کنید . 1- 4گزاره  , )EP f K  برE .

: 2EC K   درy :به صورت زیر تعریف شود  

( ) { : ( , ) }                 ( )C y x K f x y  0 3

  

)iقدار است اگر و تنها اگر م-  ) اشتراك بستهA 

 برقرار باشد.

)ii (C مقدار است اگر و تنها اگر - انتقال بستهB 

 برقرار باشد.

)دانیم  می اثبات: ) ( )
y K y K

C y C y
 

  ،بنابراین .

C مقدار است اگر و تنها اگر -اشتراك بسته  

)4     (                   ( ) ( )   
y K y K

C y C y
 

   

  

  ) معادل است با 4ي ( رابطه

( ) ( ) .

c c

y K y K

C y C y
 

   
   

   
   

  

  رابطه اخیر نیز برقرار است اگر و تنها اگر 

)5(               ( ) ( )

c
c

y K y K

C y C y
 

  
   
   



   

  

)تساوي که از )  ( )    

c c

y K y K

C y C y
 

    
    
     



   در

  با استفاده از کنیم. سمت چپ استفاده می

   ( ) ( )
c c

C y C y 
 



 

  

  ) داریم5در سمت راست (

)6   (         ( ) ( )
c c

y K y K

C y C y
 

 
    

 




   

  

  شود: ) به صورت زیر بازنویسی می6ي ( رابطه
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 

  

: ( , )

: ( , )       ( )

0

0 7

c

y K

c

y K

x K f x y K

x K f x y K





  
   

   

  





 

 

 

  

این زیرمجموعه بودن، تنها در  )7با توجه به (

برقرار باشد. و این اثبات  Aصورتی برقرار است که 

)iکند. ) را کامل می  

 توان یافت. می  ]21 [) را در مرجع iiات (اثب

 

)فرض کنید . 2-4قضیه  , )EP f K  بر فضاي

داده شده است.  Eبرداري توپولوژي هاسدورف 

  هاي زیر برقرار باشند. فرض کنید که ویژگی

)i ( براي هر زیرمجموعه متناهی , ,1 Nu u  از

K ، , ,1 Nv v  برخی از)ivتوانند برابر  ها می

وجود دارد که براي هر زیرمجموعه  Kباشند) از 

 , ,1i ilv v از , ,1 Nv v  داشته باشیم که

ر اگ ( , , )1i ilz co v v   در این صورت دنباله

 mz  ازK  وجود دارد کهmz z درE 

mوقتی که   و داریم  

, ,
max ( , )       m 1

1
0

jm i
j l

f z u


 
  

 
)ii (A رار است.برق  

)iii زیرمجموعه فشرده (V  و, ,1 qw w K 

 وجود دارد که

 
, ,

: ( , )
1

0i
i q

x K f x w V


  


  

  

)در این صورت داریم  , )S f K   ،علاوه بر این .

برقرار باشد، در این صورت  Bاگر 

( , )S f K V .  

بندیم تا به  را به کار می 6- 3 قضیه اثبات:

( , )S f K    برسیم، بدین منظور نگاشت

:مقدار  مجموعه 2EC K  ) 3که در رابطه (

  معرفی شده است را در نظر بگیرید. واضح است که 

)8       (                      ( ) ( , )
y K

C y S f K


  

  

) ناتهی 8مت چپ (بنابراین، باید نشان دهیم که س

 )i(-)iiiاست. در پایان، باید نشان دهیم که (

دهیم  کند. قرار می را برآورده می 6- 3فرضیات قضیه 

D K وF C  و تابع: 2EK  در

 , ,1 NM u u  صورت به ( ) ( , , )1 NM co v v   

Mبراي هر  K  کهiv) ها مانندi ،هستند (

، 5-3شود. توجه داریم که با لم  تعریف می

( , ; )E K   در اصلKMM کند.  جزئی صدق می

 KKM یک نگاشت Cدهیم که  سپس نشان می

)ی است، یعن ) ( )M C M   که

 , ,1 NM u u K  .( )z M  را

) دنباله iکنیم. با ( انتخاب می mz  درK  وجود

mzدارد که  z  وقتیm   که داریم 

, ,
max ( , )       m 1

1
0m j

j N
f z u


  


 

  

 گیریم که  )، نتیجه می3با استفاده از (

, ,

( )            m 1.m j
j N

z C u


  
1

  

  

 بنابراین،

, , , ,

( ) ( ) ,j j
j N j N

z C u C u
 

 
1 1 

   

  

دهد که  دلخواه است، نتیجه می zکه چون 

( ) ( )M C M  از اینرو .Cیک نگاشت KKM 

مقدار  اشتراك بسته Cاین حقیقت که  است. بعلاوه،

آید. از سوي  ) به دست میi( 1- 4گزاره  است از

و V) یک مجموعه فشرده iii( دیگر، با

, ,1 qw w K وجود دارد که 
, ,

( ) .i
i q

C w V



1

 

بندیم تا نتیجه بگیریم  را به کار می 6-3حال قضیه 

)که  ) .
u K

C u


   
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برقرار  B) اگر ii( 1-4بعلاوه، با استفاده از گزاره 

مقدار است. با استفاده از این  انتقال بسته Cباشد، 

)گیریم که  استدلال نتیجه می , )S f K V   

  شود. و اثبات کامل می

  

) فرض کنید .3-4 نتیجه , )EP f K  برE 

) و iهاي ( تعریف شده است. فرض کنید همه ویژگی

)iii به ازاي هر برقرار باشد. اگر 2-4) در قضیه

y K وK  ،بسته�(. , �): یک تابع   �

در این صورت پیوسته بالایی است،  نیم

( , )S f K V  .  

yچون به ازاي هر  اثبات: K،( , )f y 

)پیوسته بالایی است،  نیم )C y ) 3تعریف شده در (

yبه ازاي هر  K دهد  بسته است. این نشان می

برقرار است. بنابراین تمام فرضیات  Bکه ویژگی 

برقرار هستند، و نتیجه مطلوب حاصل  2- 4قضیه 

  شود. می

 

  ها و مقایسه  مثال -5

خواهیم نتایج وجودي خود را  در این بخش، ما می

هاي خود با مقالاتی که تاکنون ارائه  با مقایسه فرض

شده، توضیح دهیم. در واقع، همانطور که در بخش 

کنیم که نتایج  ما مثالی را بیان می، قول داده شد 1

وجودي ما، نیازي به شرایطی که در ادامه ذکر 

)، هسته 5M-1Mکنیم ندارند: یکنوایی (یعنی  می

پیوستگی  ، تحدب، بسته بودن، نیم)6H -1H(یعنی 

xبالایی و به ازاي هر  K شرط ،( , ) 0f x x  .

دهد که نتایج وجودي ما بسیار  نشان میمثال بعد، 

قوي و کاربردي براي دسته بزرگی از مسائل تعادل 

هستند. علاوه بر این، ما نتایج وجود را براي مسائل 

  آوریم. ماکس نیز به دست می نامحدب مینی

  

): 1- 5مثال  , )EP f K که[ , ) ( , ]2 0 0 2K    و 

 

  

، 1- 5را در نظر بگیرید. توجه داشته باشید که مثال 

yنه بسته و نه محدب است. به ازاي هر  K 

.)�	 داده شده، , �): � براي هر � ∩ �� 

به ازاي هر  ’’پیوسته بالایی نیست. شرط نیم

x K ،( , ) 0f x x  ‘’ برقرار نیست. علاوه بر

xاین، به ازاي هر  K، 	�(. , �): � 

 Kمحدب نیست. به عبارت دیگر، چون - شبه

برقرار هستند. اگر  1H--6Hکراندار است، شرایط 

قرار نیستند. چه هیچ یک از شرایط یکنوایی بر

توان نشان داد که فرضیات  درنتیجه به آسانی می

  برقرار است. در واقع، 2-4قضیه 

�(�, �) = � ∩ �  
 

  گیرينتیجه

 در این مقاله ما شرایط کافی جدیدي که وجود

کند،  بدون  جواب براي مسئله تعادل را تضمین می

له، بیان هاي مسئ فرضیات تحدب و یکنوایی بر داده

کردیم. همچنین با طرح مثال و به کار بردن 

هاي اثبات شده در این مقاله، نشان دادیم که  قضیه

نشده با قضایایی که  این قضایا بر مسائل زیاد حل

تاکنون در مقالات مطرح شده است، قابل 

  سازي است. پیاده
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