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 16/11/1401تاريخ پذيرش مقاله:     30/05/1401تاريخ ارسال مقاله: 

 چکیده 

𝑉(𝐺)  يک گراف همبند ساده با مجموعه رئوس  𝐺ض کنید  فر = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}  گراف مضاعف گراف    . باشد

𝐺    ی مجزا  ی نسخهدو  از  𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}    و𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛}  از  𝐺  ا و    𝑥𝑖𝑦𝑗ی  هادن يالفزوبا 

𝑥𝑗𝑦𝑖 هر يال   ازایبه𝑣𝑖𝑣𝑗  از گراف𝐺   و گراف مضاعف قوی گراف   شودميساخته𝐺  هاینسخهاز  𝑋  و𝑌 با اتصال 

1رای هر ب 𝑦𝑖و تمام رئوس مجاور با   𝑦𝑖رأس  به  𝑥𝑖هر رأس   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  شاخص توپولوژيک گراف .  شودحاصل مي

𝐺    حقیقي  يک گراف  است    𝑇𝐼(𝐺)عدد  هر  برای  که  ويژگي  اين  با    𝐻با  𝐺،  𝑇𝐼(𝐻)يکريخت  = 𝑇𝐼(𝐺) . 

مفیدی  توپولوژيک    یهاشاخص فیزيکيپیشگويدر  ابزارهای  خواص  ترکیبات  بیولوژيکي  ،  شیمیايي-ي  دارويي  و 

 . گیرندميويژگي مورد استفاده قرار  -فعالیت و ساختار-روابط کمي ساختار  یهتوسعو در    شوندميشیمیايي محسوب  
  همبندی وضعیت اول   شاخصهماز جمله    ه فاصلمبتني بر  توپولوژيک    هایبرخي از شاخص  یهلعاطمبه    اين مقالهدر  

شاخص  اتصال پیوند اتم،  خروج از مرکز شاخص    ینسخه،  هندسي-خروج از مرکز شاخص حسابي  ینسخهو دوم،  

 . پردازيمميی مضاعف قوی هاگراف ی مضاعف وهاگراف یهشدو شاخص سگد اصلاح  داروزن شاخص سگد، سگد
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 مقدمه  -1

گرافي با مجموعه  𝐺 فرض کنید .شوندميفرض ساده  و همبند مورد مطالعه، متناهي، یهاگراف تمام  ،اين مقاله در

گويیم هرگاه بین   1مجاوررا    𝐺در گراف  𝑣   و𝑢   متمايز  دو رأس  باشد.  𝐸(𝐺)  یهايالو مجموعه    𝑉(𝐺)رئوس  

  𝑑𝐺(𝑢)با نماد  و نامیده  𝑢رأس   2یدرجهرا 𝐺 در گراف   𝑢با رأس   مجاور هایرأستعداد يالي موجود باشد.  هاآن

بین دو    یفاصله.  باشدميدر گراف  دو رأس، طول کوتاه ترين مسیر بین آن دو رأس    بین  3یفاصله.  دهیممينشان  

نماد    𝐺در گراف  𝑣   و𝑢 رأس   با  ,𝑑𝐺(𝑢را  𝑣)    انتقال  4وضعیت   .دهیممينشان نماد    𝐺در گراف  𝑢 رأس    5يا  با 

𝐷𝐺(𝑢)  داده شده و مجموع فواصل رأس نشان𝑢  تا ساير رئوس گراف𝐺   عبارت ديگر، به .شودميتعريف 

𝐷𝐺(𝑢) = ∑ 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣)𝑣𝜖𝑉(𝐺) . 
 

از مرکز𝐺  ساير رئوس گراف تا    𝑢س  أری  فاصله بیشترين   داده نشان    𝜀𝐺(𝑢)با    و  نامیده شده  𝑢س  أر  6، خروج 

 عبارت ديگر، به .شودمي

𝜀𝐺(𝑢) = 𝑚𝑎𝑥𝑣𝜖𝑉(𝐺)𝑑𝐺(𝑢, 𝑣). 
 

گراف است به طوری که هر رأس گراف دقیقاً    یهايالاز مجموعه    𝐸یهيک زيرمجموع   𝐺در گراف   7يک تطابق کامل 

. به  شودمينامیده    8ی رئوس ديگر گراف مجاور باشد، رأس فراگیر همهي که با  سأ ر  .مجاور است 𝐸 با يک يال در

𝑒گويیم. فرض کنید   9خود مرکز -𝑟باشد گراف   𝑟ی رئوسش برابر با  همهگرافي که خروج از مرکز  = 𝑢𝑣  بین  يال

نماد  يکسان باشد را با  𝑣  و 𝑢   تا رئوس هاآن یفاصله که  𝐺تعداد رئوس گراف باشد.  𝐺گراف در  𝑣   و𝑢 دو رأس  

𝑛0(𝑒|𝐺)  تعداد رئوس  ،𝐺  که به رأس   𝑢    نزديک تر باشند تا به رأس 𝑣را با نماد𝑛𝑢(𝑒|𝐺)     و تعداد رئوس𝐺 

 عبارت ديگر، به. دهیممينشان  𝑛𝑣(𝑒|𝐺)را با نماد  𝑢 نزديک تر باشند تا به رأس   𝑣  که به رأس

𝑛0(𝑒|𝐺) = |{𝑤 ∈ 𝑉(𝐺): 𝑑𝐺(𝑢, 𝑤) = 𝑑𝐺(𝑣, 𝑤)}|. 
𝑛𝑢(𝑒|𝐺) = |{𝑤 ∈ 𝑉(𝐺): 𝑑𝐺(𝑢, 𝑤) < 𝑑𝐺(𝑣, 𝑤)}|. 
𝑛𝑣(𝑒|𝐺) = |{𝑤 ∈ 𝑉(𝐺): 𝑑𝐺(𝑣, 𝑤) < 𝑑𝐺(𝑢, 𝑤)}|. 

 

و تحت يکريختي گراف پايا   شدهيک گراف عددی حقیقي است که به آن گراف نسبت داده    10شاخص توپولوژيک

و دارويي ترکیبات  بیولوژيکي  ،  شیمیايي-ي خواص فیزيکيپیشگويدر  ابزارهای مفیدی  توپولوژيک    یهاشاخص است.

محسوب   جمله    یهاردهبه    توپولوژيک  یهاشاخص  .شوندميشیمیايي  از  درجه،    یهاشاخصمختلفي  بر  مبتني 

فاصله و    یهاشاخص بر  بر طیف   یهاشاخصمبتني  به معرفي چندين  .شوندميتقسیم    11مبتني  در اين قسمت 

 . پردازيممي 𝐺گراف توپولوژيک شاخص 

 
1 Adjacent 
2 Degree 
3 Distance 
4 Status 
5 Transmission 
6 Eccentricity 
7 Perfect matching 
8 Universal vertex 
9 r-self-centered 
10 Topological index 
11 Spectrom 



 
 

   

شاخص  .  معرفي شد[  1] وينرتوسط    1947سال    در  ي يک گراف،اولین شاخص توپولوژيک   عنوانبه  12شاخص وينر 

 :شودميزير تعريف  صورتبهنشان داده شده و  𝑊(𝐺)با نماد   𝐺وينر گراف 

𝑊(𝐺) = ∑ 𝑑𝐺(𝑢, 𝜐){𝑢,𝜐}⊆𝑉(𝐺) =
1

2
∑ 𝐷𝐺(𝑢)𝑢∈𝑉(𝐺) . 

 

 د:دنزير تعريف ش صورت[ به2]رامانه و همکارانش توسط  𝐺گراف  13همبندی وضعیت اول و دوم  یهاشاخصهم

�̄�1(𝐺) = ∑ (𝐷𝐺(𝑢) + 𝐷𝐺(𝜐))𝑢𝜐∉𝐸(𝐺) , �̄�2(𝐺) = ∑ 𝐷𝐺(𝑢)𝐷𝐺(𝜐)𝑢𝜐∉𝐸(𝐺) , 
 

 . شودميبسته  𝐺جفت رئوس غیر مجاور گراف   یهمهروی  هامجموع که 

اين شاخص با   معرفي شد.[  3]قرباني و خاکي  توسط    𝐺گراف    14هندسي -حسابيشاخص  خروج از مرکز    ینسخه

 :شودميزير تعريف  صورتبهنشان داده شده و  𝐺𝐴𝑒(𝐺)نماد 

𝐺𝐴𝑒(𝐺) = ∑
2√𝜀𝐺(𝑢)𝜀𝐺(𝜐)

𝜀𝐺(𝑢)+𝜀𝐺(𝜐)𝑢𝜐∈𝐸(𝐺) . 
 

 زير معرفي شد:  صورت[ به4]فراهاني توسط  𝐺گراف  15اتصال پیوند اتم  شاخصخروج از مرکز  ینسخه

𝐴𝐵𝐶𝑒(𝐺) = ∑ √
𝜀𝐺(𝑢)+𝜀𝐺(𝜐)−2

𝜀𝐺(𝑢)𝜀𝐺(𝜐)𝑢𝜐∈𝐸(𝐺) . 

 

 :معرفي شدزير  صورتبه [ 5] توسط گوتمان 1994در سال  𝐺گراف  16سگد شاخص 
𝑆𝑧(𝐺) = ∑ 𝑛𝑢(𝑒|𝐺)𝑛𝜐(𝑒|𝐺)𝑒=𝑢𝜐∈𝐸(𝐺) . 

 

ارتباط کمي بین ساختار مولکول با خواص فیزيکي، شیمیايي و بیولوژيکي آن    سازیمدل  یزمینهسگد در  شاخص  

 آن کاربرد فراوان دارد.  یهافعالیتمولکول و همچنین ارتباط کمي بین ساختار مولکول با 

نشان داده   𝑃𝐼𝜐(𝐺)معرفي شد. اين شاخص با نماد  [  6]  خاديکارتوسط    𝐺گراف    17ايوان رأسي -پادماکارشاخص  

 : شودميزير تعريف  صورتبهشده و 

𝑃𝐼𝜐(𝐺) = ∑ (𝑛𝑢(𝑒|𝐺) + 𝑛𝜐(𝑒|𝐺))𝑒=𝑢𝜐∈𝐸(𝐺) . 
 

در سال [  7]  میلوساولیلیچايلیچ و  توسط    𝐺گراف   19دار وزنسگد  شاخص  و    18داروزنسي  أايوان ر-شاخص پادماکار

 :شوندميزير تعريف  صورتبه ترتیببه هاشاخصد. اين  دنمعرفي ش 2013

𝑆𝑧𝑤(𝐺) = ∑ (𝑑𝐺(𝑢) + 𝑑𝐺(𝑣))𝑒=𝑢𝜐∈𝐸(𝐺) 𝑛𝑢(𝑒|𝐺)𝑛𝜐(𝑒|𝐺), 

𝑃𝐼𝑤(𝐺) = ∑ (𝑑𝐺(𝑢) + 𝑑𝐺(𝑣))𝑒=𝑢𝜐∈𝐸(𝐺) (𝑛𝑢(𝑒|𝐺) + 𝑛𝜐(𝑒|𝐺)). 

 :معرفي شدزير  صورت[ به8]رنديک توسط  𝐺گراف  20سگد اصلاح شده شاخص 

𝑆𝑧∗(𝐺) = ∑ (𝑛𝑢(𝑒|𝐺) +  
𝑛0(𝑒|𝐺)

2
)𝑒=𝑢𝑣∈𝐸(𝐺) (𝑛𝜐(𝑒|𝐺) +

𝑛0(𝑒|𝐺)

2
). 

 

 
12 Wiener index 
13 First and second status connectivity coindices 
14 Eccentric version of geometric-arithmetic index 
15Eccentric version of atom-bond connectivity index 
16 Szeged index 
17 Vertex Padmakar-Ivan index 
18 Weighted vertex Padmakar-Ivan index 
19 Weighted Szeged index 
20 Revised Szeged index 



 

 

 

نشان 𝑀1(𝐺) اين شاخص با نماد    معرفي شد.[  9]  توسط گوتمان و تريناجستیک  𝐺گراف    21شاخص زاگرب اول

 : شودميزير تعريف  صورتبهداده شده و 

𝑀1(𝐺) = ∑ 𝑑𝐺(𝑢)2
𝑢∈𝑉(𝐺) = ∑ (𝑑𝐺(𝑢) + 𝑑𝐺(𝑣))𝑢𝑣∈𝐸(𝐺) . 

 

 با  22ی مرکب هاهای توپولوژيک گرافروابط بین شاخصبررسي  گراف، ی شیمیايي کي از موضوعات مهم در نظريهي

از   دستهدو به بررسي اين نوع از ارتباطات برای  ،اين مقاله. در است ها آنسازنده  یهاهای توپولوژيک گرافشاخص

نام ی مرکب  هاگراف  از  اين  خواص رياضي  يم.  پردازمي  24مضاعف قوی  یهاگراف  و  23مضاعف  یهاگراف  به  دسته 

مورد توجه بسیاری از محققین واقع شده و مقالات متعددی در اين خصوص به های اخیر  سالدر  مرکب    یهاگراف 

 .مراجعه کرد[ 10-17] هایتوان به مقالهمي نمونه عنوانبهچاپ رسیده اند که 
 

 تعاريف و پیش نیازها -2

 بررسي مي شود.    ها راآنو برخي خواص رياضي معرفي شده مضاعف و مضاعف قوی  یهاگراف ، در اين بخش
 

𝑉(𝐺)  گرافي دلخواه با مجموعه رئوس  𝐺ض کنید  فر[  19و    18]  :1-2تعريف   = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}  دو    .باشد

از   ینسخه مجموعه  )  𝐺گراف    مجزا  گرفتن  نظر  در  𝑋رت  صوبه  (𝐺گراف    یهايالبا  = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}   و           

𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛}    با رأس متناظرشرئوس  تمام  را به  اول    ینسخهو هر رأس در    گرفتهدر نظر در    مجاور 

گراف  گراف    کنید.   متصل  دوم  ینسخه را  دوگانه  مضاعفحاصل  گراف  و    𝐺  یيا  نمادنامیده  نمايش  𝒟[𝐺]   با 

 رأس نشان داده شده است.  5گراف مضاعف گراف مسیر با   1در شکل   .دهیممي
 

 
   رأس. 5گراف مسیر با   مضاعفگراف : 1شکل 

 

  . باشدمييال  4𝑚  س وأر 2𝑛دارای   𝒟[𝐺]يال باشد، گراف   𝑚رأس و   𝑛  ي باگراف 𝐺، اگر  1-2با توجه به تعريف 

رأس، در واقع گرافي است که با حذف يک تطابق کامل از   𝑛جالب است توجه شود که گراف مضاعف گراف کامل با  

 رأس به دست مي آيد.  2𝑛گراف کامل با  
 

 عبارت است از:  𝒟[𝐺]س در گراف  أهر ر یدرجه :2 -2لم 

𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑖) = 𝑑𝒟[𝐺](𝑦𝑖) = 2𝑑𝐺(𝑣𝑖). 
 □                                                                                                    ببینید.را [ 18]مرجع  :اثبات

 

 ست از: ا عبارت 𝒟[𝐺]س در گراف  أهر دو ربین  یفاصله  :3-2لم 

𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝑑𝒟[𝐺](𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝑑𝐺(𝑣𝑖, 𝑣𝑗), 

𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = {
𝑑𝐺(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)    𝑖 ≠ 𝑗,

2                    𝑖 = 𝑗.
 

 
21 First Zagreb index 
22 Composite graphs 
23 Double graphs 
24 Strong double graphs 



 
 

   

 □                                                                                                     را ببینید.[ 12]مرجع  :اثبات
 

 شود. نتايج زير حاصل مي 3-2از لم 
 

 .کندميروابط زير صدق  در 𝒟[𝐺]گراف  :4-2نتیجه 

 عبارت است از:  𝒟[𝐺]وضعیت هر رأس در گراف  )الف(
𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑖) = 𝐷𝒟[𝐺](𝑦𝑖) = 2𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 2. 

 

 عبارت است از:  𝒟[𝐺])ب( خروج از مرکز هر رأس در گراف  

𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑖) = 𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑖) = {
2             𝜀𝐺(𝑣𝑖) = 1,

𝜀𝐺(𝑣𝑖)   𝜀𝐺(𝑣𝑖) ≥ 2.
 

  

داريم: ،  𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺) هر   )ج( برای  

𝑛𝑥𝑖
(𝑥𝑖𝑥𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑖

(𝑦𝑖𝑦𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑥𝑖
(𝑥𝑖𝑦𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑖

(𝑥𝑗𝑦𝑖|𝒟[𝐺]) =

2𝑛𝑣𝑖
(𝑣𝑖𝑣𝑗|𝐺), 

𝑛𝑥𝑗
(𝑥𝑖𝑥𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑗

(𝑦𝑖𝑦𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑗
(𝑥𝑖𝑦𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑥𝑗

(𝑥𝑗𝑦𝑖 |𝒟[𝐺]) =

2𝑛𝑣𝑗
(𝑣𝑖𝑣𝑗|𝐺), 

𝑛0(𝑥𝑖𝑥𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛0(𝑦𝑖𝑦𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛0(𝑥𝑖𝑦𝑗|𝒟[𝐺]) = 𝑛0(𝑥𝑗𝑦𝑖|𝒟[𝐺])  =

2𝑛0(𝑣𝑖𝑣𝑗|𝐺). 
 

،  𝒟[𝐺]س فراگیر باشد، گراف  أرحداقل يک  شامل    𝐺گفت که اگر گراف    توانمي  ،4-2با توجه به قسمت )ب( نتیجه  

 خود مرکز است.  -2
 

𝑉(𝐺)  گرافي دلخواه با مجموعه رئوس  𝐺ض کنید  فر[  18]:  5-2تعريف   = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}  ی نسخهدو  .  باشد 

از مجموعه    )با  𝐺گراف    مجزا  گرفتن  نظر  𝑋رت  صوبه  (𝐺گراف    یهايالدر  = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}   و                        

𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛}    مجاور با رأس رئوس  تمام    رأس متناظر ورا به  اول    ینسخه و هر رأس در    گرفتهدر نظر

نامیده   𝐺قوی گراف   یقوی يا گراف دوگانه   مضاعفحاصل را گراف  گراف    کنید.  متصل  دوم  ینسخهدر  متناظرش  

 رأس نشان داده شده است.   5گراف مضاعف قوی گراف مسیر با  2در شکل   دهیم.نمايش مي 𝒮𝒟[𝐺]نماد   باو 
 

 
   رأس. 5قوی گراف مسیر با  مضاعفگراف : 2شکل 

 

4𝑚  س و أر  2𝑛دارای    𝒮𝒟[𝐺]گراف    يال باشد،  𝑚رأس و    𝑛  ي باگراف  𝐺، اگر  5-2با توجه به تعريف   + 𝑛   يال

   .باشدمي
 

 عبارت است از:  𝒮𝒟[𝐺]س در گراف  أهر ر یدرجه  :6 -2لم 

𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) = 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖) = 2𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 1. 

 □                                                                                            را ببینید.[ 14]مرجع  :اثبات

 



 

 

 

 ست از: ا عبارت 𝒮𝒟[𝐺]س در گراف  أ هر دو ربین  یفاصله  :7-2لم 

𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝑑𝐺(𝑣𝑖, 𝑣𝑗), 

𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = {
𝑑𝐺(𝑣𝑖, 𝑣𝑗)     𝑖 ≠ 𝑗,

1                     𝑖 = 𝑗.
 

 □                                                                                                                             را ببینید. [  14]مرجع    :اثبات
 

 . شوندمي حاصل نتايج زير 7-2لم از 
 

 کند. ميدر روابط زير صدق  𝒮𝒟[𝐺]گراف   :8-2نتیجه 

 عبارت است از:  𝒮𝒟[𝐺]وضعیت هر رأس در گراف  )الف(

𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) = 𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖) = 2𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 1. 

 عبارت است از:  𝒮𝒟[𝐺])ب( خروج از مرکز هر رأس در گراف  

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) = 𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖) = 𝜀𝐺(𝑣𝑖). 

𝑣𝑖𝑣𝑗، داريم:  ∈ 𝐸(𝐺) هر يال   )ج( برای  

𝑛𝑥𝑖
(𝑥𝑖𝑥𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑖

(𝑦𝑖𝑦𝑗|𝒮𝒟[𝐺])  = 𝑛𝑥𝑖
(𝑥𝑖𝑦𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑖

(𝑥𝑗𝑦𝑖|𝒮𝒟[𝐺]) =

2𝑛𝑣𝑖
(𝑣𝑖𝑣𝑗|𝐺) − 1, 

𝑛𝑥𝑗
(𝑥𝑖𝑥𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑗

(𝑦𝑖 𝑦𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑗
(𝑥𝑖𝑦𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑥𝑗

(𝑥𝑗𝑦𝑖 |𝒮𝒟[𝐺]) =

2𝑛𝑣𝑗
(𝑣𝑖𝑣𝑗|𝐺) − 1, 

𝑛0(𝑥𝑖𝑥𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛0(𝑦𝑖𝑦𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛0(𝑥𝑖𝑦𝑗|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛0(𝑥𝑗𝑦𝑖|𝒮𝒟[𝐺]) =

2𝑛0(𝑣𝑖𝑣𝑗|𝐺) + 2. 
1)د( برای هر    ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  :داريم 

𝑛𝑥𝑖
(𝑥𝑖𝑦𝑖|𝒮𝒟[𝐺]) = 𝑛𝑦𝑖

(𝑥𝑖𝑦𝑖|𝒮𝒟[𝐺]) = 1, 𝑛0(𝑥𝑗𝑦𝑖|𝒮𝒟[𝐺]) = 2𝑛 − 2. 
 

 نتايج اصلي  -3

مضاعف قوی   یهاگراف مضاعف و    یهارا برای گراف  1توپولوژيک معرفي شده در بخش    یهاشاخصبخش،    ايندر  

.  شودميرأس فراگیر فرض    ′𝑛يال و    𝑚س،  أر  𝑛گرافي با    𝐺هیم. در سرتاسر اين بخش،  دميمورد بررسي قرار  

𝑉(𝐺)صورت  بهرا    𝐺، مجموعه رئوس گراف  5-2و    1-2همچنین مطابق با نمادهای معرفي شده در تعاريف   =

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}   ی هاگرافو مجموعه رئوس𝒟[𝐺]   و𝒮𝒟[𝐺]  صورت بهرا 

𝑉(𝒟[𝐺]) = 𝑉(𝒮𝒟[𝐺]) = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛} 
 .  گیريمميدر نظر 

 

 همبندی وضعیت اول  شاخصهم 3-1-1

مضاعف   یهاگرافمضاعف و  یهاشاخص همبندی وضعیت اول گرافهم یمحاسبهبرای  ييهافرمولبخش،  ايندر 

 . شودميقوی 
 

 عبارت است از:  𝒟[𝐺]گراف  همبندی وضعیت اول  شاخصهم: 1-3قضیه 

�̄�1(𝒟[𝐺]) = 8�̄�1(𝐺) + 8𝑊(𝐺) + 8𝑛2 − 4𝑛 − 16𝑚. 
 



 
 

   

 داريم:   1- 2و تعريف همبندی وضعیت اول  شاخصهمطبق تعريف اثبات: 

�̄�1(𝒟[𝐺]) = ∑ (𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑥𝑖𝑥𝑗∉𝐸(𝒟[𝐺)]   

                    + ∑ (𝐷𝒟[𝐺](𝑦𝑖) + 𝐷𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑦𝑖𝑦𝑗∉𝐸(𝒟[𝐺])   

                    + ∑ (𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑥𝑖𝑦𝑗∉𝐸(𝒟[𝐺])   

                    + ∑ (𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑗) + 𝐷𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑥𝑗𝑦𝑖∉𝐸(𝒟[𝐺])   

                    + ∑ (𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑛
𝑖=1   

                   = 4 ∑ (𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑥𝑖𝑥𝑗∉𝐸(𝒟[𝐺]) + ∑ (𝐷𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑛
𝑖=1 . 

 

 : داريم 4-2حال با استفاده از نتیجه  

�̄�1(𝒟[𝐺]) = 4 ∑ ((2𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 2) + (2𝐷𝐺(𝑣𝑗) + 2))𝑣𝑖𝑣𝑗∉𝐸(𝐺)   

                    +2 ∑ (2𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 2)𝑛
𝑖=1   

                 = 8 ∑ ((𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 𝐷𝐺(𝑣𝑗)) + 2)𝑣𝑖𝑣𝑗∉𝐸(𝐺) + 4 ∑ (𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 1)𝑛
𝑖=1   

                 = 8𝑆1(𝐺) + 16 ((
𝑛
2

) − 𝑚) + 8𝑊(𝐺) + 4𝑛. 

                              □                                                                                                      .             کندمياين اثبات را کامل 
 

 عبارت است از:  𝒮𝒟[𝐺]گراف همبندی وضعیت اول  شاخصهم :2-3قضیه 

�̄�1(𝒮𝒟[𝐺]) = 8�̄�1(𝐺) + 4𝑛(𝑛 − 1) − 8𝑚. 

 داريم:   5-2و تعريف همبندی وضعیت اول  شاخصهمطبق تعريف  :اثبات

�̄�1(𝒮𝒟[𝐺]) = ∑ (𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑥𝑖𝑥𝑗∉𝐸(𝒮𝒟[𝐺)]   

                      + ∑ (𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖) + 𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑦𝑖𝑦𝑗∉𝐸(𝒮𝒟[𝐺])  

                      + ∑ (𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑥𝑖𝑦𝑗∉𝐸(𝒮𝒟[𝐺])  

                      + ∑ (𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗) + 𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑥𝑗𝑦𝑖∉𝐸(𝒮𝒟[𝐺])  

                   = 4 ∑ (𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝐷𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑥𝑖𝑥𝑗∉𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) . 

 داريم   8-2 حال با استفاده از نتیجه

�̄�1(𝒮𝒟[𝐺]) = 4 ∑ ((2𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 1) + ((2𝐷𝐺(𝑣𝑗) + 1))𝑣𝑖𝑣𝑗∉𝐸(𝐺)   

                     = 8 ∑ 𝐷𝐺(𝑣𝑖) + 𝐷𝐺(𝑣𝑗)𝑣𝑖𝑣𝑗∉𝐸(𝐺) + 1  

                   = 8 (𝑆1(𝐺) + (
𝑛
2

) − 𝑚).  

 □                                                                                                            .کندمياين اثبات را کامل 
     

 همبندی وضعیت دوم شاخصهم 3-1-2

مضاعف  یهاگرافمضاعف و  یهاگراف همبندی وضعیت دوم  شاخصهم یمحاسبهبرای  ييهافرمولدر اين بخش، 

اثبات   است.  ارائه شده  اثبات    هاقضیه قوی  با  بیان  باشدمي  2-3و    1-3  یهاقضیهمشابه  از  لذا  نظر   هاآن،  صرف 

 . کنیممي
 

 عبارت است از: 𝒟[𝐺]گراف  همبندی وضعیت دوم  شاخصهم  :3-3قضیه 

�̄�2(𝒟[𝐺]) = 16�̄�2(𝐺) + 16�̄�1(𝐺) + 4𝑆3(𝐺) + 16𝑊(𝐺) + 8𝑛2 − 4𝑛 − 16𝑚, 



 

 

 

 

𝑆3(𝐺)که در آن   = ∑ 𝐷𝐺(𝑢)2
𝑢∈𝑉(𝐺). 

 

 :عبارت است از  𝒮𝒟[𝐺]گراف  همبندی وضعیت دوم  شاخصهم : 4-3قضیه 

�̄�2(𝒮𝒟[𝐺]) = 16�̄�2(𝐺) + 8�̄�1(𝐺) + 2𝑛(𝑛 − 1) − 4𝑚. 
 

 هندسي  - خروج از مرکز شاخص حسابي ینسخه 3-2

مضاعف قوی را بررسي   یهاگرافمضاعف و    یهاگراف  هندسي  -خروج از مرکز شاخص حسابي  ینسخهبخش،    ايندر  

 . کنیممي
 

 : عبارت است از 𝒟[𝐺]هندسي گراف  -خروج از مرکز شاخص حسابي ینسخه : 5-3قضیه 

𝐺𝐴𝑒(𝒟[𝐺]) = 4 (𝐺𝐴𝑒(𝐺) + (1 −
2√2

3
) (

𝑛′

2
)). 

 داريم:  1-2هندسي و تعريف  -خروج از مرکز شاخص حسابي ینسخهطبق تعريف  اثبات:

𝐺𝐴𝑒(𝒟[𝐺]) = ∑
2√𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑗)

𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑗)𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) + ∑
2√𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑖)𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑗)

𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑖)+𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑗)𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])   

                      + ∑
2√𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑖)𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑗)

𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑖)+𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑗)𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) + ∑
2√𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑗)

𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑗)𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])  

                      + ∑
2√𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑗)𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑖)

𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑗)+𝜀𝒟[𝐺](𝑦𝑖)𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒟[𝐺])   

                    = 4 ∑
2√𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑗)

𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒟[𝐺](𝑥𝑗)𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) . 

 : داريم 4-2حال با استفاده از نتیجه  

𝐺𝐴𝑒(𝒟[𝐺]) = 4 [∑
2√2×2

2+2𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺):

𝜀𝐺(𝑣𝑖)=𝜀𝐺(𝑣𝑗)=1

+ ∑
2√2×2

2+2𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺):

𝜀𝐺(𝑣𝑖)=1,𝜀𝐺(𝑣𝑗)=2

  

                       + ∑
2√𝜀𝐺(𝑣𝑖)𝜀𝐺(𝑣𝑗)

𝜀𝐺(𝑣𝑖)+𝜀𝐺(𝑣𝑗)
𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺):

𝜀𝐺(𝑣𝑖),𝜀𝐺(𝑣𝑗)≥2

] + ∑ (
2√2×2

2+2𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺):

𝜀𝐺(𝑣𝑖)=1,𝜀𝐺(𝑣𝑗)=2

−
2√1×2

1+2
)                 

                     = 4 [∑ (
2√2×2

2+2𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺):

𝜀𝐺(𝑣𝑖)=𝜀𝐺(𝑣𝑗)=1

−
2√1×1

1+1
) + ∑

2√𝜀𝐺(𝑣𝑖)𝜀𝐺(𝑣𝑗)

𝜀𝐺(𝑣𝑖)+𝜀𝐺(𝑣𝑗)𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) ]  

                     = 4 ((1 −
2√2

3
) (

𝑛′

2
) + 𝐺𝐴𝑒(𝐺)). 

 □                                                                                                                     .      کندمياين اثبات را کامل  
 

                      . شودميزير حاصل  ی نتیجه 5-3از قضیه 
 

 شامل رئوس فراگیر باشد، آنگاه 𝐺 گراف اگر : 6-3نتیجه 

𝐺𝐴𝑒(𝒟[𝐺]) = 4𝑚, 
 در غیر اين صورت، 

𝐺𝐴𝑒(𝒟[𝐺]) = 4𝐺𝐴𝑒(𝐺). 



 
 

   

 عبارت است از:  𝒮𝒟[𝐺]هندسي گراف  -خروج از مرکز شاخص حسابي ینسخه  :7-3قضیه 

𝐺𝐴𝑒(𝒮𝒟[𝐺]) = 4𝐺𝐴𝑒(𝐺) + 𝑛. 
 

 داريم:  5-2هندسي و تعريف  -خروج از مرکز شاخص حسابي ینسخهطبق تعريف  اثبات:

𝐺𝐴𝑒(𝒮𝒟[𝐺]) = ∑
2√𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗)

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗)𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])                         

                         + ∑
2√𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗)

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)+𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗)𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])                                                                         

                         + ∑
2√𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗)

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗)𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])                                                         

                         + ∑
2√𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗)𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗)+𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

                         + ∑
2√𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)𝑥𝑖𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

                       = 4 ∑
2√𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗)

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗)𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) + ∑
2√𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)

𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖)+𝜀𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖)
𝑛
𝑖=1 . 

 

 داريم:  8-2با استفاده از نتیجه  حال 

𝐺𝐴𝑒(𝑆𝐷[𝐺]) = 4 ∑
2√𝜀𝐺(𝑣𝑖)𝜀𝐺(𝑣𝑗)

𝜀𝐺(𝑣𝑖)+𝜀𝐺(𝑣𝑗)𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) + ∑
2√𝜀𝐺(𝑣𝑖)2

2𝜀𝐺(𝑣𝑖)
= 4𝐺𝐴𝑒(𝐺) + 𝑛𝑛

𝑖=1 . 

 

 □                                                                                                                                 .کندمياين اثبات را کامل  
 

 اتصال پیوند اتمخروج از مرکز شاخص   ینسخه  3-3

گراف مضاعف ارائه شده    اتصال پیوند اتمخروج از مرکز شاخص    ی نسخه  ی محاسبهبعد، فرمولي برای    یقضیهدر  

 . کنیمميثابت کرد. لذا از بیان اثبات صرف نظر  5-3  یقضیهمشابه با  توانمياست. اين قضیه را 
 

 : عبارت است از 𝒟[𝐺]گراف اتصال پیوند اتم از مرکز شاخص  خروج  ینسخه :8-3قضیه 

𝐴𝐵𝐶𝑒(𝒟[𝐺]) = 4𝐴𝐵𝐶𝑒(𝐺) + 2√2 (
𝑛′

2
). 

 

 . شودمينتیجه زير حاصل  8-3از قضیه 
 

 شامل رئوس فراگیر باشد، آنگاه   𝐺اگر گراف  :9-3نتیجه 

𝐴𝐵𝐶𝑒(𝒟[𝐺]) = 2√2𝑚, 

 در غیر اين صورت، 

𝐴𝐵𝐶𝑒(𝒟[𝐺]) = 4𝐴𝐵𝐶𝑒(𝐺). 
 

گراف مضاعف قوی ارائه    اتصال پیوند اتمخروج از مرکز شاخص    ینسخه  یمحاسبهبعد، فرمولي برای    یقضیه  در

 . کنیممياز بیان اثبات صرف نظر   3-7  یقضیهشده است که با توجه به مشابهت اثبات اين قضیه با 

 



 

 

 

 : عبارت است از 𝒮𝒟[𝐺]گرافاتصال پیوند اتم از مرکز شاخص  خروج  ینسخه  :10-3قضیه 

𝐴𝐵𝐶𝑒(𝒮𝒟[𝐺]) = 4𝐴𝐵𝐶𝑒(𝐺) + √2 ∑
√𝜀𝐺(𝑣𝑖)−1

𝜀𝐺(𝑣𝑖)
𝑛
𝑖=1 . 

 

 شاخص سگد  3-4

                                 .دهیم ميمضاعف و مضاعف قوی را مورد بررسي قرار  یهاگراف سگدشاخص  در اين بخش، 
 

 : عبارت است از 𝒟[𝐺]گراف  سگدشاخص  :11-3قضیه 

𝑆𝑧(𝒟[𝐺]) = 16𝑆𝑧(𝐺). 

 داريم:   1-2طبق تعريف شاخص سگد و تعريف  اثبات:
𝑆𝑧(𝒟[𝐺]) = ∑ 𝑛𝑥𝑖

(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])   

                    + ∑ 𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺])𝑒=𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])  

                    + ∑ 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺])𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])  

                    + ∑ 𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝐷[𝐺])𝑒=𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒟[𝐺])   

                 = 4 ∑ 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝐷[𝐺])𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) . 
 

 داريم:  4-2با استفاده از نتیجه  حال 

𝑆𝑧(𝒟[𝐺]) = 4 ∑ (2𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺)) (2𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺)) = 16𝑆𝑧(𝐺)𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈(𝐺) . 

 □                                                                                                                                    .کندمياين اثبات را کامل  
 

 عبارت است از:  𝒮𝒟[𝐺]گراف  سگدشاخص : 12-3قضیه 

𝑆𝑧(𝒮𝒟[𝐺]) = 16𝑆𝑧(𝐺) − 8𝑃𝐼𝑣(𝐺) + 𝑛 + 4𝑚. 
 

 داريم:  5- 2طبق تعريف شاخص سگد و تعريف  اثبات:
𝑆𝑧(𝒮𝒟[𝐺]) = ∑ 𝑛𝑥𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

                      + ∑ 𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑒=𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   
                      + ∑ 𝑛𝑥𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

                      + ∑ 𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑒=𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   
                      + ∑ 𝑛𝑥𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

                    = 4 ∑ 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

                      + ∑ 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]𝑛
𝑖=1 ). 

 

 داريم:   8-2  با استفاده از نتیجه

 𝑆𝑧(𝒮𝒟[𝐺]) = 4 ∑ (2𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺)𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) − 1)(2𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺) − 1) + ∑ (1 × 1)𝑛
𝑖=1   

                    = 4(4𝑆𝑧(𝐺) − 2𝑃𝐼𝑣(𝐺) + 𝑚) + 𝑛. 

 □                                                                                                                              .کندمياين اثبات را کامل  
 

 دار وزن شاخص سگد  3-5

 . شودميمضاعف و مضاعف قوی ارائه  یهاگراف داروزن سگدشاخص   ی محاسبهدر اين بخش، فرمولي برای 

 



 
 

   

 : عبارت است از 𝒟[𝐺]گراف   داروزن سگدشاخص  :13-3قضیه 

𝑆𝑧𝑤(𝒟[𝐺]) = 32𝑆𝑧𝑤(𝐺). 
 

 داريم:   1-2و تعريف  داروزنطبق تعريف شاخص سگد  :اثبات

𝑆𝑧𝑤(𝒟[𝐺]) = ∑ (𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺])  

                       + ∑ (𝑑𝒟[𝐺](𝑦𝑖) + 𝑑𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑒=𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) 𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺])  

                       + ∑ (𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺]) 

                       + ∑ (𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑗) + 𝑑𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑒=𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒟[𝐺]) 𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒟[𝐺])  

                    = 4 ∑ (𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺]). 
 

 داريم:  2-2و لم  4-2حال با استفاده از نتیجه  

𝑆𝑧𝑤(𝒟[𝐺]) = 4 ∑ (2𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 2𝑑𝐺(𝑣𝑗))𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) (2𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺)) (2𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺)) = 32𝑆𝑧𝑤(𝐺). 

 □                                                                                                           .کندمياين اثبات را کامل 
 

 : عبارت است از 𝒮𝒟[𝐺]گراف   داروزن سگدشاخص : 14-3قضیه 

𝑆𝑧𝑤(𝒮𝒟[𝐺]) = 32(𝑆𝑧𝑤(𝐺) + 𝑆𝑧(𝐺)) − 16(𝑃𝐼𝑤(𝐺) + 𝑃𝐼𝑣(𝐺)) 

                                          +8𝑀1(𝐺) + 2𝑛 + 16𝑚. 
 

 داريم:   5-2و تعريف  داروزنطبق تعريف شاخص سگد اثبات: 

𝑆𝑧𝑤(𝒮𝒟[𝐺]) 

 = ∑ (𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) 𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) 

    + ∑ (𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖) + 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑒=𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])  𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) 

    + ∑ (𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑗))𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) )  

    + ∑ (𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗) + 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]𝑒=𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) )  

    + ∑ (𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) )  

= 4 ∑ (𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑗))𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) )  

   + ∑ (𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑥𝑖) + 𝑑𝒮𝒟[𝐺](𝑦𝑖))𝑛
𝑖=1 𝑛𝑥𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]). 

  

: داريم  6-2و لم  8-2حال با استفاده از نتیجه    

𝑆𝑧𝑤(𝒮𝒟[𝐺])  

= 4 ∑ ((2𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 1) + (2𝑑𝐺(𝑣𝑗) + 1))𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) (2𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺) − 1) (2𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺) − 1)  

    +2 ∑ (2𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 1)(1 × 1)𝑛
𝑖=1   

= 4 ∑ 8(𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 𝑑𝐺(𝑣𝑗))𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) 𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺)𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺)  

    −4(𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 𝑑𝐺(𝑣𝑗)) (𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺) + 𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺)) + 2(𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 𝑑𝐺(𝑣𝑗)) 

    +8𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺)𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺) − 4 (𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺) + 𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺)) + 2 + 2 ∑ (2𝑑𝐺(𝑣𝑖) + 1)𝑛
𝑖=1   

= 4(8𝑆𝑧𝑤(𝐺) − 4𝑃𝐼𝑤(𝐺) + 2𝑀1(𝐺) + 8𝑆𝑧(𝐺) − 4𝑃𝐼𝑣(𝐺) + 2𝑚) + 2(4𝑚 + 𝑛). 

 □                                                                                                           .کندمياين اثبات را کامل 

 



 

 

 

 شاخص سگد اصلاح شده  3-6

 . کنیم ميمضاعف و مضاعف قوی را محاسبه  یهاگرافدر اين بخش، شاخص سگد اصلاح شده 

 : عبارت است از 𝒟[𝐺]گراف اصلاح شده  سگدشاخص  :15-3قضیه 

𝑆𝑧∗(𝒟[𝐺]) = 16𝑆𝑧∗(𝐺). 
 

 داريم:  1-2طبق تعريف شاخص سگد اصلاح شده و تعريف اثبات: 

𝑆𝑧∗(𝒟[𝐺]) = ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])   

                   + ∑ (𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])   

                   + ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺])   

                   + ∑ (𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒟[𝐺])   

               = 4 ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒟[𝐺]) . 

 

داريم:  4-2  حال با استفاده از نتیجه  

𝑆𝑧∗(𝒟[𝐺]) = 4 ∑ (2𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺) +

2𝑛0(𝑒|𝐺)

2
)𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) (2𝑛𝑣𝑖

(𝑒|𝐺) +
2𝑛0(𝑒|𝐺)

2
) = 16𝑆𝑧∗(𝐺).  

 □                                                                                                           .کندمياين اثبات را کامل 
 

 : عبارت است از 𝒮𝒟[𝐺]گراف اصلاح شده  سگدشاخص  :16-3قضیه 

𝑆𝑧∗(𝒮𝒟[𝐺]) = 16𝑆𝑧∗(𝐺) + 𝑛3. 
 

 داريم:   5-2طبق تعريف شاخص سگد اصلاح شده و تعريف اثبات: 

𝑆𝑧∗(𝒮𝒟[𝐺]) 

= ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])       

  + ∑ (𝑛𝑦𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑦𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])  

  + ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑦𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

  + ∑ (𝑛𝑥𝑗
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑗𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺])   

  + ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑖𝑦𝑖∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) (𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)  

= 4 ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)𝑒=𝑥𝑖𝑥𝑗∈𝐸(𝒮𝒟[𝐺]) (𝑛𝑥𝑗

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)  

  + ∑ (𝑛𝑥𝑖
(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +

𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
) (𝑛𝑦𝑖

(𝑒|𝒮𝒟[𝐺]) +
𝑛0(𝑒|𝒮𝒟[𝐺])

2
)𝑛

𝑖=1 . 
 

 داريم:  8-2حال با استفاده از نتیجه  

𝑆𝑧∗(𝒮𝒟[𝐺]) = 4 ∑ (2𝑛𝑣𝑖
(𝑒|𝐺) − 1 +

2𝑛0(𝑒|𝐺)+2

2
) (2𝑛𝑣𝑗

(𝑒|𝐺) − 1 +
2𝑛0(𝑒|𝐺)+2

2
)𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺)   

                            + ∑ (1 +
2𝑛−2

2
)

2
𝑛
𝑖=1   

                        = 16 ∑ (𝑛𝑣𝑗
(𝑒|𝐺) +

𝑛0(𝑒|𝐺)

2
)𝑒=𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸(𝐺) (𝑛𝑣𝑖

(𝑒|𝐺) +
𝑛0(𝑒|𝐺)

2
) + ∑ 𝑛2𝑛

𝑖=1   

                     = 16𝑆𝑧∗(𝐺) + 𝑛3. 
 □                                                                                                          .کندمياين اثبات را کامل 
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