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 چکيده

صورت  به Gهمبند  وينر گراف صشاخ   
 ,

,
u v V G

W G d u v


   شود که درآن تعريف مي ,d u v 

( يک گراف، نسخه اصلاح شده P-Gپيسانسکي ) –است. شاخص گراوواک  Gدر  vو uي بين رئوس فاصله

)و تصوير  u شاخص وينر روي فاصله بين هر رأس ) u باشد که رأس مي آن  يک خودريختي گرافG 

نباشند.   1است که داراي هيچ دو مولفه متوالي  nهاي دودويي به طول شامل تمام رشته nFاست. مجموعه 

مکعب فيبوناچي  1n n رئوس  گرافي با مجموعهnF  است. در اين گراف، دو رأس مجاور هستند اگر و

هاي فيبوناچي مکعب G-Pله يک کران بالا براي شاخص تنها اگر در يک مؤلفه اختلاف داشته باشند. ما در اين مقا

 آوريم. به دست مي

 

 .هاگراف، خودريختي گراف G-Pهاي فيبوناچي، شاخص وينر گراف، شاخص مکعب هاي کليدي:واژه
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 مقدمه -1

يک عدد صحيح غير منفي باشد.  nفرض کنيد 

آن  رئوس بعدي گرافي است که nابرمکعب 

هاي دودويي هستند و دو رأس آن با هم رشته

يک  هامجاورند اگر و تنها اگر فاصله همينگ آن

باشد. منظور از فاصله همينگ بين دو رشته، تعداد 

هايي است که آن دو رشته با هم اختلاف مولفه

هاي فيبوناچي را مکعب 1۹۹1دارند. هسو در سال 

 به صورت nFاعداد فيبوناچي .]1[ تعريف کرد

0 0F   1و 1F  1 و 2n n nF F F   

(2n ) اند. يک مکعب فيبوناچي تعريف شده

زيرگرافي از يک ابرمکعب است که مجموعه رئوس 

 1هاي دودويي هستند به طوريکه هيچ دو آن رشته

ها وجود ندارد، لذا داريم متوالي در رشته

  2n nV F   ]1[  (. رأسي از 1)شکل

n  که دارايn 0است را با  0تاn نشان 

n, دهيم. فرض کنيدمي k  مجموعه رئوسي از

n  شامل باشند که به طور دقيقk  است،  1تا

n,بنابراين  k اي از رئوس مجموعهn  است که

  است. همچنين kبرابر 0nها از فاصله آن

 ,0 0n
n  و 

 1 2 1
,1 10 ,010 ,...,0 1n n n

n
    . 

 

 

 فيبوناچيهاي : مکعب(1)شکل 
 

هارولد وينر شاخص وينر گراف  1۹07سال  در

را به صورت  G همبند

   
 ,

,


 
u v V G

W G d u v  تعريف کرد که در

آن  ,d u v  فاصله بين رئوسu  وv  در گراف

براي  ]1[اين شاخص در  .]2[ است G همبند

ي فيبوناچي محاسبه شده است. در سال هامکعب

اي گراوواک و پيسانسکي نسخه اصلاح شده 1۹۹1

علاوه بر فواصل بين وينر ارائه کردند که  از شاخ

ها را نيز شامل رئوس، تقارن روي رئوس گراف

و  n يک گراف از مرتبه Gر شود. اگمي

 Aut G هاي گرافگروه خودريختي G باشد 

( آن G-Pپيسانسکي ) – شاخص گراوواکگاه آن

 .]0[ برابر است با

 
 

  
  

, .
2 v V G Aut G

n
G d u u

Aut G
W






 

  

 

يک گراف باشد، عمل گروه  G فرض کنيد

 Aut G  روي V G آن را به مدارهايش افراز ،

متعلق به يک مدار هستند  vو  uکند. رئوس مي

اگر و تنها اگر  Aut G   موجود باشد به

طوري که   u v. 
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يک گراف همبند و  Gاگر  :]8[1-1قضيه 

1 2, ,..., mV V V  مدارهاي V G  تحت عمل

 Aut G گاه باشند، آن 

   
 

1

.
m

i

i
i

W V
W G n G

V





  

 

  هاي فيبوناچيمدارهاي مکعب -8

يک گراف باشد. مجموعه مدارهاي  G فرض کنيد

رأسي حاصل از عمل  Aut G  که روي V G 

با  را کندعمل مي 
V

G  و تعداد اين مدارها را

با      
V V

G G دهيم. همچنين نشان مي

را با  kاز اندازه  G مجموعه مدارهاي رأسي گراف

 ,
V

G k ها را با و تعداد آن

   , ,
V V

G k G k   دهيم.نشان مي 

هاي همکاران گروه خودريختي مکعباشرفي و 

نگاشت  .]0[ اندبوناچي را مورد مطالعه قرار دادهفي

 بگيريد: را به صورت زير درنظر معکوس 

   

 

:

... ...1 2 1 1

V Vn n

Rb b b b b b bn n n





  

  

 

 

nبديهي تنها خودريختي نا اين صورت  در

  .]7 [است

 

1nبراي هر  :]۷[ 1-8قضيه    داريم

  2nAut . هاي فيبوناچي بنابراين مکعب

 هستند. 2و  1هاي از اندازهداراي مدارهاي رأسي 

هاي فيبوناچي مکعبدر قضيه زير تعداد مدارهاي 

 محاسبه شده است.

 

2nاگر  :]۶[ 8-8قضيه   ،گاه آن 

 
 1

2
2

,1
  
 
 
 

 
V n n

n
F 

 
 

2
1

2
2

1
,2

2


   
 
 
 

 
   
 
 
 

V n n n
n

F F 

 
 

2
1

2
2

1
.

2
V n n n

n
F F

   
 
 
 

 
   
 
 

 

 

براي مثال مدارهاي 
4

 :به صورت زير است 

      ,1 0000 , 1001
V n

O   

 
   

 

1000,0001 , 1010,0101 ,
,2

0010,0100
V n

O
  

   
  

 

 نتيجه اصلي -3

 G-Pدر اين بخش يک کران بالا براي شاخص 

 آوريم.فيبوناچي به دست مي هايمکعب

 

فرض کنيد  :1-3قضيه  ,2
i V n

V    و

 ,2 
V n

m  1 i m   در اين صورت

 :داريم

.   2

12

m
n

n i
i

F
W W V






    

 

چون  برهان.  2n nV F    و

  2nAut   و براي هر مدارV از 

 ,1 
V n

1Vداريم    لذا با استفاده از ،

 حکم برقرار است.  1-1قضيه 
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متعلق به مدارهاي  uبراي هر رأس : 8-3گزاره 

 , 2
V n

  داريم: 

  , 2d u u r  

 

 است. uها در  1برابر با تعداد  rکه درآن 

 

متعلق به مدارهاي  uرأس  فرض کنيد برهان.

 , 2
V n

  1 و 2.... nu b b b دو حالت زير .

 گيريم:در نظر ميرا 

1 )2n k. 

اگر براي هر  1,2,...,i n  هر دو مولفه
i

b  و

1n i
b

 
با توجه به تعريف گاه آننباشند،  1برابر  

در  uدر  1تا   rتمام  نگاشت معکوس 

)در  1تا   rجايگاهي متفاوت با  )u  قرار

ها برابر د گرفت. بنابراين فاصله همينگ آنخواهن

2r  است. در غير اين صورت 1,2,...,i n 

هاي غير موجود است به طوري که براي مولفه

متوالي 
i

b  و
1n i

b
 

1داريم   1i n ib b    .

 u، رئوس با توجه به تعريف نگاشت معکوس لذا 

)و  )u  در دو مولفهi  1ام وn i   داراي ام

ها کمتر از باشند بنابراين فاصله همينگ آنمي 1

2r  است. در نتيجه  , 2d u u r .  

2 )2 1n k . 

اگر براي هر  1,2,...,i n  هر دو مولفه
i

b  و

1n i
b

 
نباشند و  1برابر  

2

1
n

b
 
 
 

 ،با توجه گاه آن

 uدر  1تا   rتمام  به تعريف نگاشت معکوس 

)در  1تا   rدر جايگاهي متفاوت با  )u  قرار

ها برابر د گرفت. بنابراين فاصله همينگ آنخواهن

2r است. در غير اين صورت  1,2,...,i n 

هاي موجود است به طوري که براي مولفه
i

b  و

1n i
b

 
1داريم   1i n ib b     يا

2

1
 
 
 


n

b، 

، رئوس با توجه به تعريف نگاشت معکوس گاه آن

u  و( )u  در دو مولفهi  1ام وn i   ام

ها باشند بنابراين فاصله همينگ آنمي 1داراي 

نتيجه است. در 2rکمتر از   , 2d u u r . 

 

1nفرض کنيد   براي هر ،
1

0
2

n
r

 
   

 
 

n,منظور از r  مجموعه رئوس ازn  است که در

وجود دارد. همچنين چون هر رأس  1تا  rها آن

,n r ،r  و  1تاn r  دارد، پس براي  0تا

شمارش  ,n r
V  در هر رشته ،n 0تايي ابتدا 

1nها را در  1ها را قرار داده و سپس  r  

کنيم. ها جاي گذاري مي 0مکان باقي مانده بين 

 اينبنابر

 ,

1
n r

n r
V

r

  
    

 

 

تعداد گاه آنعددي زوج باشد  nاگر  : 3-3قضيه 

رئوس  ,1 
V n

دارند برابر است  1تا  rکه  

 با

2

2

n r

r

 
 
 
 
 

 

 

 Vرأسي از مدار  uزوج و  nفرض کنيد  برهان.

باشد که  ,1
V n

V   بنابر تعريف نگاشت .

)، داريم معکوس  )u u بنابراين رشته .u 
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باشند، لذا  0متقارن است و دو مولفه وسط آن بايد 

 00u v v که
2

2

( )
n

v V


  همچنين به .

تواند هاي آن نمي 1، تعداد uدليل متقارن بودن 

عددي فرد باشد. پس بايد تعداد 
2

r
را در  1عدد  

v ها را قرار  0دهيم. براي اين کار ابتدا قرار مي

ها را در  1دهيم و سپس مي
2

1
2 2 2

n r n r 
    مکان باقي مانده بين

 کنيم.ها جاي گذاري مي 0

 
 

عددي فرد باشد در  nفرض کنيد :  0-3قضيه 

 : اين صورت

تعداد رئوس متعلق گاه آنفرد باشد  rهرگاه الف( 

به مدارهاي  ,1 
V n

دارند برابر  1تا  rکه  

 است با

2

1

2

n r

r

 
 
 

 
 
 

 

 

تعداد رئوس متعلق گاه آنزوج باشد  rهرگاه ب( 

به مدارهاي  ,1 
V n

دارند برابر  1تا  rکه  

 است با

1

2

2

n r

r

  
 
 
 
 
 

 

 

 برهان.

رأسي از مدار  uفرد باشد و  rالف( فرض کنيد 

V  باشد که ,1
V n

V  .  بنابر تعريف

)، داريم نگاشت معکوس  )u u  درنتيجه

فرد است پس  rمتقارن است. چون  uرشته 

باشد و مي 1حتما عدد  uمولفه وسط در رأس 

فيبوناچي دو مولفه کناري آن  بنابر تعريف مکعب

باشند لذا  1توانند نمي 010u v v  که

3

2

( )


 
n

v V تعداد . بنابراين بايد
1

2

r 
 1عدد  

دهيم و ها را قرار مي 0قرار دهيم. ابتدا   vرا در

ها را در  1سپس 
3 1

1
2 2 2

n r n r  
   

 کنيم.ها جاي گذاري مي 0مکان باقي مانده بين  

رأسي از مدار  uزوج باشد و  rب( فرض کنيد 

V  باشد که ,1
V n

V  .  بنابر تعريف

)، داريم نگاشت معکوس  )u u بنابراين .

زوج است پس در  rمتقارن است. چون  uرشته 

بايد قرار بگيرد لذا  0مولفه وسط حتما عدد 

 0u v v  که
1

2

( )


 
n

v V بايد . بنابراين

تعداد
2

r
ها را  0دهيم. ابتدا قرار  vرا در  1عدد  

ها را در  1دهيم و قرار مي
1 1

1
2 2 2

n r n r  
    مکان باقي مانده

 دهيم.قرار مي 0بين 

 

 

تعداد رئوس :  8-3نتيجه  , 2 
V n

 rکه  

 دارند برابر است با  1تا 

 گاه آنهر دو زوج باشند،  rو  nالف( اگر 

2

1 2
,

2

n

n r

r r

 
    

    
 
 
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 گاهفرد باشند. آن rزوج و  n ب( اگر 

1
,

n r

r

  
  

 

 

 گاهزوج باشند. آن rفرد و  nپ( اگر 

1

1 2
,

2

n r

n r

r r

  
    

    
 
 

 

 

 گاههر دو فرد باشند. آن rو  nت( اگر 

.
1 2

1

2

n r

n r

r r

 
   

   
   

 
 

 

 

در مکعب فيبوناچي : ۶-3قضيه  2n n 

 داريم:

 گاهعددي زوج باشد، آن nالف( اگر 

 
1

2
2

1, 2 1

2
2

2, 2

1

2

1 2
.

2

2

n

n

n
r r k

n

n

r r k

n rF
W r

r

n r

n rF
r

r r

 
   



  



 

  
     

   
     

        
  

 

 گاهعددي فرد باشد، آن nب( اگر 

 
2

2

1, 2 1

2
2

2, 2

1 2

12

2

1

1 2
.

2

2

n

n

n
r r k

n

n

r r k

n r

n rF
W r

r r

n r

n rF
r

r r

 
   



  



 

   
     

          
  

    
     

        
  

 

 است. nها در رئوس  1تعداد  rکه 

 

 برهان. 

1زوج و  nالف( فرض کنيد 2, ,..., mV V V 

باشند. با استفاده از  nدر 2مدارهاي با اندازه 

تعداد رئوس  ،1-1نتيجه  , 2 
V n

که به طور  

دارند و دو به دو در يک مدار قرار  1تا  rدقيق 

 دارند برابر است با

1 2

2

n r

n r

r r

 
    

    
 
 

 

 

2زوج و  rکه 
2

n
r  و تعداد رئوس .

 , 2 
V n

دارند و دو  1تا  rکه به طور دقيق  

 به دو در يک مدار قرار دارند برابر است با

1n r

r

  
  

 

 

فرد و  rکه 
1

1
2

n
r

 
   

 
. 
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فرض کنيد  ,2 
i V n

V  1 i m   و

iu V 2-1، در اين صورت با استفاده از گزاره 

  :داريم

    , 2iW V d u u r  

 

 اينبنابر

 
1

2

1 1, 2 1

2

2, 2

11
2

2

11 2
2

2

2

n
m

i
i r r k

n

r r k

n r
W V r

r

n r

n r
r

r r

 
  

   

 

 



  
   

 

  
    
      
    

  
  

 

 لذا

 
1

2
2 2

1 1, 2 1

2
2

2, 2

1

2 2

1 2

2

2

n
m

n n

i
i r r k

n

n

r r k

n rF F
W V r

r

n r

n rF
r

r r

 
  

 

   



 

  
    

   
     

        
  

 

 داريم 1-1بنابر اين با استفاده از قضيه 

 
1

2
2

1, 2 1

2
2

2, 2

1

2

1 2
.

2

2

n

n

n
r r k

n

n

r r k

n rF
W r

r

n r

n rF
r

r r

 
   



  



 

  
     

   
     

        
  

 

1عددي فرد و nب( فرض کنيد  2, ,..., mV V V 

در  2مدارهاي با اندازه  , 2 
V n

باشند با  

تعداد رئوس  1-1استفاده از نتيجه  , 2 
V n

 

دارند و دو به دو در يک  1تا  rکه به طور دقيق 

 مدار قرار دارند برابر است با 

1

1 2

2

n r

n r

r r

  
    

    
 
 

 

 

زوج و rکه 
1

2
2

n
r


  تعداد رئوس  .

 , 2 
V n

دارند و دو  1تا  rکه به طور دقيق  

 به دو در يک مدار قرار دارند برابر است با 

1 2

1

2

n r

n r

r r

 
    

     
 
 

 

 

1فرد و  rکه 
2

n
r

 
   

 

فرض کنيد  ,2 
i V n

V  1 i m   و

iu V  2-1در اين صورت با استفاده از گزاره 

 :داريم

    , 2iW V d u u r  

 

 

هاي فيبوناچي )مکعب P-Gشاخص (: 1جدول )

2 7n ) 
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0۸6 111 01 12 1 1 
( )nW





کران  1 1 12 7۸ 117 ۹1۸

 محاسبه شده
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 اين نابرب

 
2

1 1, 2 1

1
2

2, 2

11 2
2

12

2

1

11 2
2

2

2

n
m

i
i r r k

n

r r k

n r

n r
W V r

r r

n r

n r
r

r r

 
  

   



 

  
    
      

   
  
  

   
    
      
   

  
  

 



 

 لذا 

 
2

2 2

1 1, 2 1

1
2

2

2, 2

1 2

12 2

2

1

1 2

2

2

n
m

n n

i
i r r k

n

n

r r k

n r

n rF F
W V r

r r

n r

n rF
r

r r

 
  

 

   





 

  
    
     

   
  
  

   
    
     
   

  
  

 



 

  :داريم 1-1بنابر اين با استفاده از قضيه 

 
2

2

1, 2 1

2
2

2, 2

1 2

12

2

1

1 2
.

2

2

n

n

n
r r k

n

n

r r k

n r

n rF
r

r r

n r

n rF
r

r r

W

 
   



  



 

  
    
      

   
  
  

   
    
     
   

  
  





 
 

2,3.4nراي ب   در حالت  .تساوي برقرار است

1زوج باشد و  nکلي اگر  2.... nu b b b  رأسي

از مدارهاي  , 2 
V n

باشد و مولفه هاي غير  

مجاور 
i

b  و
1n i

b
 

تساوي گاه آننباشند  1هردو  

و هر دو مولفه فرد باشد  nبرقرار است. اگر 
i

b  و

1n i
b

 
باشند يا  1مخالف  

2

1
n

b
 
 
 

 تساوي گاه آن

برقرار است. در غير اين صورت کران ارئه شده در 

و  G-Pشارپ است. در جدول زير شاخص  ۹قضيه 

هاي براي برخي مکعب 0-1کران حاصل از قضيه 

 فيبوناچي آمده است.
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