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اخیرا، سامت و همکاران تعمیم جالبی از اصل انقباض باناخ را ارائه کرده اند. در این مقاله با الهام گرفتن از ایده اصلی 
θپذیرفتنی  -αهاي گرختی  سامت و همکاران، نگاشت − α  -  را معرفی و چندین یافته در فضاهاي متري  تعمیم 

کنیم. نتایج  قضیه وجود و یکتایی نقطه ثابت در فضاهاي متري کامل را براي چنین نگاشتهایی مطرح و ثابت می
ران  بدست آمده در این پژوهش، بسیاري از نتایج موجود در این زمینه بخصوص نتایج موجود در مقاله جلیلی و همکا

دهیم که نتایج ما تعمیم واقعی از دهد. در ادامه، با ارائه مثالی نشان میرا تعمیم می و کار انجام شده توسط گرختی
نتایج موجود قبلی در این زمینه است. سپس، نتایج جدیدي در فضاهاي متري مرتب جزئی و فضاهاي متري گرافیک  

از  بدست می کاربردي  پایان،  را در زمینه وجود و یکتایی جواب معادلات دیفرانسیل  آوریم. در  نتایج بدست آمده 
  دهیم.  معمولی مرتبه اول غیر خطی و مسائل مقدار مرزي متناوب ارائه می
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  مقدمه .1
امروزه، نظریه نقطه ثابت در حل معادلات دیفرانسیل  

اولین  و مسایل مقدار مرزي داراي کاربرد فراوان است.  
اي که در زمینه نقطه ثابت مطرح  و مهمترین نتیجه 

باشد که در سال   باناخ می  انقباض  شده است، اصل 
توسط ریاضیدان معروف لهستانی یعنی باناخ   1922

زیادي   مولفان  توسط  نتیجه  این  بعدها  گردید.  ارائه 
] را ببینید). در سال  4-17تعمیم داده شد (مراجع [

انقباض    ] تعمیمی2، گرختی [1974 جذاب از اصل 
باناخ را منتشر کرد که نظر بسیاري از محققان را به  

  خود جلب کرد.
کنید   توابع  ोفرض  تمام  :ߚ  مجموعه  (0,∞) →

(௡߬)باشد که به ازاي هر دنباله    (0,1] ⊆ (0,∞)  
  در شرط زیر صدق کند:  

(௡߬)ߚ → 1 ⇒ ߬௡ → 0.  
  

  در نظر بگیرید  (∞,0)توابع زیر را بر بازه مثال: 
(ݐ)ଵߚ )1 = ݁ି௧ 
(ݐ)ଶߚ )2 = ݇݁ି௧ , 0 ≤ ݇ < 1 
(ݐ)ଷߚ. )3 = ଵ

ଵା௧
 

௜ߚ در این صورت ∈ ो, ݅ = 1,2,3.  
  

یک فضاي متري     (݀,ܺ)فرض کنید    ]2[:1-1قضیه  
و   ܺ:ܶکامل  → کنید    ܺ فرض  باشد.  نگاشت  یک 

مانند   به   ो߳ߚتابعی  دارد  هر وجود  براي  که  طوري 
,ݔ   ،ߗ߳ݕ

(ݕܶ,ݔܶ)݀ ≤   .(ݕ,ݔ)൯݀(ݕ,ݔ)൫݀ߚ
 

  یک نقطه ثابت یکتا دارد.  ܶدر این صورت، 
  ]3[، سامت و همکاران 2011از سوي دیگر، در سال 

نشان  -ߙهاي  نگاشت و  کردند  معرفی  را  پذیرفتنی 
دادند که بسیاري از نتایج موجود در فضاهاي متري  

  شوند.  ها نتیجه میمرتب از این نگاشت
  

یک مجموعه ناتهی    ܺفرض کنید    ]3[  :1-1تعریف  
نگاشت   خود  ܺ:ܶباشد.  → نگاشت    ܺ   -ߙیک 

  

  ،ܺ߳ݕ,ݔبراي هر  شود هرگاه پذیرفتنی نامیده می
(ݕ,ݔ)ߙ ≥ 1 ⟹ (ݕܶ,ݔܶ)ߙ ≥ 1.  

 
تعمیم جدیدي    ]1[، جلیلی و همکاران  2014در سال  

  از اصل انقباض باناخ به صورت زیر ارائه کردند:
کنید   توابع    ߆فرض  تمام  :ߠمجموعه  (0,∞) →

  باشدکه داراي خواص زیر است:  (∞,1)
)θ1 باشد، نانزولی ߠ) تابع  
)θ2  دنباله هر  ازاي  به  (௡ݐ))  ⊆ باشیم   ܺ   داشته 

(௡ݐ)ߠ → 1 ⟺ ௡ݐ → 0.   
)θ3  ݎ) عددي حقیقی مانند ∈ و عددي مانند    (0,1)

ℓ ∈   طوري کهوجود داشته باشند به [∞,0)
݈݅݉
௧→଴శ

ఏ(௧)ିଵ
௧ೝ

= ℓ.  
  

کنید    ]1[:  2-1قضیه   فضاي     (݀,ܺ)فرض  یک 
و   کامل  ܺ:ܶمتري  → خود  ܺ باشد.  -یک  نگاشت 

  فرض کنید تابعی مانند 
ߠ ∈ مانند    ߆ عددي  باشند    (0,1)߳݇و  موجود 

هر   براي  که  شرط    ܺ߳ݕ,ݔبطوري  ݔܶبا  ≠  ݕܶ
  : داریم

((ݕܶ,ݔܶ)݀)ߠ ≤ ௞((ݕ,ݔ)݀)ߠ .  
  

  یک نقطه ثابت یکتا دارد.  ܶدر این صورت، نگاشت  
در این مقاله، با الهام از کار جلیلی و همکاران نگاشت  

ߠ−هاي گرختی  − تعمیم یافته را تعریف و وجود ߙ
و یکتایی نقطه ثابت در فضاهاي متري کامل را براي  

  کنیم.  هایی بررسی میچنین نگاشت
 
  . نتایج اصلی2

کنید   توابع    Θᇱفرض  تمام  :ߠمجموعه  (0,∞) →
) داراي  θ2) و (θ1شرایط (باشدکه علاوه بر  (∞,1)

  ) باشند: θ3خاصیت زیر بجاي شرط ( 
')θ3 تابعی پیوسته باشد.  ߠ) تابع  

توابع   دسته  که  کنید  خانواده    ᇱ߆توجه  از  متفاوت 
تابع  می  ߆توابع   نمونه،  براي  (ݐ)ߠباشد.  = ݁௧ 

    ߆است اما متعلق به خانواده    ᇱ߆متعلق به خانواده  
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  باشد. همچنین تابع نمی

(ݐ)ߠ = ቐ
݁√௧ ,   0 < ݐ < ଵ

ଶ

݁,       ଵ
ଶ
≤      ݐ

   

  
خانواده   به  به   ߆متعلق  متعلق  تابع  این  اما  است 

  باشد. نمی ᇱ߆خانواده توابع 
  

یک فضاي متري     (݀,ܺ)فرض کنید    :1-2تعریف  
نگاشت   ܺ:ܶباشد.  → گرختی    ܺ نگاشت  یک  را 

ߠ − هرگاه-ߙ گوییم  یافته  ܺ:ߙتوابع   تعمیم  ×
ܺ → ߚ ،  ∞ ∈ ोߠ و ∈ وجود داشته باشند به   ᇱ߆

,ݔطوري که براي هر  (ݕ,ݔ)ߙبا شرایط   ܺ߳ݕ ≥ 1,
ݔܶ ≠   ، داشته باشیم ݕܶ

 ൯(ݕܶ,ݔܶ)݀(ݕ,ݔ)ߙ൫ߠ

≤ ቀߠ൫(ݕ,ݔ)ܯ൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

,                           )1(  
      

  که در آن  
(ݕ,ݔ)ܯ =
  .{(ݔܶ,ݕ)݀,(ݔܶ,ݔ)݀,(ݕ,ݔ)݀}ݔܽ݉

  
کنید   باشد،    (݀,ܺ)فرض  متري  فضاي    یک 
ܶ:ܺ → ܺ:ߙیک نگاشت و    ܺ × ܺ → یک تابع    ∞

شود، هرگاه به پیوسته نامیده می-ߙ، ܶباشد. نگاشت 
دنباله   هر  هر    ܺدر    {௡ݔ}ازاي  ازاي  به  ،  ݊ که 

,௡ݔ)ߙ (௡ାଵݔ ≥   و 1
݈݅݉௡→ஶ݀(ݔ௡, (ݖ = 0,  

 
  نتیجه شود که

݈݅݉௡→ஶ݀(ܶݔ௡,ܶݖ) = 0.  
  

منظم نامیده می  -ߙ، (݀,ܺ)همچنین، فضاي متري  
که به ازاي    ܺدر   {௡ݔ}شود، هرگاه به ازاي هر دنباله 

,௡ݔ)ߙ، ݊  هر (௡ାଵݔ ≥   و 1
݈݅݉௡→ஶ݀(ݔ௡, (ݖ = 0  

  
,௡ݔ)ߙ،  ݊ نتیجه شود که به ازاي هر   (ݖ ≥ 1.   

شود هرگاه پذیرفتنی مثلثی نامیده می-ߙ، ܶنگاشت  
,ݕ,ݔپذیرفتنی بوده و براي هر  -ߙ، نگاشتی  ܶ   ،ܺ߳ݖ

൜ߙ
(ݕ,ݔ) ≥ 1,
,ݕ)ߙ (ݖ ≥ 1   ⟹ ,ݔ)ߙ (ݖ ≥ 1.  

  
فرض کنید  1-2قضیه   متري    (݀,ܺ):  فضاي  یک 

و   ܺ:ܶکامل  → گرختی    ܺ نگاشت  ߠیک  − -ߙ
این، فرض کنید شرایط   بر  باشد. علاوه  یافته  تعمیم 

  زیر برقرار باشند:
مانند   . ١ به   ܺ߳ ଴ݔعنصري  باشد  داشته  وجود 

(଴ݔܶ,଴ݔ)ߙطوري که  ≥ 1  . 
 پذیرفتنی مثلثی باشد. -ߙ  ܶ،نگاشت  . ٢
متري -ߙ  ܶ،نگاشت   . ٣ فضاي  یا  باشد    پیوسته 

 منظم باشد. -ߙ، (݀,ܺ)
یک نقطه ثابت دارد. علاوه   ܶدر این صورت، نگاشت 

داشته باشیم    ݕ,ݔبراین، اگر به ازاي هر دو نقطه ثابت  
(ݕ,ݔ)ߙ ≥ منحصر    ܶ ه نقطه ثابت نگاشت، آنگا1

  بفرد است. 
وجود دارد   ܺ߳ ଴ݔبنا به فرض عنصري مانند   اثبات:

(଴ݔܶ,଴ݔ)ߙطوري که  به ≥ را    ௡ఢℕ{௡ݔ}. دنباله  1
  کنیم: به روش زیر تعریف می

௡ାଵݔ = ,௡ݔܶ ݊߳ℕ⋃{0}.  
  

ازاي هر  -ߙ،  ܶچون نگاشت   به  لذا  پذیرفتنی است، 
݊߳ℕ⋃{0}  ݔ)ߙ، داریم௡, (௡ାଵݔ ≥ . اگر به ازاي  1
  داشته باشیم  ℕ⋃{0}߳݊ حداقل یک  

௡ݔ =   ,௡ାଵݔ
  

است و چیزي     ܶیک نقطه ثابت نگاشت    ௡ݔآنگاه،  
کنید   فرض  نداریم.  اثبات  هر  براي  ازاي  به 

 ݊߳ℕ⋃{0}  داشته باشیم  
௡ݔ ≠   .௡ାଵݔ

  
  داریم: ℕ⋃{0}߳݊ )، به ازاي هر  1بنا به نامساوي (

,௡ାଵݔ)݀)ߠ   ((௡ାଶݔ
≤ ,௡ݔ)ߙ൫ߠ   ൯(௡ାଵݔܶ,௡ݔܶ)݀(௡ାଵݔ
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≤ ቀߠ൫ݔ)ܯ௡, ௡ାଵ)൯ቁݔ
ఉ൫ௗ(௫೙,௫೙శభ)൯

,  
  

  که در آن  
,௡ݔ)ܯ (௡ାଵݔ =

ݔܽ݉ ൜݀
,௡ݔ) (௡ݔܶ,௡ݔ)݀,(௡ାଵݔ

(௡ݔܶ,௡ାଵݔ)݀, ൠ  

= ,௡ݔ)݀   .(௡ାଵݔ
  

  داریم:  ℕ⋃{0}߳݊ بنابراین، به ازاي هر  
,௡ାଵݔ)൫݀ߠ ௡ାଶ)൯ݔ  ≤

ቀߠ൫݀(ݔ௡, ௡ାଵ)൯ቁݔ
ఉ൫ௗ(௫೙,௫೙శభ)൯

 ≤
,௡ݔ)൫݀ߠ ) ௡ାଵ)൯                                                 )3ݔ  

  
  شود که از نامساوي فوق نتیجه می

,௡ݔ)݀)ߠ}   {((௡ାଵݔ
 

یک دنباله نزولی است. بنابراین، عددي حقیقی مانند  
ݎ ≥   طوري کهوجود دارد به  0

݈݅݉௡→ஶݔ)݀)ߠ௡ , ((௡ାଵݔ =   .ݎ
 

ݎنشان می دهیم که   = ݎ. فرض کنید  1 > با  1  .
  ) داریم  3حد گیري از طرفین نامساوي (

ݎ ≤   .௟௜௠௦௨௣೙→ಮఉ൫ௗ(௫೙,௫೙శభ)൯ݎ
 

  بنابراین، 
,௡ݔ)൫݀ߚ௡→ஶ݌ݑݏ݈݉݅ ௡ାଵ)൯ݔ = 1.  

  
اي  توان نتیجه گرفت که زیر دنبالهاز رابطه فوق می

  مانند 
{݀൫ݔ௡೔   {௡೔ାଵ൯ݔ,

 
  وجود دارد بطوریکه  

݈݅݉௡→ஶߚ ቀ݀൫ݔ௡೔ , ௡೔ାଵ൯ቁݔ = 1.  
  

گیریم  نتیجه می ߚ هاي موجود در موردبنا به فرض
  که 

݈݅݉௜→ஶ݀൫ݔ௡೔ , ௡೔ାଵ൯ݔ = 0                              )4 (  

  )، θ2بنا به شرط ( 
݈݅݉௜→ஶߠ ቀ݀൫ݔ௡೔ , ௡೔ାଵ൯ቁݔ = 1.                  )5(  

  
ݎکه با   > ݎدر تناقض است. لذا   1 = و در نتیجه    1

݈݅݉௜→ஶ݀(ݔ௡, (௡ାଵݔ = می0 نشان  حال  دهیم  . 
یک دنباله کوشی است. فرض کنید   {௡ݔ}که دنباله  

مانند   حقیقی  عددي  صورت،  این  در  نباشد.  چنین 
ߝ >   و زیر دنباله   0

  {௡೔ݔ}
  

  وجود دارند بطوریکه  
∀݅ ∈ ℕ: ݀൫ݔ௡೔ , ௠೔൯ݔ ≥ .ߝ   )5(   

  
هر   ازاي  به  کنید  اندیسی    ௜݉،  ݅فرض  کوچکترین 

که   ௜݉باشد  ≥ ݊௜  ) رابطه  ان  ازاي  به  برقرار  5و   (
  است. لذا،  

∀݅ ∈ ℕ:  ݀൫ݔ௡೔ , ௠೔ିଵ൯ݔ <   .ߝ
 ،݅حال، به ازاي هر 

ߝ ≤ ݀൫ݔ௡೔ , ௠೔൯ݔ ≤ ݀൫ݔ௡೔ ௠೔ିଵ൯ݔ,       +
݀൫ݔ௠೔ିଵ, ௠೔൯ݔ ≤ ߝ + ݀൫ݔ௠೔ିଵ,   .௠೔൯ݔ

 
گیریم  با حد گیري از طرفین نامساوي فوق نتیجه می

  که 
݈݅݉௜→ஶ݀൫ݔ௡೔ , ௠೔ାଵ൯ݔ =   .ߝ

  
  همچنین، 

݀൫ݔ௡೔ , ௠೔൯ݔ − ݀൫ݔ௡೔ , ௡೔ାଵ൯ݔ −
݀൫ݔ௠೔ , ௠೔ାଵ൯ݔ  ≤ ݀൫ݔ௡೔శభ ,   ௠೔ାଵ൯ݔ
≤ ݀൫ݔ௡೔ , ௡೔ାଵ൯ݔ + ݀൫ݔ௡೔ , ௠೔൯ݔ +
݀൫ݔ௠೔ ,   .௠೔ାଵ൯ݔ

  
نتیجه می فوق  نامساوي  از طرفین  شود  با حدگیري 

  که 
݈݅݉௜→ஶ݀൫ݔ௡೔ାଵ, ௠೔ାଵ൯ݔ =   .ߝ

  
  از طرفی، 

ߠ ቀ݀൫ݔ௡೔ାଵ,      ௠೔ାଵ൯ቁݔ
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≤ ൬ߠ ቀ݀൫ݔ௡೔ , ௠೔൯ቁ൰ݔ
ఉ൬ௗቀ௫೙೔,௫೘೔ቁ൰

.   

  
گیریم  با حد گیري از طرفین نامساوي فوق نتیجه می

  که 
1 <    (ߝ)ߠ
≤ ൫(ߝ)ߠ൯௟௜௠௦௨௣೔→ಮఉ൬ௗቀ௫೙೔,௫೘೔ቁ൰.  

  
  بنابراین، 

ߚ௜→ஶ݌ݑݏ݈݉݅ ቀ݀൫ݔ௡೔ , ௠೔൯ቁݔ = 1.  
  

اي  توان نتیجه گرفت که زیر دنبالهاز رابطه فوق می
  مانند

{݀ ቀݔ௡೔ೖ ௠೔ೖݔ,
ቁ}௞ఢℕ  

 
  وجود دارد بطوریکه  

݈݅݉௞→ஶߚ ൬݀ ቀݔ௡೔ೖ , ௠೔ೖݔ
ቁ൰ = 1.  

  
  شود که نتیجه می β بنا به خواص تابع

݈݅݉௞→ஶ݀ ቀݔ௡೔ೖ , ௠೔ೖݔ
ቁ = 0.   

  
) رابطه  با  فوق  دنباله  5مطلب  لذا،  است.  متناقض   (

متري   {௡ݔ} فضاي  چون  است.  کوشی  دنباله  یک 
مانند    (ܦ,ݔ) عنصري  لذا  است،  وجود    ܺ߳ݖکامل 

  دارد بطوریکه 
݈݅݉௡→ஶ݀(ݔ௡, (ݖ = 0.  

  
است.   ܶیک نقطه ثابت نگاشت   zدهیم که  نشان می

  پیوسته باشد، آنگاه- ߙ،ܶاگر نگاشت  
(ݖܶ,ݖ)݀ = ݈݅݉௡→ஶ݀(ݔ௡ାଵ,ܶݖ) =
݈݅݉௡→ஶ݀(ܶݔ௡,ܶݖ) = 0.  

  
௡ݔܶمنظم باشد. اگر  -ߙ،  ܺفرض کنید   ≠   ، آنگاهݖܶ

    ൯(ݖܶ,௡ݔܶ)൫݀ߠ

≤ ቀߠ൫ݔ)ܯ௡, ൯ቁ(ݖ
ఉ൫ௗ(௫೙,௭)൯

  
< ,௡ݔ)ܯ൫ߠ   .൯(ݖ

  و لذا
(ݖܶ,௡ݔܶ)  < ,௡ݔ)ܯ   .(ݖ

  
௡ݔܶاگر  =   ، آنگاه  ݖܶ

(ݖܶ,௡ݔܶ)݀ = 0 ≤ ,௡ݔ)ܯ   .(ݖ
 

هر ازاي  به  حال،  هر  (ݖܶ,௡ݔܶ)݀  ،݊  در  ≤
,௡ݔ)ܯ   بنابراین،  . (ݖ

(ݖܶ,ݖ)݀ = ݈݅݉௡→ஶ݀(ݔ௡ାଵ,ܶݖ)  
= ݈݅݉௡→ஶ݀(ܶݔ௡,ܶݖ)  
≤ ݈݅݉௡→ஶݔ)ܯ௡ , (ݖ = 0.  

  
ݖلذا،   = رابطه ݖܶ از  راحتی  به  ثابت  . یکتایی نقطه 

  شود.  ) نتیجه می 1(
هر   ازاي  به  ,ݔچون  (ݕ,ݔ)݀داریم    ܺ߳ݕ ≤

  ، بنابراین نتیجه زیر را داریم (ݕ,ݔ)ܯ
  

کنید  :  2-2نتیجه متري    (݀,ܺ)فرض  فضاي  یک 
ܺ:ܶکامل و   →  یک نگاشت باشد به طوري که  ܺ

ܺ:ߙتوابع   × ܺ → ߚ ،∞ ∈ ो    ߠو ∈ وجود   ᇱ߆
,ݔداشته باشند بطوریکه براي هر     با شرایط  ܺ߳ݕ

(ݕ,ݔ)ߙ ≥ ݔܶ,1 ≠   ݕܶ
  

  داشته باشیم 
൯(ݕܶ,ݔܶ)݀(ݕ,ݔ)ߙ൫ߠ ≤

ቀߠ൫݀(ݕ,ݔ)൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

.  
 

  این، فرض کنید شرایط زیر برقرار باشند: علاوه بر 
مانند   )1 ∋ ଴ݔعنصري  به    ܺ باشد  داشته  وجود 

(଴ݔܶ,଴ݔ)ߙطوري که  ≥ 1  
 پذیرفتنی مثلثی باشد، -ߙ، ܶ  )2
 منظم باشد. -ߙ،  ܺپیوسته یا فضاي  -ߙ ،ܶ )3

یک نقطه ثابت دارد. علاوه   ܶدر این صورت، نگاشت 
ثابت   نقطه  دو  هر  ازاي  به  اگر  این،  داشته    ݕ,ݔبر 

  . باشیم
(ݕ,ݔ)ߙ ≥ ثابت نگاشت1 منحصر  ܶ ، آنگاه نقطه 

  بفرد است. 
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یک فضاي متري     (݀,ܺ)فرض کنید    :3-2نتیجه
و   ܺ:ܶکامل  → به  ܺ باشد  نگاشت  که یک    طوري 

ߚتوابع   ∈ ो    ߠ و ∈ وجود داشته باشند بطوریکه  ᇱ߆
هر   ,ݔبراي  محدودیت    ܺ߳ݕ ݔܶبا  ≠ داشته  ݕܶ  ،

  باشیم 

൯(ݕܶ,ݔܶ)൫݀ߠ ≤ ቀߠ൫݀(ݕ,ݔ)൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

.  
 

  یک نقطه ثابت منحصر بفرد دارد.  Tدر این صورت 
ازاي هر    اثبات: ݕ,ݔ به  ∈ (ݕ,ݔ)ߙنگاشت    ܺ =

  بریم. را بکار می 2-2کنیم و نتیجه را تعریف می 1
  قرار دهیم   3-2توجه کنید که اگر در نتیجه 

(ݐ)ߠ = ݁௧ ,  
 

قضیه   می   1-1آنگاه  دست  به  گرختی)  آید،  (قضیه 
یعنی، نتیجه ما تعمیمی از قضیه گرختی است. مثال  

دهد که نتیجه ما تعمیمی واقعی از قضیه  زیر نشان می
  گرختی است. 

  
ܺفرض کنید  : 2-2مثال  = {ܽ, ܾ, را به  ݀. متر {ܿ

  گیریم در نظر می ܺزیر روي صورت 
݀(ܽ,ܽ) = ݀(ܾ, ܾ) = ݀(ܿ, ܿ) = 0,  
݀(ܽ, ܾ) = ଵ

ଶ
,݀(ܾ, ܿ) = ଵ

ଷ
,݀(ܽ, ܿ) = ହ

଺
.  

  
ܺ:ܶتابع  →   کنیم: را به صورت زیر تعریف می ܺ

ܶ = ቀܽ ܾ ܿ
ܿ ܾ ܾ

ቁ.  

  
ܺ:ߙهمچنین   × ܺ → زیر در نظر  را به  ∞ صورت 

  گیریم: می

(ݕ,ݔ)ߙ = ቐ
(ݕ,ݔ)   ,1 ∈ ൜

(ܾ, ܾ), (ܽ, ܿ)
, (ܿ, ܾ), (ܽ, ܾ)ൠ ,

سایر جاها                                    ,0
  

 
می راحتی  نگاشت  به  که  کرد  بررسی    -ߙ،  ܶ توان 

  
توابع   ߚپذیرفتنی مثلثی است.  ∈ ो    ߠو ∈ را   ᇱ߆

 نیز به صورت 

(ݐ)ߚ = ݁ି
య
మ௧ , (ݐ)ߠ = 1 +   ଶݐ

  
ݕ,ݔحال فرض کنید  در نظر بگیرید.   ∈ بطوریکه    ܺ

(ݕ,ݔ)ߙ ≥ 1, ݔܶ ≠ صورت،  .ݕܶ این   در 
(ݕ,ݔ) = (ܽ, ,ܽ) یا (ܾ (ݕ,ݔ)اگر    .(ܿ = (ܽ, ܾ) ،

  ،آنگاه
,ݔܶ)݀(ݕ,ݔ)ߙ൫ߠ   ൯(ݕܶ
= ൯(ݕܶ,ݔܶ)൫݀ߠ = ൫݀(ܶܽ,ܾܶ)൯ߠ =

,ܿ)൫݀ߠ ܾ)൯ = 1 + ቀଵ
ଷ
ቁ
ଶ
≤ (1 + (1/

2)ଶ)௘
షቀయమቁቀ

భ
మቁ ≤ ቀߠ൫݀(ܽ, ܾ)൯ቁ

ఉ൫ௗ(௔,௕)൯
 .  

  
(ݕ,ݔ)اگر  = (ܽ,   ، آنگاه(ܿ

൯(ݕܶ,ݔܶ)݀(ݕ,ݔ)ߙ൫ߠ = ൯(ݕܶ,ݔܶ)൫݀ߠ =
൫݀(ܶܽ,ܶܿ)൯ߠ = ,ܿ)൫݀ߠ ܾ)൯ = 1 +

(ଵ
ଷ
)ଶ ≤ (1 + (ହ

଺
)ଶ)௘

ష(యమ)(ఱల)
≤

ቀߠ൫݀(ܽ, ܿ)൯ቁ
ఉ൫ௗ(௔,௖)൯

.  
  

= ଴ݔهمچنین، به ازاي     داریم   ܽ
(଴ݔܶ,଴ݔ)ߙ = ,ܽ)ߙ ܿ) ≥ 1.  

  
می راحتی  متري به  فضاي  که  کرد  بررسی    توان 

  2-2منظم است. لذا، تمام شرایط نتیجه  -ߙ، (݀,ܺ)
نگاشت   پس  است.  ثابت    ܶبرقرار  نقطه  یک  داراي 

(ܾ)ܶکنیم که  منحصر بفرد است. ملاحظه می = ؛  ܾ
است. توجه   ܶیک نقطه ثابت نگاشت    ܾیعنی، نقطه  

نمی مثال  این  در  که  را  کنید  گرختی  نگاشت  توان 
(ݕ,ݔ)،بکار برد، زیرا به ازاي   مستقیماً = (ܽ, ܾ)  

݀(ܶܽ,ܾܶ) = ݀(ܿ, ܾ)  

= ଵ
ଷ

> ଵ
ଶ
݁ିቀ

య
మቁቀ

భ
మቁ  

= ݀(ܽ, ,ܽ)൫݀ߚ(ܾ ܾ)൯.  
  
 نتایج نقطه ثابت در فضاهاي متري مرتب  . ٣

انقباضی   شرایط  روي  محققان  از  بسیاري  اخیرا، 
مختلف در فضاهاي متریک کامل مجهز به یک ترتیب 
جزئی تمرکز کرده و نتایج نقطه ثابت متفاوتی را در 
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اند. براي جزئیات بیشتر  چنین فضاهایی بدست آورده
مقایسه  آنها،  کاربردهاي  ثابت،  نقطه  نتایج  مورد  در 

نتایج  و  مختلف  انقباضی  در    شرایط  دیگر  وابسته 
  ]4-17[فضاهاي متریک مرتب خواننده را به منابع  

  دهیم. ارجاع می
  

کنید  :  1-3نتیجه فضاي     (≽,݀,ܺ)فرض  یک 
ܺ:ܶمتري مرتب جزئی کامل و   → یک نگاشت    ܺ

کنید  فرض  ߚتوابع   باشد  ∈ ो    ߠ و ∈ وجود ᇱ߆
,ݔداشته باشند بطوریکه براي هر   ݔبا شرایط    ܺ߳ݕ ≼

ݔܶ  و  ݕ ≠   داشته باشیم  ݕܶ

൯(ݕܶ,ݔܶ)൫݀ߠ ≤ ቀߠ൫(ݕ,ݔ)ܯ൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

.  
 

  علاوه بر این، فرض کنید شرایط زیر برقرار باشند: 
مانند   )1 ∋ ଴ݔعنصري  به    ܺ باشد  داشته  وجود 

଴ݔطوري که  ≼ ଴ݔܶ ,  
 نانزولی باشد، ، نگاشتی ܶ )2
در   )3 صعودي  دنباله  هر  ازاي  که   ܺبه 

݈݅݉௡→ஶ ௡ݔ =  داشته باشیم  ݖ
݈݅݉௡→ஶ ௡ݔܶ =   .ݖܶ

  
یک نقطه ثابت دارد. علاوه   ܶدر این صورت، نگاشت 

قابل مقایسه    ܶبراین، اگر هر دو نقطه ثابت نگاشت  
  منحصر بفرد است.   ܶباشند، آنگاه نقطه ثابت  

  
کنید    : 2-3نتیجه فضاي     (≽,݀,ܺ)فرض  یک 

ܺ:ܶمتري مرتب جزئی کامل و   → یک نگاشت    ܺ
ߚباشد. همچنین، فرض کنید توابع   ∈ ो   ߠو ∈  ᇱ߆

براي هر   باشند بطوریکه  ,ݔوجود داشته  ݕ ∈ با   ܺ
ݔشرایط   ≼ ݔܶ و ݕ ≠   داشته باشیم  ݕܶ

൯(ݕܶ,ݔܶ)൫݀ߠ ≤ ቀߠ൫݀(ݕ,ݔ)൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

.  
  علاوه بر این، فرض کنید شرایط زیر برقرار باشند:  

وجود داشته باشد به طوري   ܺ߳ ଴ݔعنصري مانند   )1
଴ݔکه  ≼ ଴ݔܶ ,  

 نانزولی باشد، ، T) نگاشت  2

در  )  3 صعودي  دنباله  هر  ازاي  که   ܺبه 
݈݅݉௡→ஶ ௡ݔ = داشته باشیم    ݊، آنگاه به ازاي هر ݖ

. ௡ݔ ≼  ݖ
یک نقطه ثابت دارد. علاوه   ܶدر این صورت، نگاشت 

قابل مقایسه باشند،    ܶاین، اگر هر دو نقطه ثابت    بر
  منحصر بفرد است.  ܶ  آنگاه نقطه ثابت نگاشت

  
  کاربرد در فضاهاي متریک گرافیک   . ۴

فرض  ،  ]11[همانند کار انجام شده توسط یاچیمسکی  
قطر حاصلضرب    ߗیک فضاي متري و    (݀,ܺ)  کنید

ܺدکارتی   × مستقیم    ܺ گراف  نظر    ܩباشد.  در  را 
آن   در  که  (ܩ)ܸبگیرید  = از  ܺ منظور    (ܩ)ܸ. 

است. همچنین، فرض کنید   ܩمجموعه رئوس گراف  
باشد که شامل تمام    ܩهاي گراف  مجموعه یال  (ܩ)ܧ
⊇ ߗ نیز هست، یعنی،   ܩهاي گراف طوقه . (ܩ)ܧ 

گراف   کنید  نباشد.    ܩفرض  موازي  یال  هیچ  داراي 
گراف   مرتب    ܩبنابراین،  زوج  بصورت  را 

 گیریم.  در نظر می ((ܩ)ܧ,(ܩ)ܸ)
  

یک فضاي متري     (݀,ܺ)فرض کنید    :1-5تعریف  
نگاشت   باشد.  ܺ:ܶگرافیک  → نگاشت    ܺ یک  را 

ߠگرختی   − ߚتوابع   تعمیم یافته گوییم هرگاه -ܩ ∈
ो  ߠ و ∈ طوري که براي  وجود داشته باشند به ᇱ߆

,ݔهر   (ݕ,ݔ)  با شرایط  ܺ߳ݕ ∈ ݔܶ و(ܩ)ܧ  ≠ ،  ݕܶ
  داشته باشیم 

൯(ݕܶ,ݔܶ)൫݀ߠ ≤ ቀߠ൫(ݕ,ݔ)ܯ൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

,  
  

  که در آن  
(ݕ,ݔ)ܯ =
  .{(ݔܶ,ݕ)݀,(ݔܶ,ݔ)݀,(ݕ,ݔ)݀}ݔܽ݉

  
کنید   متري   (݀,ܺ)فرض  فضاي   گرافیک،  یک 

  

ܶ:ܺ → پیوسته  -ܩ، ܶیک نگاشت باشد. نگاشت   ܺ
 ܺدر    {௡ݔ}شود، هرگاه به ازاي هر دنباله  نامیده می

௡ݔ)،  ݊ که به ازاي هر (௡ାଵݔ, ∈   داشته باشیم ،  (ܩ)ܧ
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݈݅݉௡→ஶ݀(ݔ௡, (ݖ = 0    ⟹
   ݈݅݉௡→ஶ݀(ܶݔ௡,ܶݖ) = 0.   

  
متر فضاي  منظم  -ܩ،   (݀,ܺ)گرافیک   همچنین، 

 ܺدر   {௡ݔ}نامیده می شود، هرگاه به ازاي هر دنباله  
,௡ݔ)،  ݊که به ازاي هر  (௡ାଵݔ ∈   و (ܩ)ܧ

݈݅݉௡→ஶ݀(ݔ௡, (ݖ = 0,   
  

,௡ݔ)،  ݊ آنگاه، به ازاي هر  (ݖ  ∈  ܶ،. نگاشت  (ܩ)ܧ
می -ܩ نامیده  مثلثی  هرگاه  پذیرفتنی  ، ܶنگاشتشود 
,ݕ,ݔپذیرفتنی بوده و براي هر  -ܩ ݖ ∈ ܺ،  

൜
(ݕ,ݔ) ∈ ,(ܩ)ܧ
,ݕ) (ݖ ∈ (ܩ)ܧ   ⟹ ,ݔ) (ݖ ∈   .(ܩ)ܧ

  
کنید  1-5قضیه   فرض  متري   (݀,ܺ):  فضاي  یک 

و   کامل  ܺ:ܶگرافیک  → گرختی    ܺ نگاشت  یک 
ߠ − تعمیم یافته باشد. علاوه براین، فرض کنید  -ܩ

  شرایط زیر برقرار باشند:
مانند   . ١ ∋ ଴ݔعنصري  به    ܺ باشد  داشته  وجود 

(଴ݔܶ,଴ݔ)طوري که  ∈   ،(ܩ)ܧ 
 پذیرفتنی مثلثی باشد، -ܩ  ܶ،نگاشت  . ٢
متري -ܩ  ܶ،نگاشت   . ٣ فضاي  یا  باشد    پیوسته 

 (ܺ,݀ ،G- .منظم باشد 
یک نقطه ثابت دارد. علاوه بر   ܶنگاشت در این صورت،  

داشته باشیم   ݕ,ݔاین، اگر به ازاي هر دو نقطه ثابت  
(ݕ,ݔ) ∈ منحصر    ܶ، آنگاه نقطه ثابت نگاشت (ܩ)ܧ

  بفرد است. 
ܺ:ߙنگاشت    :اثبات × ܺ → را به صورت   (∞,0]

  گیریم: زیر در نظر می

(ݕ,ݔ)ߙ = ቊ
ݕ,ݔ                ,1 ∈ (ܩ)ܧ
   سایر جاها                       ,0

  
  بریم. را بکار می 1-2و قضیه 

  کاربرد در حل مسائل مقدار مرزي متناوب . ۵
  مسأله مقدار مرزي متناوب زیر را در نظر بگیرید 

൜ݔ
ᇱ(ݐ) = ,ݐ)݂ ݔ        ,(ݐ)ݔ ∈ [0,ܶ]
(0)ݔ = ) 6(                                           .(ܶ)ݔ  

ܺفرض کنید  = مجموعه تمام توابع    (ℝ,[ܶ,0])ܥ
دامنه   با  پیوسته  مقدار  ܫحقیقی  = باشد.    [ܶ,0]

که   است  متر    ܺواضح  (ݕ,ݔ)݀با  = ݔ‖ −  ஶ‖ݕ
توان   می  همچنین،  است.  کامل  متري  فضاي  یک 

 را با ترتیب جزئی زیر مجهز کرد.   ܺفضاي 
ݔ ≼ ݕ ⟺ (ݐ)ݔ ≤ ,(ݐ)ݕ ݐ∀ ∈ [0,ܶ].  

  
با نمادهاي فوق فرض کنید اعداد حقیقی    :1-4قضیه

ߣ > 0, ଵߤ > 0, ଶߤ > وجود دارند بطوریکه به    0
ݕ,ݔازاي هر   ∈ ݔبامحدودیت     (ℝ,[ܶ,0])ܥ ≼  ݕ

  داشته باشیم 
,ݐ)݂| (ݐ)ݔ + (ݐ)ݔߣ − (ݐ)ݕ,ݐ)݂ −   |(ݐ)ݕߣ
≤ 1)]ߣ + (ݐ)ݔ| − ‖ఓభ)௘షഋమ‖ೣష೤|(ݐ)ݕ −

1]
భ
ഋభ .  

  
  کنید شرایط زیر برقرار باشند: همچنین، فرض 

 طوري که  وجود دارد به ܺ߳ ଴ݔعنصر  )1(
(ݐ)଴ݔ ≤ ∫ ,ݐ)ܩ ,ݏ൫ܨ(ݏ ்ݏ൯݀(ݏ)଴ݔ

଴   
  

  که در آن

,ݐ)ܩ (ݏ = ቐ
௘ഊ(೅శೞష೟)

௘ഊ೅షభ
, 0 ≤ ݏ ≤ ݐ ≤ ܶ,

௘ഊ(ೞష೟)

௘ഊ೅షభ
,     0 ≤ ݐ ≤ ݏ ≤ ܶ.  

  )7(   

  
  نسبت به مولفه دوم نا نزولی است.  ܨ )2(

  ) داراي یک جواب است. 6در این صورت مسأله (
  توان نوشت را به صورت زیر می )6( مسألهاثبات: 

൜ݔ
ᇱ(ݐ) + (ݐ)ݔߣ = ,ݐ)ܨ ݐ   ,(ݐ)ݔ ∈ [0,ܶ]
(0)ݔ =                                                .(ܶ)ݔ

  
  که در آن  

,ݐ)ܨ (ݐ)ݔ = ,ݐ)݂ (ݐ)ݔ +   .(ݐ)ݔߣ
جواب معادله فوق    (ݐ)ݔمی دانیم که   ]22[از مرجع  

  است اگر و تنها اگر جوابی از معادله انتگرالی زیر باشد 
(ݐ)ݔ = ∫ ,ݐ)ܩ ்(ݏ

଴ ,ݏ)ܨ    ,ݏ݀(ݏ)ݔ
ݐ ∈ [0,ܶ]                                                               )8(  
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,ݐ)ܩکه در آن حال   مطابق مقدار داده شده در    (ݏ
  ) است. نگاشت  7رابطه (

(ℝ,[ܶ,0])ܥ:ܶ →   (ℝ,[ܶ,0])ܥ
  

  کنیم:را به صورت زیر تعریف می
(ݐ)ݔܶ = ∫ ,ݐ)ܩ ்(ݏ

଴ ,ݏ)ܨ   .ݏ݀(ݏ)ݔ
  

) معادل وجود نقطه ثابت  5وجود جواب براي معادله (
تعریف شده به صورت فوق است. توابع   ܶ براي نگاشت  

ߚ ∈ ो  ߠ و ∈   را نیز به صورت ᇱ߆
(ݐ)ߚ = ݁ିఓమ௧ (ݐ)ߠ  و   = 1 + ఓభݐ   

  
∫گیریم. توجه کنید که  درنظر می ,ݐ)ܩ ்ݏ݀(ݏ

଴ = ଵ
ఒ
. 

ݕ,ݔبه ازاي هر   ∈ ݔکه     (ℝ,[ܶ,0])ܥ ≼  داریم:   ݕ
(ݐ)ݔܶ|) − ఓభ(|(ݐ)ݕܶ =
ቚ∫ ,ݐ)ܩ ,ݏ൫ܨ)(ݏ ൯(ݏ)ݔ −்
଴

ቚ ݏ݀((ݏ)ݕ,ݏ)ܨ
ఓభ
≤

(∫ ,ݐ)ܩ ,ݏ൫ܨห(ݏ ൯(ݏ)ݔ − ்ݏห݀(ݏ)ݕ,ݏ)ܨ
଴ )ఓభ  

≤ ቀ∫ ,ݐ)ܩ ்ݏ݀(ݏ
଴ ቁ

ఓభ
ఓభ[(1ߣ + (ݐ)ݔ‖) −

‖ఓభ)௘షഋమ‖ೣష೤(‖(ݐ)ݕ − 1] =

ቀߠ൫݀(ݕ,ݔ)൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

− 1.  
  

روي  فوق  رابطه  طرفین  از  گرفتن  سوپریمم    با 
ݐ ∈   شود کهنتیجه می.  [ܶ,0]

ݔܶ‖ − ఓభ‖ݕܶ ≤ ቀߠ൫݀(ݕ,ݔ)൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

−
1.  

 
  لذا،

൯(ݕܶ,ݔܶ)൫݀ߠ = 1 + ݔܶ‖ − ఓభ‖ݕܶ ≤

ቀߠ൫݀(ݕ,ݔ)൯ቁ
ఉ൫ௗ(௫,௬)൯

.  
  

଴ݔعنصري مانند  ،  )1بنا به شرط (  ∈ وجود دارد    ܺ
଴ݔبه طوري که   ≼ )،  2همچنین بنا به شرط (  ଴ݔܶ

 ]6نانزولی است. همچنین، بنا به مرجع [  ܶنگاشت  
 ) نتیجه  3شرط  برقرار    3-2)،  تمام  نیز  لذا،  است. 

برقرار است. پس بنا به این نتیجه،    2-3شرایط نتیجه 
با    Tنگاشت   معادل  که  است  ثابت  نقطه  یک  داراي 

)  6) و در نتیجه معادله (7وجود جواب براي معادله (
  است. 
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