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لیوویل بیان كرد. -توان به كمک معادلات  استورمجابجایی و حركت سدهاي خاكی در زمان وقوع زمین لرزه را می

معادله  ،باشند. در تحقیق حاضرها میگونه مسئلههاي تحلیلی و عددي ابزارهاي مفید و مناسب براي حل اینروش

حركت  و جابجایی سد خاكی  وقتی كه  فشاري به صورت 
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 مقدمه -3
 

د رفتار  نتوانقوانین  فیزیک به كمک روابط ریاضی می

 اكنشد. مسئله ونبیان كنمسائل طبیعی را بسیاري از 

 بویژه درایی سدهاي خاكی در شرایط مختلف و جابج

هستند كه  ها از جمله مسائلیزمان وقوع زمین لرزه

توان آن را به صورت یک مسئله مقدار مرزي بیان می

در این (. 4002،1 منابع )ببینید و مطالعه كرد

كار رفته در جنس مواد به شکل هندسی و مسئله، 

گذار در لرزش و و تاثیر تواند از عوامل مهمسد می

 دسوارده بر جابجایی باشد. در كنار این عوامل، فشار 

 كرنشضریب)استاندارد( و با استفاده از  كهخاكی 

 برشی قابل بیان است، در طرح مدل ریاضی مسئله

 0در كاربه عنوان نمونه باشد. میتعیین كننده 

  نعمتی  و خلیلی نشان دادند كه اگر فشاري به صورت 

yz

u u
G

z t


  
  

  
وارد شود  خاكی سدبر 

باشد لیوویل میمدل ریاضی مسئله یک مدل استورم

-. به نوعی میگرددكه طیف در عملگر آن ظاهر می

توان گفت كه مدل ریاضی این مسئله به صورت 

نشان نیز 2ها در مطالعه آن باشد.می معادله پنسیل

yz فشاردادند كه با در نظر گرفتن 

u
G

z






 

-كلاسیک استورممعادله حركت سد یک معادله 

را براي این مدل كه مسئله عکس  استلیوویل 

. مطالعه حركت سد دادندبکارگیري و نتایجی ارائه 

بدون  و رحمان توسط دانشمندانی مانند داكولاس

رفته صورت گ نیز لیوویل -بکارگیري معادلات استورم

جواب تحلیلی براي  ،توابع بسلكمک با كه  است

 .41ارائه شده است مسئله 
ل فیزیکی بوجود ئكه در مسا معادلات دیفرانسیلی

اند و حتی اگر راه حل آیند اغلب بسیار پیچیدهمی

 نیاز به محاسبات ،باشدارائه قابل ها آنبراي  یدقیق

معادلات  جواب آوردن ستدب دارد. یدهچپی

 ،دنمرزي صدق كناولیه یا شرایط  دركه ی دیفرانسیل

 .دباشمی فیزیک و مهندسی مهم درموضوعات  یکی از

توسط  هاجواباین ست آوردن دهایی براي بروشلذا 

روش . 0870مطالعه و ارائه شده است  محققین

 تکرار تغییرات VIM  یکی از ابزارهاي مهم در این

باشد كه مورد توجه محققین قرار گرفته زمینه می

 .10121119 است 

تکرار در این مقاله ابتدا مبانی نظري درباره روش 

 تغییرات VIM كنیم. سپس در بخش را بیان می

 جابجاییبعدي جوابی را براي مسئله مطرح شده در 

دهیم. در بخش به كمک این روش ارائه می سد خاكی

 . شودمیآورده  تحقیقپایانی نیز نتیجه 
 

 مباني تئوری -8
 

كنند كه بتوان هاي عددي شرایطی فراهم میروش

هایی كه داراي جواب دقیق براي مسئله جواب تقریبی

روش ، هاروشاین آورد. یکی از ست دبرا  باشندنمی

 تکرار تغییرات عددي VIM باشد كه در كارمی-

-شود و میدیده می و راوي كاند9آلتمتان، هیهاي 

منابع تواند براي مسئله ما كارا باشد )ببینید

با تکرار تابع اصلاح  در این روش(. 10121119 

 توانمی كه شودارائه میجواب  تقریبات متوالی

حل معادلات دیفرانسیل با شرایط اولیه و مرزي را 

 تکرار تغییراتروش . كرد VIM   در لم زیر آورده

  .1011198  شده است

 معادله غیر خطی زیر را در نظر بگیرید: :3-8لم
       ,L u t N u t g t       (1)

به ترتیب عملگرهاي خطی و  Nو  Lدر آن كه 

غیر خطی و  g t باشد. معادله تابع پیوسته می

باشد به كه شاخصه اصلی این روش میانتگرالی زیر

 صورت

   

        
0

1

   ,

n n

t

n n
t

u t u t

L u s N u s g s ds




  
 (2)                                                

https://en.wiktionary.org/wiki/%D9%85%D8%AD%D9%82%D9%82%DB%8C%D9%86


 44                         لیوویل در ارتعاش سد خاكی-براي حل معادلات استورم تکرار تغییراتاستفاده از روش  

  است. در این رابطه  nuو داراي جواب تقریبی 

 با تغییرات محدود یعنیnuمضرب لاكرانژ و

0nu  شود. در نظر گرفته می 

توان جواب دقیق با توجه به می براي مسائل خطی

مضرب لاكرانژ معلوم شده با یک مرحله تکرار بدست 

 آورد.

مسئله مورد  این روش براي حل ،در بخش بعدي

 شود.كار گرفته می به مطالعه در این مقاله
 

 نتايج اصلي -1
 

فشار ارامترهاي مهم در بیان حركت سد، یکی از پ

باشد كه در تعیین این فشار، كرنش وارده  بر آن می

برشی و ضریب )استاندارد( برشی كه با توجه به شکل 

نقش موثر دارند. در واقع فشار وارد  ،سد بیان می شود

بر سد، مهمترین فاكتور در ساخت مدل ریاضی 

دگان، نویسن0 باشد كه در تحقیقمسئله می

 جابجایی سد را وقتی فشاري به صورت

yz

u u
G

z t


  
  

  
شود بررسی بر آن وارد می 

و مطالعه كردند. در این مقاله نشان داده شده است 

كه وقتی چنین فشاري بر سد وارد شود، معادله 

 به فرم جایی آن به صورت یک معادله پنسیلجاب

    1 0      y q z q z y   

  ,       ,   r z y h z H          (0) 

       است كه در آن توابع  
2

0 2

1

4

m
،q z

z


 

 1

1

2

m
q z

z





 ، 
m

s

m

b

H
r z

G z


،  و

2   باشد. همچنین ثابت پارامتر طیفی می

شود كه با توجه به شرایط جابجایی سد در پایه و می

توان ، شرایط مرزي مسئله را میآنفشار آّب در تاج 

 به شکل طیفی و به صورت 

       1 0:     0,U y y h y h      
(0)                                                 

   : 0,                            V y y H  

(4)                                                   

 ازاي به
3

2
0

1

2

m
m

h








  و  

1

2
1

1

2

m

h h


    بیان كرد. به این ترتیب با یک

 از نوع پنسیل و ايلیوویل با معادله-مسئله استورم

 شویم. شرط مرزي طیفی روبرو می

-معادلات به صورت مستقیم و معکوس در كاراین 

هاي اند و جواببررسی و مطالعه شده 10-20هاي

د قصتحلیلی براي آن ارائه شده است. در این مقاله 

به كمک روش تکرار تغییرات داریم   VIM  جواب

بی براي این مسئله بدست آوریم.تقری

 را وقتی كه   (0)معادله دیفرانسیل 0m   باشد، 

 به فرم زیر  

2

1 1
               

2 4
y y

z z


 
   

 



   

  ,          ,s

b

y h z H
G





                  (0)

 شرایط اولیه  . با در نظر گرفتنبگیریددر نظر  

  1y h       1 0y h      

 این معادله جوابی به صورت   

  1 0
0

1 0

( cos   sin  

sin

( )sin   cos  
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)

c ,

h h
y z

z

h h
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     





     





 






 




  (7)  

دارد. با توجه به روش تکرار تغییرات   VIM تابع ،

 زیر  اصلاح 
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 

 

  
  

  

  
   

  








(8) 

 با تغییرات محدود ny ومضرب لاكرانژ كه در آن 

 بنابراین گیریم.  را در نظر می ،فرض شده است
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   

'

2

2

'

2

2
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    .

n n s z

n s z

z

n
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n

n

z

n
h

y z s y s

s y s

d s
s y s ds
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z y z

z y z

d s
s y s ds

ds

  

 


 

 

 


 





 



 

 











 
 
 

 
 
 





 (0) 
 زیر را داریم: از روابط بالا شرایط ایستایی

 
 

   

2

2

'

0,    

0,   1.   

d s
s

ds

z z




 


 


  

    (19)            

بنابراین مضرب لاكرانژ به صورت 

      
1

sin ,z s 


  (11)            

 آید.بدست می

معادله انتگرالی  ،(8)در رابطه  (11)جایگذاري  حال با

 زیر را خواهیم داشت:

   

    

  
 

  
  

1

2

2

2

 

sin z s

sin z s 1

2 4

sin z s
.

n n

z
n

h

z

n
h

z

n
h

y z y z

d y s
ds

ds

y s ds
s s

y s ds





 















 




 
 
 

  
  
  







 (12)

با جایگذاري جواب اولیهبنابراین  0y z (12)در 

 به جواب

  1 0
1

1 0

( cos   sin  

sin  

)

( )sin   cos  

cos

h h
y z

z

h h

z

     





     





 






 




 

  



2

1 0

1 0

sin z s 1

2 4

( cos   sin  

sin

( )sin   cos  

cos ,

)

z

h s s

h h

s

h h

s ds

 



     





     





  
  

 

  





 






 (10)                                                 
 یابیم. دست می

 

توان جواب می  Maple نرم افزار  استفاده از با حال 

 تقریبی زیر را ارائه داد:
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   

 

1

1 0
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( cos   sin  

sin

( )sin   cos  
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1
  2 cos
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)
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1
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z
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     
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

     
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
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 
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
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 
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 
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 



 
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4
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Ci h z
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 

 
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

 
1
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1
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4
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 

 

 
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 



 

 
2

1
(( (2 ) (2 )) cos  

4

2 sin

( 2 sin cos ) sin

(  cos   1) cos )

h Si z h Si h z
h

h Ci z z

h Ci z h h z

h z

    


  

    

 

 



 

  

2

1
(( (2 )    (2 )) sin

4

  (2 ) cos

( (2 ) sin cos )  

cos ).

h Si z h Si h z
h

h Ci z z

h Ci h h h cos z

zsin z

    


  

    

 

 



 



جواب تقریبی  y z 10 به ازايh   ،4 

،0 1 1   آورده شده است 1در  شکل. 

 

 گیرینتیجه -0
 

ویژه معادلات دیفرانسیل علوم ریاضی به كهجاییاز آن

مورد استفاده  قرار  هاي كاربرديتوانند در بحثمی

-یم تا از معادلات استورماهگیرند، ما نیز سعی كرد

ذا كنیم. ل ویل در یک مسئله كاربردي استفادهلیو

واكنش و حركت سدهاي خاكی را مورد مطالعه قرار 

دادیم و با در نظر گرفتن مسئله طیفی معادله 

له از نتایج حاصایم. لیوویل نتایجی ارائه نموده-استورم

هاي مهندسی مربوط به در شاخه دتوانمی مقالهاین 

 .باشداستفاده  قابل خاكی سدهاي

 

 

 
λ جواب تقریبی به ازاي   :3شکل 4 
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