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  شده  اي تظریف کورمیک قطعه آزادسازي مک 

  
  

  3پورکریم ، علی 2، عقیله حیدري*1مریم محمودي
  

  ران ی، تهران، ا4697-19395نور، ص.پ.  امیدانشگاه پ  ،یاضیگروه ر   )2و1(
  دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران  ،گروه مهندسی برق   ) 3(

  
  

  1399/ 02/ 30تاریخ پذیرش مقاله:    30/10/1398تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده 

باشد و حیطه فعالی از  گیري تحت عدم قطعیت میتصمیمریزي چندپارامتریک ابزار ارزشمندي براي  نظریه برنامه
پارامتریک با عدم قطعیت در ضرایب تابع هدف و   سازي چندتحقیقات را به خود اختصاص داده است. اگرچه بهینه

ها تاکنون ارائه شده  هاي گوناگونی براي حل آنها بسیار مورد توجه واقع شده و روشمقادیر سمت راست محدودیت
دم قطعیت در ماتریس ضرایب (به عبارتی سمت چپ) کمتر مورد توجه قرار گرفته است. در این کار یک  است، ع

ها ارائه با عدم قطعیت در محدودیت  (mp-MILP) روش جدید براي حل مسائل چندپارمتریک عدد صحیح مختلط
از   با استفاده  تظریف شده  آزادسازي مکشده است. این روش شامل دو مرحله است که در مرحله اول  کورمیک 

هاي بهبود یافته و تخمین جملات دوخطی،  یابد و در مرحله دوم برپایه این کرانهاي جملات دوخطی بهبود میکران
بدست آمده است. در انتها کارایی روش تقریبی ارائه شده توسط دو مثال مورد بررسی   mp-MILP مدل تقریبی از

این کار در افزارهاي متفاوت تقریب مساله انجام شده و میزان محاسبات لازم براي حل    قرار گرفته است. براي انجام
  .ها مقایسه گردیده استآن
  

کلیدي:واژه  چندپارامتريبرنامه   هاي  برنامه(mp-p)  ریزي  مختلط،  صحیح  عدد  آزادسازي  (MILP)  ریزي   ،
  کورمیک. مک
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  مقدمه -1
سازي یک پدیده فیزیکی با استفاده از معادلات مدل

و  اصول  از  درستی  و  کامل  درك  به  نیاز  ریاضی 
هاي دخیل در مساله مورد مطالعه دارد و بدلیل  پدیده 

سیستم مورد  در  دقیق  دانش  مورد  نداشتن  هاي 
سازي برپایه تعدادي از مفروضات و مطالعه، این مدل

دلیل جواب بدست  باشد و به همین ها میسازيساده
تواند با عدم قطعیت همراه باشد. آمده از معادلات می

سازي با  هاي بهینهدر واقع عدم قطعیت که در مدل 
باشد، جز  اي از پارامترهاي متغیر منتاظر میمجموعه

میویژگی حساب  به  هر سیستم  ذاتی  از  هاي  و  آید 
قرار  آن تاثیر  تحت  را  سیستم  عملکرد  که  جایی 
هاي مختلفی از علوم تاکنون مورد حیطهدهد در  می

در نظر گرفتن عدم   ].5-1[مطالعه قرار گرفته است  
تواند  قطعیت از اهمیت زیادي برخوردار است زیرا می

بهینه   جواب  یک  بودن  شدنی  حتی  یا  بودن  بهینه 
قطعی را تحت تاثیر قرار دهد. براي اجتناب از چنین  

مدل ریاضی  سازيمواردي،  روشهاي  و  هاي  متنوع 
ها پایدار باشند،  حلی که در مقابل این عدم قطعیت

 .در مقالات بررسی شده است
جواب   روي  بر  نامعین  پارامترهاي  اثر  مطالعه  براي 
بهینه، دو روش اصلی در مقالات گزارش شده است؛  

برنامه و  حساسیت  اولی  تحلیل  چندپارامتري.  ریزي 
قطعی عدم  تاثیر  درباره  را  در همسایگی اطلاعاتی  ت 

کند، در حالی که دومی بطور  جواب اسمی فراهم می
صریح تاثیرش را بر روي جواب بهینه در سراسر بازه  

کند که در ادامه کارهاي تغییرات پارامتر مشخص می
ریزي پارامتري بررسی  انجام شده براي توسعه برنامه

دههبرنامه.  شودمی در  چندپارامتري  هاي  ریزي 
م بسیار  از گذشته  کاربردهایی  است.  بوده  توجه  ورد 

 
2 Multi-parametric Linear programming 
(mp-LP) 
3 Multi-parametric mixed integer 
programming (mp-MIP) 
4 Multi-parametric mixed integer linera 
programming(mp-MILP)، 

میبرنامه را  چندپارامتري  مدلریزي  در  هاي  توان 
پیش عدم  زمان]،  13-6[ بینکنترل  تحت  بندي 

برنامه ]  15-14[قطعیت   چندسطحی  و  و  پویا  ریزي 
  مشاهده کرد. ] 16-19[

هاي خاصی خوبی که براي دسته  علی رغم پیشترفت
جمله از  پارامتریک  مسائل  PL-mp2  ،-mp از 

MIP3،MILP-mp4  وQP-mp5  ها با عدم قطعیت در
، عدم قطعیت در مقادیر 6(OFC) ضرایب تابع هدف

از هردو حاصل    7(RHS)  سمت راست ترکیبی  یا  و 
مدل است،  سمت  شده  در  قطعیت  عدم  با  هاي 

، کمتر مورد توجه قرار گرفته است که  8 (LHS)چپ
پیچیدگی   آن  عمده  نتیجه  دلیل  مساله  محاسباتی 

جملات   محاسباتی  پیچیدگی  این  علت  است.  شده 
نامحدبی است که در ماتریس ضرایب بین پارامتر عدم  

سازي وجود دارد. در ادامه  قطعیت و متغیرهاي بهینه
ریزي چندپارمتري با  به بررسی کارهایی که در برنامه

عدم قطعیت در سمت چپ، سمت راست و یا ترکیبی  
 . انجام شده است، پرداخته شده استاز هر دو 

 RHS-mp-LPالگوریتمی براي حل مسائل ]20در [
از   ستون  یک  در  یا  سطر  یک  در  قطعیت  عدم  با 
ماتریس ضرایب بر پایه الگوریتم سیمپلکس ارائه شده  
است. در حالتی که مساله چندپارامتریک شامل متغیر  

مسائل از  زیرکلاسی  با  صحیح،     mp-MILPعدد 
حل مسائل چندپارمتریک   ]21ریم که در [سروکار دا

0عدد صحیح   − در    1 قطعیت  عدم  که  در حالتی 
مورد  باشد،  هدف  تابع  و  چپ  سمت  راست،  سمت 

گونه  به  روش  این  ولی  است  گرفته  قرار  اي  مطالعه 
مسائل حل  براي  که  است  شده  −mp طراحی 

MILP   ،چپ سمت  راست،  (سمت  کلی  حالت  در 
کاربرد ندارد. روشی   ضرایب تابع هدف بطور همزمان)،

5 Multi-parametric quadratic programming 
(mp-QP) 
6 Objective Function Coefficien (OFC) 
7 Right Hand Side (RHS) 
8 Left Hand Side(LHS) 
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mpبراي حل مسائل −MILP    سایز کوچک با عدم
قطعیت کلی، برپایه الگوریتم شاخه و کران با استفاده  

سازي خطی استاندارد  از شرایط بهینگی مساله بهینه
] آن ]22در  است.  شده  عدم  ارائه  که  حالتی  در  ها 

می ظاهر  چپ  سمت  الگوریتم  قطعیت  یک  از  شود 
پا بر  پوستهتصویرسازي  براي  23[ 9هاي محدبیه   [

اند و نتایج  توصیف کامل ناحیه شدنی استفاده کرده
روش  از  الگوریتم حاصله  نوع  تاثیر  تحت  شان 

در دارد.  قرار  استفاده  مورد  ]  24[ تصویرسازي 
−mp الگوریتمی تقریبی براي حل مسائل MILP 
آن است.  شده  ارائه  کلی  حالت  از  در  استفاده  با  ها 

، عدم قطعیت سمت چپ را  10کورمیک آزادسازي مک
به عدم قطعیت سمت راست تبدیل کرده، همچنین  

گیري، براي  به منظور کاهش تعداد متغیرهاي تصمیم
نظر   در  نیز  را  لگاریتمی  حالت  پارامتر  فضاي  افراز 

ها همچنین با استفاده از تقریب به دست  اند. آنگرفته 
مرحله دو  روش  پایه  بر  و  آزادسازي  25[ ياآمده   ،[

در حالت  قطعه  مسائل  دسته  این  براي  را  آفینی  اي 
کرده ارائه  تعداد  کلی  افراز،  عامل  افزایش  با  که  اند 

هاي لگاریتمی  زیرمسائلی که باید حل شود در حالت
و خطی بترتیب به صورت خطی و لگاریتمی افزایش  

مسائلمی براي  الگوریتمی  −mp یابد.  LP  عدم با 
] ارائه شده 26[ تک پارامتري در  قطعیت سمت چپ

تکرار   از روش  با استفاده  را  الگوریتم  نویسنده  است. 
اي براي پیدا کردن مقادیر بهینه براي کل  دو مرحله

فضاي پارامترها توسعه داده است. در مرحله اول روش  
] را براي حل معادلات  27[ 11سالکین  -تقریبی فلیویل

ست بکار برده  شرایط بهینگی و پیدا کردن نقطه شک 
است و در مرحله دوم صحت نتایج با استفاده از معادله  

] بررسی شده که در صورت لزوم 28[ 12دقیق وودبري 
در دهد.  انجام  را  جواب  در  روزرسانی  ]،  29[ به 

نویسندگان یک الگوریتم با جواب تحلیلی براي حل  

 
9 Convex hull 
10 McCormick relaxation 
11 Flavell-Sallkin 

اصول     mp-MILPمسائل پایه  بر  کلی  حالت  در 
ارئه   جبري  شبه  هندسه  و  سمبلیک  محاسبات 

حاصل از مساله   KKTها سیستم معادلات اند. آنکرده 
] در  30[ 13اصلی را با استفاده از فرضیه پایه گروبنر 

و   کرده  حل  سمبلیک،  محاسباتی  محیط  یک 
میجواب دست  به  را  نظر  مد  انتخابی  آورند،  هاي 

از  استفاده  با  بهینگی    سپس  و  بودن  شدنی  شرایط 
جواب محاسبه  جواب،  را  مساله  کلی  بهینه  هاي 

هاي مهم الگوریتم پیشنهادي  کنند. یکی از ویژگیمی
ناحیهآن دقیق  محاسبه  غیرمحدب  ها  بحرانی  هاي 

تعداد جواب اما  با  است  اولیه به سرعت  کاندید  هاي 
  .یابدها و متغیرها افزایش میتعداد محدودیت

 -mpر حاضر، یک الگوریتم جدید براي حلدر نوشتا
MILPمحدودیت در  قطعیت  عدم  با  برپایه  ها  ها 

از  استفاده  با  جواب  جوي  و  جست  ناحیه  کاهش 
شود. از  کورمیک تظریف شده ارائه میآزادسازي مک

مسائل   حل  در  محاسبات  پیچیدگی  که  جایی  آن 
مقادیر   در  همزمان  قطعیت  عدم  با  چندپارامتریک 

و   راست  میزان  سمت  که  روشی  ارائه  بالاست  چپ 
اي برخوردار  محاسبات را کاهش دهد از اهمیت ویژه 

مک آزادسازي  در  است.  شده  تظریف  کورمیک 
نتایج برنامه و  است  شده  بکارگرفته  غیرخطی  ریزي 

همگرایی   و  محاسبات  میزان  کاهش  در  هم  خوبی 
بدست   آن  از  استفاده  با  مسائل  از  دسته  این  جواب 

هاي حل بنابراین ترکیب آن با روش .]31آمده است [
میبرنامه نیز  چندپامتریک  کاستن  ریزي  بر  تواند 

میزان محاسبات آن موثر واقع شود و بنا به اطلاعات  
برنامه  در  روش  این  تاکنون  ریزي  نویسندگان 

چندپارامتریک بکار گرفته نشده است. براي انجام این  
آزادسازي  از  استفاده  با  اول  مرحله  در  مک    کار، 

کورمیک جملات دوخطی حاصل از حاصلضرب متغیر  
به   تبدیل  قطعیت،  عدم  متغیر  و  تصمیم 

12 Woodbury 
13 Grobner bases theoty 
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کرانمحدودیت و  شده  خطی  متغیرهاي  هاي  هاي 
میجمله بهبود  دوخطی  دوم  هاي  مرحله  در  و  یابد 

اي آفین از جملات دوخطی با توجه به تقریب قطعه 

در شده  ارائه  کران 32[ روش  و  یافته  ]  بهبود  هاي 
شود که تقریبی از مساله اصلی  له قبلی ارائه میمرح

  .باشدمی  RHS-mp-MILP آید که یکبدست می
 

 جدول نمادها  -1 جدول
  تعریف  نماد 
 تابع هدف در  ݔ بردار ضرایب متغیر پیوسته ܿ
 در تابع هدف  ݕ بردار ضرایب متغیر دودویی ݀

  .خطی است ߠ که برحسب ݔ ماتریس ضرایب متغیر  (ߠ)ܣ
  .خطی است ߠ که برحسب ݕ ماتریس ضرایب متغیر دودویی  (ߠ)ܧ
 در سمت راست ߠ ماتریس ضرایب پارامتر عدم قطعیت  ܨ

 بردار مقادیر سمت راست  ܾ

 (ߠ)ܣ ثابت ماتریس قسمت  ௖ܣ

 (ߠ)ܧ قسمت ثابت ماتریس  ௖ܧ

௟ܣ
௣  (ߠ)ܣ در ߠ ماتریس ضرایب پارامتر عدم قطعیت در قسمت وابسته به 

௟ܧ
௣  (ߠ)ܧ در ߠ ماتریس ضرایب پارامتر عدم قطعیت در قسمت وابسته به 

 ݔ هاي متغیرشمارنده مولفه ݆

 ݕ هاي متغیرشمارنده مولفه ݇

 ߠ هاي پارامترشمارنده مولفه ݈

 ௝ݔ و ௟ߠ کران پایین متغیرهاي  ௝௠௜௡ݔ  و  ௟௠௜௡ߠ

 ௝ݔ و  ௟ߠ کران بالاي متغیرهاي  ௝௠௔௫ݔ  و ௟௠௔௫ߠ

  ام  ݊ در افراز ௟ߠ کران پایین و بالاي ௟௡௠௔௫ߠ و  ௟௡௠௜௡ߠ

௝ݔ پایین و بالايکران  ௝௟௡௠௔௫ݔ و௝௟௡௠௜௡ݔ   ام است. ݊ در افراز  ௟ߠ وقتی که 
௝ݔ حاصلضرب متغیر پیوسته ௝௟ݓ  ௟ߠ و پارامتر عدم قطعیت  

 ௟ߠ و پارامتر عدم قطعیت  ௞ݕ حاصلضرب متغیر دودویی ௞௟ݒ

௡௟ߛ  ام  ݊ در افراز ௟ߠ متغیر دودویی براي نمایش فعال بودن  

௤ߣ
௝ ௝ݔ دودویی براي نمایش فعال بودن متغیر    ام  ݍ در افراز 

௟௤ߜ
௝ ௝ݔ متغیر پیوسته متناظر با متغیر    ام  ݍ در افراز ௟ߠ و پارامتر  

௟ܰ  ߠ عامل افراز پارامتر௟ 

 ௝ݔ عامل افراز ௝ܯ

௝ߚ  ௝ݔ طول بازه افراز متغیر  

 دوخطی حضور دارند.اي که در جملات (݈,݆) هايمجموعه اندیس  ܮܤ

 اي که در جملات دوخطی حضور دارند.(݈,݇) هايمجموعه اندیس  ܮܦ

ܺ ⊆ ℝ௡ೣ ݔ ناحیه تعریف متغیرهاي پیوسته مساله   ∈ ܺ 

Θ ⊆ ℝ௡ഇ ߠ ناحیه تعریف پارامتر عدم قطعیت   ∈ Θ  
  



 

 ۸۱                                                     شده  اي تظریفکورمیک قطعه با استفاده از آزادسازي مک mp-MILP تقریبی مسائل جواب 
 

   

این مقاله به این صورت تنظیم شده است: در بخش  
بهینه  2 براي  کرانالگوریتمی  متغیرهاي  سازي  هاي 

، مدل تقریبی جدید  3دوخطی ارائه شده و در بخش 
هاي بهبود یافته بخش قبلی و آزادسازي  بر پایه کران

میمک ساخته  بدست  کورمیک  مدل  سپس  و  شود 
از روش با استفاده  تاکنون حل  آمده  ارائه شده  هاي 

بخش   در  است.  الگوریتم 4شده  کارایی  دو    ،  توسط 
  . گیردمثال مورد بررسی قرار می

 
از    -2 با استفاده  تقریب مساله چندپارامتریک 

کورمیک و الگوریتم کاهش ناحیه آزادسازي مک 
  وجوي جواب  جست

مساله چندپارامتریک عدد صحیح مختلط داراي عدم  
ها (اعم از سمت راست و چپ)  قطعیت در محدودیت
  :زیر را در نظر بگیرید

(ߠ)ݖ = min
௫,௬

ݔ்ܿ) + )1(                           (ݕ்݀  
ݔ(ߠ)ܣ    :݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ + ݕ(ߠ)ܧ ≤ ܾ + ߠܨ
ݔ ∈ ܺ = ൛ݔ ∈ ℝ௡ೣหݔ௝௠௜௡ ≤ ௝ݔ ≤ ௝௠௔௫ݔ , ݆ = 1, … ,݊௫ൟ,
ߠ ∈ Θ = ߠ} ∈ ℝ௡ഇ|ߠ௟௠௜௡ ≤ ௟ߠ ≤ ݈ , ௟௠௔௫ߠ = 1, … ,݊ఏ}
ݕ ∈ {0,1}௣  

  

  
݀و دهنده بردار پارامتر  نشان   ߠکه در آن  ∈ ℝ௣ ܿ ∈

ℝ௡ೣ  ،(ߠ)ܣ ∈ ℝ௠×௡ೣ  ،ܾ ∈ ℝ௠  ،(ߠ)ܧ ∈
ℝ௠×௣  ،ܨ ∈ ℝ௠×௡ഇ    ضرایب کنید  فرض  است. 

محدودیت با  متناظر  به  ماتریس  خطی  طور  به  ها 
  وابسته باشند و بصورت زیر تعریف شوند:  ߠ پارامتر

ܣ = ௖ܣ +∑௡ഇ
௟ୀଵ ௟ܣ

௣ߠ௟, ܣ௖  
= [ܽ௜௝]௠×௡ೣ ,   
௟ܣ
௣ = [ܽ௜௝௟ ]௠×௡ೣ                                      )2(  
ܧ = ௖ܧ +∑௡ഇ

௟ୀଵ ௟ܧ
௣ߠ௟, ܧ௖ = [݁௜௞]௠×௣,  

௟ܧ 
௣ = [݁௜௞௟ ]௠×௣,  

ܾ = [ܾ௜]௠×ଵ,  ܿ = [ ௝ܿ]ଵ×௡ೣ ,   
݀ = [݀௞]ଵ×௣,  ܨ = [ ௜݂௟]௠×௡ഇ ,  

 
௢௣௧ݔ جواب بهینه و    باشدمی   ߠپارامتر یک تابع از   

شود. به عبارتی  مشخص می  ܴܥتوسط ناحیه بحرانی 
محاسبه   به  نیاز  فوق  مساله  حل    براي 

  

  ܴܥهاي بحرانی و ناحیه  (ߠ)௢௣௧ݔ هاي بهینهجواب
باشد، همچنین بدلیل نامحدب بودن  متناظر با آن می

) جملات1مساله  وجود  پوشانی  هم  ، ݕߠ  و ݔߠ ) 
هاي بحرانی ممکن است اتفاق بیافتد  تعدادي از ناحیه

، نیاز به  ܴܥ  هاي صریح در هرو براي محاسبه جواب
باشد. بنابراین  ها نیز میالگوریتمی براي مقایسه جواب

بالاست و حل   محاسباتی حل این مساله  پیچیدگی 
  شود. میآن یک چالش بزرگ محسوب 

جمله (هاي  تنها  در  دوخطی  1غیرخطی  جملات   (
تصمیم  متغیرهاي  شامل  که  و  هستند  گیري 

به  پارامترهاي عدم قطعیت می براي  بنابراین  باشند. 
دست آوردن صورت خطی از مساله احتیاج به تقریب  

باشد. به منظور یافتن یک  هاي دوخطی میاین جمله
که   خطی  دو  مسائل  براي  سراسري  بهینه  جواب 

از نوع غمی باشد،  تواند  یا خطی عددصحیح  یرخطی 
میالگوریتم را  متفاوتی  قرار هاي  استفاده  مورد  توان 

 داد که در ایجاد یک مساله آزادسازي شده به صورت
LP یا  MILP  با هستند.  مشترك  اصلی  مساله  از 

سازي سروکار  توجه به این که با یک مساله مینیمم
یک   آن  براي  اصلی  مساله  از  آزادسازي  یک  داریم، 

میک فراهم  پایین  یک  ران  شدنی  جواب  هر  و  کند 
حاصل   هنگامی  سراسري  همگرایی  و  بالا  کران 

کرانمی که  قرار  شود  مشخص  محدوده  یک  در  ها 
یک   که  است  مهم  خیلی  ترتیب  بدین  بگیرند. 

تر ارائه شود تا کران پایین بهبود یابد  آزادسازي ظریف
د  و بعلاوه به طور غیرمستقیم نقاط شروعی ایجاد شو

  .هاي ایجاد شده گردندکه باعث بهبود جواب
) مساله  دوخطی  (1جملات  رابطه  به  توجه  با   (2  ،(

جملات  براي  می   ݕߠو   ݔߠشامل  که  باشد 
آزادسازي  خطی از  دوخطی  جملات  این  سازي 

کورمیک  شود. مککورمیک استفاده میاستاندارد مک
جملات  33[ در براي  کارا  آزادسازي  روش  یک   [

ار آزادسازي مکدوخطی  در  است.  کرده  کومیک  ائه 
هر جمله دوخطی با یک متغیر جدید و چهار مجموعه  

محدودیت کراناز  به  وابسته  خطی،  و هاي  بالا  هاي 
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پایین متغیرهاي تصمیم و پارامتر اضافه شده به مساله 
می  اصلی، منظور  جایگزین  به  مثال  براي  شود. 

  تغیر جدید ، با در نظر گرفتن م ݔߠ آزادسازي جملات
ایجاد  ݓ دوخطی  جمله  که  متغیري  دو  با  متناظر   ،

ݓاند،  کرده  =   : شودنتیجه می، ݔߠ
ݓ ≥ ௠௜௡ߠݔ + ߠ௠௜௡ݔ − ௠௜௡ߠ௠௜௡ݔ

ݓ ≥ ௠௔௫ߠݔ + ߠ௠௔௫ݔ − ௠௔௫ߠ௠௔௫ݔ

ݓ ≤ ௠௜௡ߠݔ + ߠ௠௔௫ݔ − ௠௜௡ߠ௠௔௫ݔ

ݓ ≤ ௠௔௫ߠݔ + ߠ௠௜௡ݔ − ௠௔௫ߠ௠௜௡ݔ

)1(       

  
نیز  ݕߠ این آزادسازي به صورت مشابه براي جملات

 ) رابطه  به  توجه  با  است.  تعریف  چه  3قابل  هر   (
تر انتخاب شوند، کیفیت  هاي بالا و پایین دقیقکران

بالاتر می ارائه شده  و  آزادسازي  رود و فضاي جست 
] نیز  31[ دگان دریابد. نویسنجوي جواب کاهش می

داده مکنشان  آزادسازي  کیفیت  که    کورمیک، اند 
هاي بالا و پایین هر یک از متغیرهاي  تحت تاثیر کران

ظاهر شده در جمله دوخطی قرار دارد و بر این اساس  
کران بهبود  برپایه  جدیدي  متغیرهاي  روش  هاي 

آزادسازي   کارایی  بهبود  نتیجه  در  و  دوخطی 
و  مک مسائل  کورمیک  حل  در  آن  از  استفاده 

 شود. چندپارامتریک در این مقاله ارائه می
به منظور کاهش فضاي جست و جو در ناحیه شدنی 
نیز   مساله  دامنه  افراز  به  نیاز  آزادسازي شده  مساله 

می  که  در هست  که  متغیرهایی  از  یکی  دامنه  توان 
را   جمله دوخطی حضور دارد و فضاي شدنی مساله 

تاث تحت  میبیشتر  قرار  افراز  یر  یا  و  کرد  افراز  دهد 
دامنه هر دو متغیر را به طور همزمان انجام داد. این  

تواند بطور یکنواخت یا غیریکنواخت انجام  ها میافراز
] دامنه 31شود  افراز  تقریب،  از  مرحله  این  در  که   [

یکی از متغیرها، دامنه پارامتر عدم قطعیت، در نظر  
پارامتر عدم قطعیت   )1گرفته شده است. مساله (   و 

௟௠௜௡ߠ،  ௟ߠ ≤ ௟ߠ ≤ بگیرید.  ௟௠௔௫ߠ نظر  در  را   ،
کنید فرض  همه  ܮܤ همچنین  مجموعه 

همه    ܮܦو    (݈,݆)هاياندیس مجموعه 
هاي دوخطی حضور  اي که در جمله  (݈,݇)هاياندیس

پارامتر با  متناظر  باشد.  افراز௟ߠ  دارند،  عامل   ،  ௟ܰ 
زیر بازه یکنواخت  ௟ܰ را به  Θ  ناحیهتعریف شده و  

  : شودتقسیم می
௟௠௜௡ߠ +

ቀఏ೗
೘ೌೣିఏ೗

೘೔೙ቁ(௡ିଵ)

ே೗
  

≤ ௟ߠ ≤                                                          )4 (  

௟௠௜௡ߠ +
ቀఏ೗

೘ೌೣିఏ೗
೘೔೙ቁ௡

ே೗
,      

݊ = 1,2, … , ௟ܰ .  
  

هاي پایین به ترتیب کران ௟௡௠௔௫ߠ و ௟௡௠௜௡ߠ فرض کنید
متغیر بالاي  افرا  ௟ߠ و  در  که  ݊ام   ݊-وقتی  =

1,2, … , ௟ܰ  در همچنین  باشند.  است،  گرفته  قرار   ،
௝௟ݓ نظر بگیرید = ௟ߠ௝ݔ و بطور مشابه براي جملات   

دوخطی حاصل از حاصلضرب متغیر دودویی و پارامتر  
نیز متغیر جدید ௞௟ݒ  عدم قطعیت  = تعریف    ௟ߠ௞ݕ

) چهار محدودیت متناظر با  3شود که مشابه رابطه (
 . شودآن نیز تعریف می

هرجمله   جایگزینی  و  فوق  مفروضات  به  توجه  با 
چهار   کردن  اضافه  و  جدید  متغیر  با  دوخطی 

قطعه آزادسازي  آن،  با  متناظر  خطی  محدودیت  اي 
) با توجه به  1کورمیک از مساله چندپارامتریک ( مک

  : شود) بصورت زیر ارائه می3( ) و 2روابط (
(ߠ)ݖ =  

min
௫ೕ,௬ೖ ,௪ೕ೗

∑௡ೣ
௝ୀଵ ௝ܿݔ௝ + ∑௣

௞ୀଵ ݀௞ݕ௞  

௠∑    :݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ
௜ୀଵ ∑

௡ೣ
௝ୀଵ ܽ௜௝ݔ௝  

+∑௠
௜ୀଵ ∑

௣
௞ୀଵ ݁௜௞ݕ௞                                              )5 (  

+∑௠
௜ୀଵ ∑

௡ഇ
௟ୀଵ ∑

௡ೣ
௝ୀଵ ܽ௜௝

௟   ௝௟ݓ
+∑௠

௜ୀଵ ∑
௡ഇ
௟ୀଵ ∑

௣
௞ୀଵ ݁௜௞

௟   ௞௟ݒ
≤ ∑ ( ௜ܾ +∑௡ഇ

௟ୀଵ ௜݂௟ߠ௟)௠
௜ୀଵ   

∨
௡ୀଵ

ே೗

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

⎩
⎪
⎨

⎪
௝௟ݓ⎧ ≥ ௟௡௠௜௡ߠ௝ݔ + ௟ߠ௝௠௜௡ݔ − ௟௡௠௜௡ߠ௝௠௜௡ݔ

௝௟ݓ ≥ ௟௡௠௔௫ߠ௝ݔ + ௟ߠݔ௝݉ܽݔ − ௟௡௠௔௫ߠ௝௠௔௫ݔ

௝௟ݓ ≤ ௟௡௠௜௡ߠ௝ݔ + ௟ߠ௝௠௔௫ݔ − ௟௡௠௜௡ߠ௝௠௔௫ݔ

௝௟ݓ ≤ ௟௡௠௔௫ߠ௝ݔ + ௟ߠ௝௠௜௡ݔ − ⎭௟௡௠௔௫ߠ௝௠௜௡ݔ
⎪
⎬

⎪
⎫

∀{݆|(݆,݈) ∈ {ܮܤ

⎩
⎪
⎨

⎪
௞௟ݒ⎧ ≥ ௟௡௠௜௡ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௜௡ݕ − ௟௡௠௜௡ߠ௞௠௜௡ݕ

௞௟ݒ ≥ ௟௡௠௔௫ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௔௫ݕ − ௟௡௠௔௫ߠ௞௠௔௫ݕ

௞௟ݒ ≤ ௟௡௠௜௡ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௔௫ݕ − ௟௡௠௜௡ߠ௞௠௔௫ݕ

௞௟ݒ ≤ ௟௡௠௔௫ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௜௡ݕ − ௟௡௠௔௫ߠ௞௠௜௡ݕ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

∀{݇|(݇,݈) ∈ {ܮܦ

௟௡௠௜௡ߠ ≤ ௟ߠ ≤ ௟௡௠௔௫ߠ ⎭
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎪
⎫

  

∀{݈|(݆,݈) ∈ {ܮܤ

∀{݈|(݇,݈) ∈ {ܮܦ
   

௝௠௜௡ݔ ≤ ௝ݔ ≤ ௝௠௔௫ݔ , ∀{݆|(݆,݈) ∈   {ܮܤ
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൞
௟௡௠௜௡ߠ = ௟௠௜௡ߠ + ൫ఏ೗

೘ೌೣିఏ೗
೘೔೙൯(௡ିଵ)
ே೗

௟௡௠௔௫ߠ = ௟௠௜௡ߠ + ൫ఏಽ೘ೌೣିఏ೗
೘೔೙൯௡

ே೗

ൢ , 

∀݈ ∈ {1,2, … , ఏܰ}
∀݊ ∈ {1,2, … , ௟ܰ}

     

௞௟ݒ,௝௟ݓ ∈ ℝ, ∀{݈|(݆,݈) ∈ (݈,݇)  ,ܮܤ ∈   ,{ܮܦ
݆ ∈ {1,2, … ,݊௫}, ݇ ∈ {1,2, …   {݌
ݔ ∈ ܺ =
൛ݔ ∈ ℝ௡ೣหݔ௞௠௜௡ ≤ ௞ݔ ≤ ௞௠௔௫ݔ ,݇ = 1, … ,݊௫ൟ  
ݕ         ∈ {0,1}௣ 
Θ = ߠ} ∈ ℝ௡ഇ|ߠ௟௠௜௡ ≤ ௟ߠ ≤   ,௟௠௔௫ߠ
݈ = {1, … ,݊ఏ}  

 
در رابطه فوق، براي نشان دادن فعال یا غیر فعال بودن  

استفاده شده است که  ،  ∨هر زیر افراز از یاي منطقی، 
௡௟ߛ براي تبدیل مساله به حالت خطی، متغیر دودویی  

 ௟ߠ شود که اگر مقدار متغیر بدین صورت تعریف می 
افراز   به  دودویی݊-متعلق  متغیر  باشد  ௡௟ߛ ام  مقدار   

را اختیار می مقدار آن  یک  اینصورت  کند و در غیر 
  :صفر خواهد بود

௡௟ߛ = ൜1 ௟௡௠௜௡ߠ ≤ ௟ߠ ≤ ௟௡௠௔௫ߠ
0 ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋

                 )2(  
 

کیفیت   بهبود  براي  ادامه  قطعهدر  اي  آزادسازي 
)، با استفاده از یک مساله  5کورمیک ارائه شده (مک

هاي  سازي کرانسازي و یک مساله مینیممماکزیمم
 ام براي متغیر ݊-بالا و پایین بهتري وابسته به افراز

می ௝ݔ دست  کراننیز  این  برخلاف آید.  جدید  هاي 
قطعیت،  کران عدم  پارامتر  از  ௟ߠهاي  استفاده  با   ،
مدنظر  کران افرازهاي  تعداد  و  مساله  اصلی  هاي 

نمی از  محاسبه  استفاده  با  بلکه  شود، 
) ارائه شده است  2که در جدول (  OBBC 14الگوریتم

می31[ بدست  متغیر ]،  یک  ابتدا  منظور  بدین    آید. 
∗݈،  ∗௟ߠ ∈ {1,2, … ,݊ఏ}انتخاب شده و سپس متغیر ، 
بین  ∗௝ݔ در جملات   ௝ݔاز  که  دوخطی حضور  هایی 
(∗݈,∗݆)|∗݆}،  دارند ∈ افراز  ،{ܮܤ ناحیه  یک  ∗݊و  ∈

{1,2, … , ௟ܰ∗}   می از  انتخاب  ناحیه  این  براي  شود. 
کران ( ∗௟ߠ هايافراز،  رابطه  به  توجه  بدست  4با   ،(

براي دیگر متغیرها کرانمی هاي اصلی مساله  آید و 
 

14 optimality based bound contraction 

شود. همچنین با فرض این که پارامتر عدم  لحاظ می
) با توجه  1قطعیت یک متغیر تصمیم باشد، مساله (

) رابطه  برنامه2به  مساله  یک  صحیح  )  عدد  ریزي 
مختلط غیرخطی است که جواب آن با یک حل کننده  

تواند یک کران بالا براي این مساله باشد غیرخطی می
با این   ′ݖ که  به  توجه  با  است.  شده  داده  نمایش 

مینیمم مساله  حل  از  پس  (و  سمفروضات  ازي 
  سازي) زیرماکزیمم

௝∗௟∗௡∗௠௜௡ݔ = min
௫ೕ,ఏ೗,௬ೖ,௪ೕ೗

  ,∗௝ݔ

൬ݔ௝∗௟∗௡∗௠௔௫ = max
௫ೕ,ఏ೗,yk,௪ೕ೗

  ௝∗൰ݔ

௡ೣ∑    :݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ
௝ୀଵ ௝ܿݔ௝ + ∑௣

௞ୀଵ ݀௞ݕ௞ ≤   ᇱݖ
∑௠
௜ୀଵ ∑

௡ೣ
௝ୀଵ ܽ௜௝ݔ௝ +∑௠

௜ୀଵ ∑
௣
௞ୀଵ ݁௜௞ݕ௞ +  

∑௠
௜ୀଵ ∑

௡ഇ
௟ୀଵ ∑

௡ೣ
௝ୀଵ ܽ௜௝

௟ ௝௟ݓ +
∑௠
௜ୀଵ ∑

௡ഇ
௟ୀଵ ∑

௣
௞ୀଵ ݁௜௞

௟   ௞௟ݒ
≤ ∑௠

௜ୀଵ (ܾ௜ + ∑ ௜݂௟ߠ௟
௡ഇ
௟ୀଵ )                          )7 (  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௝௟ݓ ≥ ௟௠௜௡ߠ௝ݔ + ௟ߠ௝௠௜௡ݔ − ௟௠௜௡ߠ௝௠௜௡ݔ

௝௟ݓ ≥ ௟௠௔௫ߠ௝ݔ + ௟ߠ௝௠௔௫ݔ − ௟௠௔௫ߠ௝௠௔௫ݔ

௝௟ݓ ≤ ௟௠௜௡ߠ௝ݔ + ௟ߠ௝௠௔௫ݔ − ௟௠௜௡ߠ௝௠௔௫ݔ

௝௟ݓ ≤ ௟௠௔௫ߠ௝ݔ + ௟ߠ௝௠௜௡ݔ − ௟௠௔௫ߠ௝௠௜௡ݔ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

∀(݆,݈) ∈   ܮܤ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௞௟ݒ ≥ ௟௠௜௡ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௜௡ݕ − ௟௠௜௡ߠ௞௠௜௡ݕ
௞௟ݒ ≥ ௟௠௔௫ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௔௫ݕ − ௟௠௔௫ߠ௞௠௔௫ݕ

௞௟ݒ ≤ ௟௠௜௡ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௔௫ݕ − ௟௠௜௡ߠ௞௠௔௫ݕ

௞௟ݒ ≤ ௟௠௔௫ߠ௞ݕ + ௟ߠ௞௠௜௡ݕ − ௟௠௔௫ߠ௞௠௜௡ݕ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

∀(݇,݈) ∈   ܮܤ

௞௟ݒ,௝௟ݓ ∈ ℝ, ∀{݈|(݆,݈),(݇,݈) ∈    ,{ܮܤ
 ݆ ∈ {1,2, … ,݊௫}, ݇ ∈ {1,2, …   {݌,
௟∗௡∗௠௜௡ߠ ≤ ∗௟ߠ ≤   ௟∗௡∗௠௔௫ߠ
ݔ ∈ ܺ =  
൛ݔ ∈ ℝ௡ೣหݔ௞௠௜௡ ≤ ௞ݔ ≤ ௞௠௔௫ݔ ,݇ = 1, … ,݊௫ൟ  
ߠ ∈ Θ =  
ߠ} ∈ ℝ௡ഇ|ߠ௟௠௜௡ ≤ ௟ߠ ≤ ݈,௟௠௔௫ߠ =
1, … ,݊ఏ,  ݈ ≠ ݈∗}  
 

) داراي جواب باشد،  7در صورتی که (هر دو) مساله (
متغیرکران براي  متغیر ∗௝ݔهاي جدیدي  که  زمانی   ،  
آورد. جایگزینی  باشد، بدست می∗݊  در زیر بازه   ∗௟ߠ

௝௠௔௫ݔ,௝௠௜௡ݔ هايکران کران௝ݔ براي    بهتربا    هاي 
௝௟௡௠௜௡ݔ افراز  ௝௟௡௠௔௫ݔ, در  یک  -݊،  ایجاد  باعث    ام 
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هاي بدست آمده در  شود. کرانتر میآزادسازي ظریف
کران  جایگزین  مرحله  و این  شده  مساله  اصلی  هاي 

) مساله  تقریب  استفاده  1براي  بعدي  بخش  در   (
  شود. می
  
  ۾ۺ۷ۻ−ܘܕ   تقریب خطی از مساله -3

اي آفین از جملات دوخطی  در این بخش تقریب قطعه
در شده  ارائه  روش  از  استفاده  و 32[ با  هاي  کران  ] 

می ارائه  قبلی  بخش  در  آمده  بدست  شود.  جدید 
می باعث  آزادسازي  روش  این  که  بکاربردن  شود 

ماتریس  و  شده  زده  تقریب  مدل  دوخطی  جملات 
برح و ضرایب  شده  خطی  تصمیم  متغیرهاي  سب 

ماتریسی از ضرایب پارامتر عدم قطعیت را در سمت  
از   تقریبی  نهایت  به عبارتی در  باشیم.  راست داشته 

می بدست  اصلی  یکمساله  که   -RHS-mpآید 
MILP باشد، مساله تقریبی حاصل بدلیل این که  می

تري براي آزادسازي آن استفاده شده  هاي ظریفکران
اي است که ناحیه جست و جوي جواب  مسالهاست،  

آن کوچکتر شده است و در نتیجه میزان محاسبات  
ملاحظه قابل  میبطور  کاهش    .  یابداي 

  

௝ܯ ) و2)، رابطه ( mp-MILP )1 مساله ≥ را به   1
پیوسته افراز متغیر تصمیم  در نظر  ௝ݔ عنوان عامل 

 هاي بالاکران ௝ݔ بگیرید. در بخش قبلی براي متغیر
بدست    ܥܤܤܱ اي طبق الگوریتمو پایین بهبود یافته

هاي جدید جایگزین  آمد که در این بخش، این کران
گردد و در ادامه منظور  ) می1هاي اصلی مساله (کران

الگوریتم   ௝௠௔௫ݔ و ௝௠௜௡ݔ  از   OBBCخروجی 
௝ݔ اي که متغیرباشد. ناحیهمی  ௝ܯ باشد بهشدنی می 

طور یکنواخت تقسیم کرده و لذا طول هر بازه  بازه به  
  : عبارت است از

௝ߚ =
௫ೕ
೘ೌೣି௫ೕ

೘೔೙

ெೕ
,  ݆ = 1,2, … ,݊௫           )3(  

 
افراز، مشابه   یا غیرفعال بودن هر  فعال  براي نمایش 

௤ߣ )، احتیاج به متغیر دودویی6بخش قبلی، رابطه (
௝  

 ௝ݔ ، نیز هست که زمانی که متغیر௝ݔمتغیر متناظر با 
ام باشد، مقدار آن یک و در غیراینصورت   ݍدر زیر بازه

همیشه درون   ௝ݔ مقدار آن صفر باشد. و چون متغیر
  : شودزیر بازه قرار دارد، نتیجه می ௝ܯ یکی از

∑ெೕ
௤ୀଵ ௤ߣ

௝ = 1 . )4(      

  
 OBBCالگوریتم   -2 جدول

݆فرض کنید    : 1گام  ∈ {1,2, … ,݊௫،݈ ∈ {1,2, … ,݊ఏ}    و ௟ܰ  با  ௠௜௡ߠ و   ݊݅݉ݔباشد. همچنین  ௟ߠ تعداد افرازهاي متناظر 
  باشند.  ߠ و  ݔ هاي بالاي متغیرهاي کران  ௠௔௫ߠ و ௠௔௫ݔ هاي پایین و کران 

  : 2گام 
را به عنوان متغیر تصمیم درنظر بگیرید و آن را با یک حل   ߠ )، پارامتر عدم قطیت2) با توجه به رابطه (1مساله (در  

 در محیط  BARON  کنندهبا حل ′ݖ در نظر بگیرید. (کران ′ݖ حل کنید و جواب آن را به عنوان کران MINLP کننده
GAMS  (بدست آمده است  

݈ حضور دارد ܮܤ اي که در ݈ اولین را  ∗݈ انتخاب کنید   : 3گام  ∈ {1,2, … ,݊ఏ}  و ௟ܰ∗ متناظر با آن را مشخص کنید .  
(∗݈,∗݆) اي که ݆ را اولین  ∗݆ قرار دهید   : 4گام  ∈   .  ܮܤ
∗݊ قرار دهید   : 5گام  = 1  .  

  : 6گام 
∗݊ تا زمانی که < ௟ܰ∗  هاي مساله داراي جواب بود کران ) حل کن اگر هر دو  7سازي (سازي و مینیمم مساله ماکزیمم

௝∗௟∗௡∗௠௜௡ݔ)، ∗݊  در افراز ∗௝ݔ تر متناظر با ظریف  ∗௝∗,௟∗௡ݔ,
௠௔௫  ∗௟ߠ متناظر با متغیر  ∗݊بدست آمده است. در غیر اینصورت   (

  را حذف کنید. 
∗௝ݔ  با را ∗௝ݔ هاي متغیربروز کنید کران   : 7گام 

௠௜௡ = ݉݅݊௡ݔ௝∗௟∗௡∗௠௜௡ ∗௝ݔو  ,
௠௜௡ =  ݉݅݊௡ݔ௝∗௟∗௡∗௠௜௡.  

(∗݈,∗݆)  نیست که ݆ آخرین ∗݆ اگر  : 8گام  ∈   .بروید   5گام  بهܮܤ
݈ آخرین ∗݈ اگر  : 9گام  ∈ {1,2, … ,݊ఏ} ید. برو 3حضور دارد توقف کنید در غیر اینصورت به گام   ܮܤ است که در  
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  با استفاده از متغیر  ௝ݔ سازي دامنه متغیرمدلبراي  
௤ߣ
௝ 32توان نوشت [می:[   

௝௠௜௡ݔ + ௝ߚ ∑ெೕ
௤ୀଵ ݍ) − ௤ߣ(1

௝   
≤ ௝ݔ ≤          )5(                                           

௝௠௜௡ݔ + ௝ߚ ∑ெೕ
௤ୀଵ ௤ߣݍ

௝   
 ݆ = 1,2, …݊௫ .   

  
مجموعه تا  است  نیاز  متغیرهاي  همچنین  از  اي 

௟,௤ߜ پیوسته
௝ ها  تعریف شود که شرایط زیر براي آن 

   ]:32برقرار است [
௟ߠ = ௟௠௜௡ߠ +∑ெೕ

௤ୀଵ ௟,௤ߜ
௝ ,    

0 ≤ ௟,௤ߜ
௝ ≤ ൫ߠ௟௠௜௡ − ௤ߣ௟௠௔௫൯ߠ

௝     
݈ = 1, … ,݊ఏ,                                         )11 (  
݆ = 1, … ,݊௫,   
ݍ = 1, … ௝ܯ, .  
 

از  ௟ߠ ) تخمینی براي میزان انحراف متغیر11رابطه ( 
متغیر که  زمانی  پایینش،  بازه ௝ݔ کران  زیر  ام ݍ  در 

می دارد  جملهقرار  حال  مساله  باشد.  غیرخطی  هاي 
)1) رابطه  به  توجه  با  از  2)  استفاده  با  هاي انولاپ) 

میمک زده  تخمین  انولاپکورمیک  هاي  شود. 
انولاپمک شامل  مقعري  کورمیک  و  محدب  هاي 

هاي بالا و  وابسته به کران ݔߠ هستند که براي جمله
باشند. انولاپ محدب یک  می ߠ و ݔ پایین متغیرهاي

تابع  بزرگترین  محدب،  مجموعه  یک  روي  بر  تابع 
ن پایینی براي آن  محدبی است که در هرجایی تخمی

محدب انولاپ  باشد.  روي   ݔߠتابع   بر 
௠௜௡ݔൣ زیر  [௠௔௫ߠ ,௠௜௡ߠ]   و  ௠௔௫൧ݔ , صورت  به 

 ]: 33شود [تعریف می
௘௡௩ݔݒܿ =  
max
௫,ఏ

ݔ௠௜௡ߠ} + ߠ௠௜௡ݔ −   ,௠௜௡ߠ௠௜௡ݔ

ݔ௠௔௫ߠ  + {௠௔௫ߠ௠௔௫ݔߠ௠௔௫ݔ )12(               
  

بر روي یک مجموعه محدب،   تابع  انولاپ مقعر یک 
کوچکترین تابع محدبی است که در هرجایی تخمین  

مقعر  بالایی انولاپ  باشد.  تابع  آن   در   ݔߠ براي 

௠௜௡ݔൣ  زیر  ௠௔௫൧ߠ ,௠௜௡ߠൣو௠௔௫൧ݔ , صورت  به 
  ]: 33شود [تعریف می

௘௡௩ݒܿܿ = )13(                                             
min
௫,ఏ

ݔ௠௜௡ߠ} + ߠ௠௔௫ݔ −    ,௠௜௡ߠ௠௔௫ݔ
ݔ௠௔௫ߠ + ߠ௠௜௡ݔ −   {௠௔௫ߠ௠௜௡ݔ
 

رابطه به  توجه  با  (بنابراین  (10هاي   ،(11 ) و  12)،   (
  : شودنتیجه می )13(

௟ߠ௝ݔ ≤ max

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ௟௠௜௡ߠ௝ݔ +

∑ெೕ
௤ୀଵ ቀݔ௝

௠௜௡ + ݍ)௝ߚ − 1)ቁߜ௟,௤
௝ ,

ݔ௟݉ܽߠ௝ݔ + ∑ெೕ
௤ୀଵ ൫ݔ௝

௠௜௡ + ൯ݍ௝ߚ

൫ߜ௟,௤
௝ − ൫ߠ௟௠௔௫ − ௤ߣ௟௠௜௡൯ߠ

௝ ൯
⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

,   

௟ߠ௝ݔ ≥

min

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௟௠௜௡ߠ௝ݔ +

∑ெೕ
௤ୀଵ ൫ݔ௝

௠௜௡ + ௟,௤ߜ൯ݍ௝ߚ
௝ ,

௟௠௔௫ߠ௝ݔ +∑ெೕ
௤ୀଵ ቀݔ௝

௠௜௡ + ݍ)௝ߚ − 1)ቁ

൫ߜ௟,௤
௝ − ൫ߠ௟௠௔௫ − ௤ߣ௟௠௜௡൯ߠ

௝ ൯ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 )14  (  

 
این   با جایگذاري جملات دوخطی مساله  در  صورت 

)1) رابطه  از  استفاده  با  قطعه14)  تقریب  یک  اي  ) 
آید. مساله تقریبی به آفین از مساله اصلی بدست می

مساله یک  آمده  که   ܲܮܫܯ−݌݉ دست  است 
اند و تبدیل به  جملات دوخطی آن تقریب زده شده

RHS−mpیک مساله − MILP  شده است .  
حل   RHS−mp  مسائلبراي  − MILP  شمارش  ،

حل   دودویی،  متغیرهاي  احتمالی  ترکیبات  همه 
mp  زیرمسائل − LP  جواب مقایسه  بدست  و  هاي 

است کافی  یکدیگر،  با  مشخص  35-34[ آمده  اما   [
تعداد متغیرهاي دودویی   براي  رویکرد  این  است که 
زیاد، از نظر محاسباتی سخت است. بنابراین، بیشتر  

تعداد ترکیبات متغیرهاي   هاي کاهشمحققان روش
دودویی را بررسی کردند. دو نوع تحقیق دنبال شده  

و   ]36[ در این دسته از مسائل، راهبرد شاخه و کران 
] هستند. جعبه  37، []34[ الگوریتم مبتنی بر تجزیه

] دو   ]39[POP و     MPT]38ابزارهاي  این  برپایه 
اند که در این کار براي حل نهایی  روش طراحی شده
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استفاده شده است. در هر   MPT ابزار مساله از جعبه
زیرمسائل   براي حل   mp – LPدو روش ذکر شده 

از روش یکسانی استفاده است. جواب این   نتیجه شده
مسائل از  فضاي شدنی  mp – LP   دسته  تقسیم  با 

ناحیه به  آوردن   هايپارامتر  بدست  و  چندوجهی 
با هر   تابع هدف مرتبط  بهینه  مقدار  بهینه و  جواب 

 هايآید. تعداد ناحیهها بدست مییک از این ناحیه
) مساله  جواب  که  1بحرانی  الگوریتمی  به  وابسته   (

شود دارد.  استفاده میmp - LP براي حل زیرمسائل
) قضیه  [7.10طبق  مرجع  ناحیه41)  بحرانی  ]  هاي 

بصورت   RHS - mp –MILPجواب مساله تقریبی  
از چند متناهی  نوشته   هايوجهی  اجتماعی  محدب 

و می هدف  تابع  بهینه  مقادیر  همچنین  شود، 
اي آفین بر روي هریک  متغیرهاي مساله توابعی قطعه 

باشند. در صورتی که مساله به ازاي  می  هااز این ناحیه
  θت داراي جواب متناهی باشد، به ازاي هر ثاب θیک 

جواب بهینه متناهی است   در ناحیه بحرانی یا داراي
و یا جواب ندارد. علاوه بر این در طی فرآیند الگوریتم  

 ها واحتیاج به مقایسه جواب  mp –Lpحل مساله  
هاي باقیمانده در هر مرحله داریم که  محاسبه ناحیه

)  5.3ه نیز طبق قضیه (هاي باقیمانده هر مرحلناحیه
] از   بصورت ]41مرجع  متناهی  اجتماع 
میچندوجهی نوشته  محدبی  این  هاي  که  شود 

با یکدیگر اشتراك  اجتماع  بر متناهی بودن  ها علاوه 
در    بنابراین الگوریتم جدید ارائه شده نهایتاً  نیز ندارند

  یابد. تعداد متناهی گام خاتمه می
یی روش ارائه شده دو  در ادامه براي نشان دادن کارا

هاي بدست آمده  مثال ارائه و حل شده است و جواب
هاي دیگر ارائه شده مقایسه شده  از این روش با روش

ها از است. لازم به ذکر است که براي حل این مثال
بر   Cplex 12.1 وGAMS 23.3  ، Matlabنرم افزار

 Intel(R) Core(TM))  7روي سیستم عامل ویندوز
i5, 2.5 GHZ, 2GB RAM)  .استفاده شده است  

 

عامل    .3.  1  ملاحظه مقدار  افزایش  با  اینکه  بدلیل 
هاي بحرانی که در هر تکرار باید تعداد ناحیه  ،ܯافراز،  

یابد، مقدار عامل  مورد بررسی قرار گیرد افزایش می
محاسبات   میزان  افزایش  بر  مستقیمی  تاثیر  افراز 

قابل   نکته  این  البته  دارد.  با  مساله  که  است  ذکر 
افرایش مقدار عامل افراز دربرخی مواقع هم علی رغم  

می بزرگ  مساله  اندازه  که  تکرار  این  هر  شود، عمق 
اي انتخاب شود  بگونه ܯ یابد بنابراین بایدکاهش می

آید،   بدست  خوبی  تقریبی  جواب  که  این  ضمن  که 
  .اندازه مساله خیلی بزرگ نشود

  
  هاي عددي مثال -4

ق را  دهیم که روش فوبخش دو مثال ارائه میدر این 
مقادیر جواب تقریبی به سازي شده و  روي آنها پیاده

  هاي بحرانی نظیر آن گزارش شده است.  همراه ناحیه
  

زیر با دو متغیر   LHS-mp-MILP مساله  :1-4مثال  
و دو    (ଶݕ,ଵݕ)  ، دو متغیر دودویی(ଶݔ,ଵݔ)  پیوسته

 ، که جملات دوخطی(ଶߠ,ଵߠ)  پارامتر عدم قطعیت 
هاي  در مقادیر سمت چپ محدودیت ଵݔଶߠ و ଶݔଵߠ

  . آن وجود دارد را در نظر بگیرید

 

z(θ) = min
        ௫,௬

ଵݔ2−) − ଶݔ + ଵݕ + (ଶݕ

ଵݔ + (3 + ଶݔ(ଵߠ + ଵݕ ≤ 9
(2 + ଵݔ(ଶߠ + ଶݔ − ଶݕ ≤ 8

ଵݔ − ଵݕ + ଶݕ ≤ 4
0 ≤ ଵݔ ≤ 40
0 ≤ ଵݔ ≤ 40
0 ≤ ଶݔ ≤ 3

௝ݕ ∈ {0,1} ݆ = 1,2

 )6(   

   0 ≤ ௟ߠ ≤ 10, = 1,2   
 

این مثال قرار دهید  ܰبراي حل  = . ابتدا با   (2,2)
ଵݓ  کورمیک و قراردادنبکارگیري آزادسازي مک =

ଵݓ  و ଶݔଵߠ =   : شودنتیجه میଵݔଶߠ
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(ߠ)ݖ = min
௫,௬,௪

ଵݔ2−) − ଶݔ + ଵݕ + (ଶݕ

ଵݔ + ଶݔ3 + ଵݕ ଵݓ+ ≤ 9
ଵݔ2 + ଶݔ − ଶݕ ଶݓ+ ≤ 8

ଵݔ − ଵݕ + ଶݕ ≤ 4
ଶݔ10 + ଵߠ3 ଵݓ− ≤ 30

ଵݓ − ଵߠ3 ≤ 0
ଵݓ − ଶݔ10 ≤ 0

ଵݔ10 + ଶߠ4 − ଶݓ ≤ 40
ଶݓ − ଶߠ4 ≤ 0
ଶݓ − ଵݔ10 ≤ 0

0 ≤ ଵݔ ≤ 4
0 ≤ ଶݔ ≤ 3

௝ݕ ∈ {0,1}, j = 1,2
0 ≤ ௞ߠ ≤ 10, ݇ = 1,2

0 ≤ ଵݓ ≤ 30
0 ≤ ଶݓ ≤ 40.

       )7(    

  
 به منظور استفاده از الگوریتم ارائه شده، با حل مساله

OBBC ) با  از  16متناظر  استفاده  با   () )،  7رابطه 
میکران بهبود  را  متغیرها  به  هاي  از  پس  و  یابد 

  هاي متغیرهاي دوخطی و قرار دادن روزرسانی کران
ܯ = اي آفین متناظر با آن  آزادسازي قطعه  (2,2)

) رابطه  از  استفاده  با  نتیجه  14را  زیر  صورت  به   (
  : شودمی

(ߠ)ݖ = ݉݅݊௫,௬,ఒ,ఋ
ଵݔ2−) − ଶݔ + ଵݕ + (ଶݕ

ଵݔ + ଶݔ3 + ଵݕ + ଵ,ଶߜ1.5
ଶ ≤ 5.25

ଵݔ2 + ଶݔ − ଶݕ + ଶ,ଶߜ2
ଵ ≤ 3

ଵݔ − ଵݕ + ଶݕ ≤ 4
ଵݔ + ଶݔ13 + ଵݕ + ଵ,ଵߜ1.5

ଶ +
ଵ,ଶߜ3

ଶ − ଵଶߣ15 − ଶଶߣ30 ≤ 5.25
ଵݔ12 + ଶݔ − ଶݕ + ଶ,ଵߜ2

ଵ

ଶ,ଶߜ4+
ଵ − ଵଵߣ20 − ଶଵߣ40 ≤ 3

ଶݔ − ଶଶߣ3 − ଵଶߣ1.5 ≤ 0
ଶݔ− + ଶଶߣ1.5 ≤ 0
ଵଶߣ + ଶଶߣ ≤ 1

ଵଶߣ− − ଶଶߣ ≤ −1
ଵݔ − ଶଵߣ4 − ଵଵߣ2 ≤ 0
ଵݔ− + ଶଵߣ2 ≤ 0
ଵଵߣ + ଶଵߣ ≤ 1

ଵଵߣ− − ଶଵߣ ≤ −1

            )8(  

ଵ,ଵߜ
ଶ − ଵଶߣ10 ≤ 0
ଵ,ଶߜ
ଶ − ଶଶߣ10 ≤ 0

(ଶ,ଵ)ߜ
ଵ − ଵଵߣ10 ≤ 0
ଶ,ଶߜ
ଵ − ଶଵߣ10 ≤ 0

ଵ,ଵߜ−
ଵ − ଵ,ଶߜ

ଵ − ଵߠ ≤ 0
ଵ,ଵߜ
ଵ + ଵ,ଶߜ

ଵ + ଵߠ ≤ 0
ଶ,ଵߜ−

ଶ − ଶ,ଶߜ
ଶ − ଶߠ ≤ 0

ଶ,ଵߜ
ଶ + ଶ,ଶߜ

ଵ − ଶߠ ≤ 0
ଵ, ௤ߜ
ଶ ≥ 0, δଶ,  ௤

ଵ ≥ 0, 
௤ଵߣ ௤ଶߣ, ∈ ݍ  {0,1} = 1,2
௞ݕ ∈ {0,1},    ݇ = 1,2

0 ≤ ௟ߠ ≤ 10,    ݈ = 1,2.

  

  
مساله  یک  جدید  RHS−mpمساله  − MILP   

(می اصلی  مساله  از  تقریبی  که  در  15باشد  است.   (
)، تعداد زیرمسایلی که لازم است براي حل  3جدول (

و  گیرد  قرار  استفاده  مورد  پارامتریک  مساله  این 
ناحیه تعداد  شده،  همچنین  استخراج  بحرانی  هاي 
دهد که در روش  نتایج نشان مینشان داده شده است.  
هاي بحرانی و همچنین تعداد  ارائه شده تعداد ناحیه

با  است  نیاز  مورد  مساله  حل  براي  که  زیرمسائلی 
از ܯ افزایش ارائه شده  از روش  ]  24[ خیلی کمتر 

ܯ  باشد. براي می = ܯ،  (2,2) = ܯو    (4,4) =
فراز فضاي پارامتر و مقدار تقریبی تابع هدف ، ا(8,8)

) نشان داده شده 3) و (2)، (1هاي (ترتیب در شکل  به
) جدول  در  ( 4است.  و  متغیرها،  5)  بهینه  مقادیر   (

مقدار تابع هدف و معادلات ناحیه بحرانی به ترتیب 
]، از طریق  29روش ارائه شده و روشی که در [  براي

بدست   ܶܭܭ معادلات حاصل از شرایط  حل تحلیلی
  است. آمده است، ارائه شده 
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. حل شوند در  4. 1هاي بحرانی بدست آمده و تعداد زیرمسائلی که باید در مسیر جواب مثال مقایسه تعداد ناحیه -3 جدول

 ] 24الگوریتم جدید ارائه شده و الگوریتم مرجع [
  ] 24الگوریتم ارائه شده در [ الگوریتم جدید ارائه شده 

݌݉ܲܮܰܫܯ   − ݌݉ ܲܮܰܫܯܴܥ ܲܮ −  ܴܥ ܲܮ
ܯ = (2,2) 12 1 4 4 1 3 
ܯ = (3,3) 27 3 10 17 6 11 
ܯ = (4,4) 35 4 11 52 17 35 
ܯ = (8,8) 70 11 16 150 33 117 

  
  
  
  
  
  
  
  

ࡹ  فضاي پارامتر براي ) افراز آ  -1 شکل = (૛,૛)ࡹبراي ف ، ب) مقدار بهینه تابع هد = (૛,૛)  4. 1 مثال .  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ࡹ  فضاي پارامتر براي ) افراز آ -2 شکل = (૝,૝)ࡹبرايف ، ب) مقدار بهینه تابع هد = (૝,૝)  4. 1 مثال . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ࡹفضاي پارامتر براي  آ) افراز  -3شکل = (ૡ,ૡ) ࡹ، ب) مقدار بهینه تابع هدف براي = (ૡ,ૡ)   4. 1مثال .  
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  ) با روش جدید ارائه شده4. 1هاي بحرانی مثال (ناحیه جواب بهینه و   -4جدول

 
  

 ]29) با روش ارائه شده در [4. 1هاي بحرانی مثال (جواب بهینه و ناحیه  -5 جدول
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ଶݕଵݕ  ܴܥ ݖ ଶݔ ଵݔ

ଵߠ0.3− 0 0 + ଶߠ1.2 + 3 ଵߠ0.6 + ଶߠ2.4− 2 − 8 ൦
0 −1
−1 0
0.8321 −0.5547
−0.2425 0.99701

൪ ≤ ൦
0
0
1.3868
0.8085

൪ 

ଶߠ 0 0 + ଶߠ2− 3 2.5 − 8 ൦
1 0
0 −1
0 1
−0.8321 0.5547

൪ ≤ ൦
10
0
1.5
−1.3868

൪ 

ଵߠ0.5 4 0 0 + ଵߠ1.667−0.5 − 9.667 ൦
0 1
−1 0
0.2425 0.99701
1 0

൪ ≤ ൦
10
0
−0.8085
2.667

൪ 

0 0 4 3 −11 ൦
1 −0
0 1
0 −1
−1 0

൪ ≤ ൦
10
10
−1.5
−2.67

൪ 

 ܴܥ ݖ ଶݔ ଵݔ ଶݕ ଵݕ

0 0 
ଵߠ8− − 15

ଶߠଵߠ + ଵߠ2 + ଶߠ3 + 5
ଶߠ9− − 10

ଶߠଵߠ + ଵߠ2 + ଶߠ3 + 5 
−ଵߠ8−)2− 15)− ଶߠ9 − 10

ଶߠଵߠ + ଵߠ2 + ଶߠ3 + 5

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
−5
6 ≤ ଵߠ ≤ 0

0 ≤ ଶߠ ≤
ଵߠ6− − 5

ଵߠ3
ଵߠ ≥ 0
ଶߠ ≥ 0

 

ଶ −8ߠ4− 4 0 0 +  ଶߠ4

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
ଵߠ⎧

−5
6

ଶߠ ≥ 0
−5
6 ≤ ଵߠ ≤ 0

ଶߠ ≥
ଵߠ6− − 5

ଵߠ3

 

0 0 −
5

2 + ଶߠ
 3 −3−

10
2 + ଶߠ

 {

ଵߠ ≤
−4
3

−3
4 ≤ ଶߠ ≤ 0

ଵߠ ≥
−4
3

−5
12 + ଵߠ4

≤ ଶߠ ≤ 0

0 0 4 3 −11 ൞
ଵߠ ≤

−4
3

ଶߠ ≤
−3
4

 

0  0 4 −
5

3 + ଵߠ
 −8 −

5
3 + ଵߠ

 

⎩
⎨

ଵߠ⎧ ≥
−4
3

ଶߠ ≤ −
5

12 + ଵߠ4
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را که داري عدم قطعیت در    :2-4مثال   زیر  مساله 
  : باشد را در نظر بگیریدها میمحدودیت

(ߠ)ݖ = min
௫భ,௫మ,௬భ,௬మ

ଶݔ8−) + ଵݕ4 + (ଶݕ2

ଵݔ + −ଵ(1ߠ (ଶݔ ≤ 13(5 + (ଶߠ
ଵݔ − ଶݔ4 ≤ 20

ଵݔ8− + ଶݔ22 ≤ 121
ଵݔ4− − ଶݔ ≤ −8
ଵݔ − ଵݕ10 ≤ 0
ଶݔ − ଶݕ15 ≤ 0
ଶݔ,ଵݔ ≥ 0

0 ≤ ଶߠ,ଵߠ ≤ 10

)9(      

 

هاي بحرانی و همچنین تعداد  )، تعداد ناحیه6جدول (
  ها حل شود را به ازاي زیرمسائلی که باید در این ناحیه 

)، مقادیر 7دهد. در جدول (هاي مختلف نشان میܯ
و   هدف  تابع  بهینه  مقدار  متغیرها،  معادلات بهینه 

ܯ  ناحیه بحرانی براي عامل افراز = ارائه شده    (4,4)
ܯ  همچنین براي  .است = ܯ  و  (2,2) = (8,8)  ،

و   هدف  تابع  براي  آمده  بدست  تقریبی  مقادیر 
)  5) و (4هاي (هاي بحرانی به ترتیب در شکلناحیه

  . نشان داده شده است
  
 

  .4. 2هاي بحرانی مثال تعداد ناحیهتعداد زیرمسائل و  -6 جدول

 
  
 

 . 4. 2 هاي بحرانی متناظر با مثالبهینه، مقدار بهینه تابع هدف و ناحیهجواب  - 7 جدول
 
 
  
 
 
 

 
 
 
 

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  .4. 2در مثال  M=(2,2)ب) مقدار بهینه تابع هدف براي   M=(2,2)فراز فضاي پارامتر براي  ا -4شکل

 ܴܥ ݖ ଶݔ ଵݔ ଶݕ ଵݕ
ଵߠ4.77 1 1 + ଵߠ1.733 5.5 + ଵߠ13.87− 7.5 − 54 {0.4196 ≤ ଵߠ ≤ 0.9441

0 ≤ ଶߠ ≤ 10  

1 1 10 9.14 −67.09 {0.9441 ≤ ଵߠ ≤ 10
0 ≤ ଶߠ ≤ 10  

ଵߠ4.77 1 1 + ଵߠ1.733 5.5 + ଵߠ13.87− 7.5 − 54 {0 ≤ ଵߠ ≤ 0.4196
0 ≤ ଶߠ ≤ 10  

݌݉ ܲܮܰܫܯ  −  ܴܥ ܲܮ
ܯ = (2,2) 12 2 2 
ܯ = (3,3) 18 4 3 
ܯ = (4,4) 25 4 3 
ܯ = (8,8) 47 6 3 
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 .4. 2در مثال  M=(8,8)ب) مقدار بهینه تابع هدف براي   M=(8,8)فراز فضاي پارامتر براي  ا -5 شکل
 
  
  

  گیري نتیجه
در این مقاله روشی براي حل مسائل چندپارامتریک  

ها بر پایه کوچک کردن  محدودیتبا عدم قطعیت در  
الگوریتم   این  ارائه شد.  ناحیه جست و جوي جواب، 
جملات   اول  مرحله  در  که  است  مرحله  دو  شامل 

ضرب متغیر  دوخطی ماتریس ضرایب را، که از حاصل
شده حاصل  قطعیت  عدم  پارامتر  و  به تصمیم  اند، 

هاي کورمیک تقریب زده و کرانکمک آزادسازي مک
به  متغیرهایی ک ه در جملات دوخطی حضور دارند، 
ریزي خطی بهبود داده شده است و بدین  کمک برنامه

تري ایجاد  ترتیب ناحیه جست و جوي جواب کوچک
هاي جدید بدست آمده از  شد. در مرحله دوم، کران

اي  مرحله قبل بکار گرفته شد و با ارائه تقریبی قطعه 
شده  خطی، مساله تبدیل به یک مساله چندپارمتریک  

ظاهر   آن  راست  سمت  در  فقط  قطعیت  عدم  که 
شود و مساله تقریبی حاصل شده به کمک الگوریم  می

کاراي موجود براي حل این دسته مسائل، حل شده  
است. در واقع با بهینه کردن کران متغیرهایی که در 
مسائل   از  تقریبی  دارند،  حضور  دوخطی  جملات 

محدودیت در  قطعت  عدم  با  ارائه    هاچندپارامتریک 
شد که تعداد زیرمسائلی که باید در طی فرآیندحل  

دهد و به تبع آن میزان  مساله، حل شود را کاهش می
نیز کاهش می این نکته  محاسبات  به  توجه  اما  یابد. 

ضروري است که اگرچه با افزایش عامل افراز میزان  
دهد ولی مقدار  دقت تقریب ارائه شده را افزایش می

یزان دلخواه بزرگ انتخاب شود زیرا  تواند به مآن نمی
متغیرهاي   تعداد  زیادشدن  باعث  آن  مقدار  بالارفتن 
در  بسزایی  تاثیر  که  شده  تقریبی  مدل  دودویی 
آن   مقدار  باید  بنابراین  دارد  محاسبات  پیچیدگی 

اي انتخاب شود که ضمن این که جواب تقریبی بگونه
  خوبی بدست آید، اندازه مساله خیلی بزرگ نشود. در 

هاي ارائه شده تلاش شده است که مقادیر عامل  مثال
بگونه مساله  افراز  اینکه  ضمن  که  شوند  انتخاب  اي 

محاسبات   میزان  باشد،  باکیفیت  شده  ارائه  تقریبی 
مورد نیاز براي حل آن نیز زیاد نباشد. از کاربردهاي 

بین  توان به مسائل کنترل پیشاین روش تقریبی می
  ف خطی باشند، اشاره کرد.صریح که داراي تابع هد
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