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 مقدمه -1
معادلات دیفرانسیلی و انتگرالی در یک دهه گذشته 
با توجه به کاربردهاي اساسی آن در فیزیک و 

دانان و فطزیک  ریاضی بسطار مورد توجه ریاضی
  دانان قرار گرفته است. 

با سوال معروف  ]5[1940مساله پایداري در سال
اولام در کنفرانسی در دانشگاه ویسکانسین شروع 

به این سوال پاسخ داد.  ]3[یرز 1941شد. در سال 
به  ]4[راسیاس 1978این مساله بعد از مقاله سال 

  راسیاس معروف شد.-اولام-پایداري یرز
و گر اولین افرادي بودند که در زمینه آلسینا 

. معادله ]1[پاطداري معادلات دیفرانسیل کار کردند
هاي مهندسی و علوم از  تأخیري در زمینهدیفرانسیل 

اهمیت برخوردار است. زیرا معادلات دیفرانسیل در 
ها همواره  ها و بررسی رفتار آن سازي پدیده مدل

تأثیر رفتار  مورد استفاده است و رفتار دستگاه تحت
    .باشد گذشته و حال آن می

در این مقاله با استفاده از روش معرفی شده در 
-لفلر-، به تعریف و بررسی پایداري میتاگ]2[مقاله

راسیاس -اولام-یرز-لفلر-اولام و پایداري میتاگ- یرز
  پردازیم.معادله دیفرانسیل تاخیري مرتبه اول می

  
  تعاریف و مفاهیم مقدماتی -2

پردازیم که در ادامه ینجا به بیان مطالبی میدر ا
  بحث از آنها استفاده خواهد شد.

 
 فرض کنید یک مجموعه باشد. تابع .2,1تعریف
 : 0,d X X    متر تعمیم یافته رويX  نامیده

  شود اگر و فقط اگر در شرایط زیر صدق کند:می
x, الف. به ازاي هر y X،( , ) 0d x y x y  ،  
x, ب. به ازاي هر y X ،( , ) ( , )d x y d y x،  
, ج. به ازاي هر , z Xx y ،( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y  .  

توجه کنید که فرق بین متر تعمیم یافته و متریک 
 افته شاملمعمولی در این است که برد متر تعمیم ی

 باشد.می  

)فرض کنید .2,2قضیه  , )X d  فضاي متریک کامل
X: تعمیم یافته باشد و X   یک عملگر اکیدا

L انقباضی با ثابت لیپشیتز 1  باشد. اگر ثابت
 اشد به طوریکه براي هروجود داشته ب k نامنفی

x X، 1( , )k kx x   در این صورت خواص ،
  زیر برقرار است:

 ي. دنباله1 n x ي ثابتنقطه به*x از 

  همگراست.
2.*x ي ثابت یکتا ازنقطه  در*X است که 

 * : ( , )kX y X d x y      
y*. اگر3 Xدر این صورت * 1( , ) ( , )

1
d y x d y y

L
 


.  
  
  اولام - یرز -لفلر - . پایداري میتاگ3

اولام - یرز-لفلر-ابتدا به تعریف مفهوم پایداري میتاگ
دهیم که معادله پردازیم و سپس نشان میمی

مرتبه اول داراي پایداري  دیفرانسیل تاخیري
  اولام است.- یرز-لفلر-میتاگ

  
F: . فرض کنید3,1تعریف  I     

y:ي یک تابع و تابع پیوسته I  در  

 

 

0

0 0

( ) ( , ( ), ( ))

( ), ,T ,

( ) ( )

( ), , t

q

q

y t F t y t y t

E t t t

y t t

E t t t


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 

  

 



  

 

  
لفلر است. در این  -تابع میتاگ qE کند که صدق

ي منحصربه فردصورت اگر تابع پیوسته
0 :y I   وجود داشته باشد به طوریکه براي

t هر I:  

 

 

0 0 0

0

0

0 0

( ) ( , ( ), ( )),
,T ,

( ) ( ),
, t

y t F t y t y t
t t
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t t
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   
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  و

0
1 2

( )
( ) ( )

1 ( )

q
qE t

y t y t
T L L


 
   

  
ادله دیفرانسیل تاخیري مرتبه اول داراي گوییم مع

  اولام است.-یرز- لفلر- پایداري میتاگ
  

 براي .3,2قضیه ,I T ، فرض کنید 
:F I      اي باشد که تابع پیوسته
  در شرط لیپشیتز زیر 

1 2( , , ) ( ,z,w) LF t x y F t x z L y w      
  

) هر براي , , ), ( , , )t x y t z w I    و 
1 20 ( ) 1T L L   صدق کند. فرض کنید 

 0 0, , 0,C t t     1 و 2,L L هاي مثبتثابت 
y: يکنید تابع پیوسته هستند. فرض I  در  

 0( ) ( , ( ), ( )) ( ), ,T ,qy t F t y t y t E t t t     

 0 0( ) ( ) ( ), , tqy t t E t t t       
  

لفلر است، در این  -تابع مطتاگ qEصدق کند که 
0 صورت تابع پیوسته ي منحصربه فرد :y I   

t وجود دارد به طوریکه براي هر I:  

 

 

0 0 0

0

0

0 0

( ) ( , ( ), ( )),
,T ,

( ) ( ),
, t

y t F t y t y t
t t
y t t
t t
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   

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        )3,1(  

  و 

)3,2                (
0

1 2

( )
( ) ( )

1 ( )

q
qE t

y t y t
T L L


 
   

  
ي توابع پیوسته به مجموعه Sید . فرض کنبرهان
  صورت

		ܵ = ቄ߮: ܫ → ℝ,߮	است	پیوستهቅ )3,3  (          
  

  با متر زیر یک فضاي متریک تعمیم یافته s  باشد.
  

 .است
 

  
1 ,

inf 0, : ( ) ( ) ( ), .

d

M t t M t t I

 

  



     
 

  
S: عملگر S  را براي هر S  به صورت

  کنیم:زیر تعریف می
 

 

 

 
0

0 0

0

0

( ) ( ),

, t

( ) ( ) ( , ( ). ( )) ,

, T

t

t

t t

t t

t t F u u u du

t t

 



    

 


 

    

 

 )3,4(  

  
 نیز پیوسته است؛ پس  پیوسته است،  چون

S براي هر . , S   و 
  , 0, ; ( ) ( ) ,M M t t M t I         

 
  ) داریم:3,4( از رابطه

   ( ) ( )t t     
 

0

( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )
t

t

F u u u F u u u du        
 

 
0

( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )
t

t

F u u u F u u u du        
 

0 0

1 2( ) ( ) ( ) ( )
t t

t t

L u u du L u u du           
 

   1 2 , 0(L L , ,TM t t T     
  و

 0 0( )( ) ( )(t) ( ) ( ) 0, , tt t t t t             
  بنابراین

    1 2 1( ) ( ) (L L )Td ( , ).t t         
  

1 چون 20 ( ) 1T L L  ،  انقباضی اکید روي 
S .است 

S دیفرض کن   داده شده باشد. از کرانداري
( )t و ( , ( ), ( ))F t t t  دهیم، نشان می

1( , )d    تابع  2,2فاده از قضیه . بااست
0پیوسته  :y I   دروجود دارد به طوریکه   
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1( , )S d ،0
n y  0 و 0y y  0 یعنیy  در  

 
 

0 0 0 0

0 0 0

( ) ( , ( ), ( )), ,T ,

( ) ( ), , t

y t F t y t y t t t

y t t t t



 

    


    
  

g, کند. چونصدق می  در  Iکراندارند، پس 

1( , )d g به وضوح براي هر . لذا  0 ,t t T:  
(t ) y (t) F(t,y(t),y(t )) E ( ).q q

q qE t        
  

انتگرال t تا  0t اگر از طرفین نامساوي بالا از
  :بگیریم، داریم

0 0 0

(u ) (u) (u, ( ), (u ))
t t t

q
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E du y du F y t y du      
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  و لذا 

0
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1 1

0

0 0
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kq kq kq
q

q
k k

t t t E t
kq kq
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 
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  
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1 0 1
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  
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1 2

( )
1 (L L )

q
qE t

T



   

  
  □کند. و این اثبات قضیه را کامل می

که به صورت زیر تعریف ي زیر نرم بیلکی را هیدر قض
  .بریمشود را به کار میمی

 : max ( ) ; 0;t
t JBx x t e J 
      

  
 براي. 3,3قضیه  ,I T فرض کنید ،

:F I      اي باشد که در تابع پیوسته
  شرط لیپشیتز زیر

1 2( , , ) ( , z, w) LF t x y F t x z L y w    
 

) هر براي , , ), ( , , )t x y t z w I    و 
1 20 ( ) 1T L L    0 ,صدق کند 

 0 0,C t t    1و 2,L L هاي مثبت ثابت
y: يکنید تابع پیوستههستند. فرض  I   در 

 0( ) ( , ( ), ( )) E (t ), ,T ,q
qy t F t y t y t t t     

 0 0( ) ( ) E (t ), ,q
qy t t t t t       

  
لفلر است، در این  - تابع میتاگ Eqصدق کند که 
 -یرز -لفلر -) پایدار میتاگ1,1ي (صورت معادله

 باشد.اولام با نرم بیلکی می
   3,2ي اثبات قضیه مشابه اثبات قضطهبرهان. 

تعریف شده   باشد، کافیست نشان دهیم کهمی
نسبت به نرم  S یک نگاشت انقباضی اکید روي

 بیلکی است. به عبارتی
( )( ) ( )( )t t     

 
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t ت براي هردر اینصور I :   

.
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 
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  بنابراین
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, توان نتیجه گرفت براي هرپس می S  ،  
1 2

1 1
( )

( , ) ( , )
L L

d d   



  
 

 
1 با توجه به فرض 2( )0 1L L




  توان نتیجه می  

نگاشت انقباضی اکید است و با روندي  گرفت که 
  داریم: 3,2ي مشابه روند قضیه

1 0 1
1 2 1 2

( , ) ( y,y) ( )
( ) ( )

q
qd y y d E t

L L L L
  

 
  
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 -میتاگ )1,1ي (دهد که معادلهو این نشان می

  □ باشد.یاولام پایدار با نرم بیلکی م -یرز  -لفلر
  
 راسیاس -اولام -یرز -لفلر -. پایداري میتاگ4

 -یرز -لفلر -در این بخش به بررسی پایداري میتاگ
پردازیم. در ابتدا این مفهوم را راسیاس می - اولام

  کنیم.تعریف می
  

 براي. 4,1تعریف  ,I T فرض کنید ، 

0

( ) ( )
t

u du K t  ،:F I       یک

:تابع و (0, )I    تابعی پیوسته باشد و فرض
 کنید , 0C    1و 2, , ,K M L L هاي ثابت

1 باشند که مثبتی 20 ( ) 1K L L   و براي هر 

 ,t I T   ،
0

( ) ( )
t

u du K t   و

1
11

0

( ( ( ) ) ( )
t

ppu du M t   که Eq تابع میتاگ - 

 يلفلر است. همچنین فرض کنید تابع پیوسته
:y I   در  
 '

0( ) ( , ( ), ( )) ( ) ( ), , ,q
qy t F t y t y t t E t t t T      
 0 0( ) ( ) ( ) ( ), ,q

qy t t t E t t t t       
  

صدق کند. گوییم معادله دیفرانسیل تاخیري مرتبه 
   -اولام -یرز -لفلر -راي پایداري میتاگاول دا

  

ي منحصربه فرد پیوسته راسیاس است اگر تابع
0 :y I    داشته باشد به طوریکه براي وجود

t هر I: 

)4,1(          

 

'
0 0 0

0

( ) ( , ( ), ( )),
t 0,

( ) ( ),
,0

y t F t y t y t
T

y t t
t







  






  

  

)4,2(  0
1 2

( )
( ) ( ) ( )

1 ( )

q
qE t

y t y t M t
K L L


 
 

  

  
 براي .4,2 قضیه ,I T فرض کنید ،

:F I     اي باشد که در تابع پیوسته
  شرط لیپشیتز زیر

1 2F( , , ) ( ,z,w) Lt x y F t x z L y w      
  

)براي هر  , , ), ( , z, w) It x y t     صدق 
: کنیدفرض کند.  (0, )I    تابعی پیوسته

 باشد و فرض کنید ,0C   1 و 2, , ,K M L L 
1 هاي مثبتی باشند کهثابت 20 ( ) 1K L L    و

 براي هر ,t I T   و 
0

( ) ( )
t

u du K t  

و 
1

11

0

( ( ( ) ) ( )
t

ppu du M t    کهEq  تابع

ي لفلر است. در این صورت تابع پیوسته -میتاگ
0 منحصربه فرد :y I    وجود دارد به طوریکه

t براي هر I:  
 

 

'
0 0 0

0

( ) ( , ( ), ( )), t 0,

( ) ( ), ,0

y t F t y t y t T

y t t t



 

   


    
  و

0
1 2

( )
( ) ( ) ( )

1 ( )

q
qE t

y t y t M t
K L L


 
   

  
 فضاي توابع پیوسته C فرض کنیدبرهان. 

: I  يباشد و مجموعه S را به صورت    
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  : , , ( ) ( ), ,0S I C t t t             
  

را به  Sکنیم. متر تعمیم یافته روي تعریف می
  کنیم:صورت زیر تعریف می

)4,3   ( 
( , )

0, : ( ) ( ) ( ),
inf

t I

d

M t t M t

 

  



     
 
   

  

  
) در این صورت , )S d  فضاي متریک تعمیم یافته

  است.
S: عملگر S  را براي هر S  به صورت

  .کنیمزیر تعریف می
)4,4(                 ( )(t) ( ), ,0 ,t t      

 
0

( )(t)

(0) ( , ( ), ( )) du,

0,

t

F u u u

t T



   

 

 



  

  
 نیز پیوسته است، پس  پیوسته است،  چون

S براي هر . , S .  
( )( ) ( )( )t t     

 
0

( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
t

F u u u F u u u du        

 
0

( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))
t

F u u u F u u u du        

1 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
t t

L u u du L u u du           

1 2
0

(L ) ( )
t

L M u du    
 1 2( ) ( ), t 0,L L MK t T    

  و
 ( )(t) ( )(t) ( ) ( ) 0, ,0t t t             

  بنابراین
1 2( , ) ( ) ( , ).d K L L d        

  
1 چون 20 ( ) 1K L L   لذا ،  تابع انقباضی  

  

) است. براي هر S اکید روي )t و هر t I 
min چون ( ) 0t I t   و( , ( ), ( ))F t t t   و 
( )t  رويI  وکراندارند  ,I T  در این ،

0 صورت ثابت M   وجود دارد به طوریکه  
( )( ) ( )

( ) ( , ( ), ( )) ( )
t

t t

F u u u du t

 

    

  

  
0

0
 

( )M t   
  

) شود) نتیجه می4,3ي (از معادله , )d    .
0 يتابع پیوسته 2,2طبق قضطه  :y I   

) وجود دارد به طوریکه در , )S d، 0
n y   و

0 0y y   ݕیعنی଴ کند:در رابطه زیر صدق می 

 
 

'
0 0 0

0

( ) ( , ( ), ( )), 0,

( ) (t), t ,0

y t F t y t y t t T

y t



 

   


    
  

 اگر نشان دهیم : ( , )g S d g S   ،
ي ع پیوستهدهد که تابنشان می 2,2قضیه 

 هر کند. براي) صدق می4,1در ( 0y منحصربه فرد
g S چون ,g   رويI  کراندارند در این
0 صورت gM   وجود دارد به طوریکه براي

t هر I، 
( ) ( ) ( ).gt g t M t    

  
g برايدهد که این نتیجه می S، 

( , )d g   و : ( , )g S d g S   . به
 وضوح براي هر 0,t T:  

'

(t) E ( )

( ) F(t, y(t), y(t ))
(t) E ( )

q
q

q
q

t

y t
t







 

    

  
t براي هر tتا  0اگر از طرفین نامساوي بالا از  I 

 انتگرال بگیریم، داریم:

0

( )(t) (t) ( ) ( )
t

q
qy y u E u du   
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00

( )
( 1)

t kq

k

uu du
kq







 

 

0 0

1 ( ) u
( 1)

t
kq

k
u du

kq
 






  

 
1 1

11

0 0 0

1 ( ( ( )) du) ( (u ) )
( 1)

t t
p kq pp p

k
u du

kq
 







   

0
( )

( 1)

kq

k

t M t
kq

 





 

 
( ) ( ).q

qM t E t   
  

) از طرفی , ) ( ) ( )q
qd y y M t E t    لذا در

  :هایت داریمن

0
1 2

1( , ) ( , )
1 ( )

d y y d y y
K L L

 
   

1 2

( ) ( )
1 ( )

q
qM t E t

K L L
 

   
  

 -لفلر -) میتاگ1,1ي (دهد معادلهو این نشان می
   □راسیاس پایدار است.  -اولام - یرز
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 ۷۶                                      1400 ديو  آذر، سی و سوم، شماره هفتمهاي نوین در ریاضی/ سال / پژوهشو همکاران نسرین اقبالی

  فهرست منابع 
  

[1] C. Alsina, R. Ger. On some 
inequalities and stability results related to 
the exponential function. J. Inequal. Appl. 
2: 373-380(1998) 
 
[2] N. Eghbali, V. Kalvandi, J. M. 
Rassias. A fixed point approach to the 
Mittag-Leffler-Hyers-Ulam stability of a 
fractional integral equation. Open Math. 
14: 237-246(2016) 
 
[3] D. H. Hyers. On the stability of the 
linear functional equation. Proc. Nat. 
Acad. Sci. 27: 222-224(1941) 
 
[4] Th. M. Rassias. On the stability of 
linear mapping in Banach spaces. Proc. 
Amer. Math. Soc. 72: 297-300(1978) 
 
[5] S. M. Ulam. A Collection of 
Mathematical Problems. Interscience 
Publishers, New York (1968) 
 

  


