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 . مقدمه1
بسیاري از معادلات دیفرانسیل وجود دارند که 

هاي مختلف ریاضیات و فیزیک ارتباط بین زمینه
کنند. از جمله معادلات نظري را برقرار می

دیفرانسیل معروف مرتبه دوم در این زمینه، 
 دیفرانسیلی است که توسط پانول پینلیومعادلات 

(Paul Painlevé)  1895-1910در سال هاي بین 
]. 1،2معرفی گردید و مورد بررسی قرار گرفت [

معادلات دیفرانسیل در نظر گرفته شده توسط این 
دانشمند فرانسوي یک کلاس از معادله دیفرانسیل 

  باشد.می مرتبه دوم غیر خطی
هاي سی مقالاتی که در سالپینلیو با مطالعه و برر

به مدت ده سال منتشر شده بود به این  1893
معادله  50معادله از  44حقیقت دست یافت که 

شش تاي از هستند و فقط حل  قابل کاهش یافتن
  آن معادلات نیاز به معرفی توابع خاص جدید دارند.

این شش معادله دیفرانسیل مرتبه دوم غیر خطی به 
پینلیو معروف هستند. این  معادلات دیفرانسیل

تواند نتایج خوبی در معادلات و راه حل آنها می
زمینه فیزیک و ریاضیات و ارتباط بین آنها بر قرار 

هایی از کابردهاي این معادلات عبارتند کند. نمونه
 از: مکانیک آماري، فیزیک پلاسما، امواج غیر خطی،
 گرانش کوانتومی، نظریه پراکندگی، نسبیت عام و

  ].8-3فیبرهاي نوري[
اولین معادله دیفرانسیل پینلیو عبارت است از 

]9،10:[  
2: ( ) 6 ( )PI w z w z z    

  
  با شرایط مرزي

(0) 0, (0) 1.w w    
  

توان هاي مهم معادله دیفرانسیل میاز جمله کابرد
 Viscous(هاي چسبناك سازي شوكدر مدل
schock(  در جریان هله شاو)Hele schow ( و

]، stocks( ]11( هاي استوکسهمچنین پدیده

  ]، 12مدل غیرانتگرالی غیرخطی [ انشعاب در
هاي ماتریسی جاذبه کوانتومی با محدودیت مدل

  ] اشاره کرد.13،14پیوستگی [
توان از معادله دیفرانسیل بوسینک از طرفی را می

)Boussinesq equation( ]16،15 [   
 26 ,tt xx xxxxxx

u u u u    
  

باشد با تغییر متغیر و فرض که یک ثابت دلخواه می
  به دست آورد. لذا خواهیم داشت

2 2( ) 6 ( ) ( 1) ( ) ,w z w z c w z Az B       
  

  باشند.گیري میهاي انتگرالکه و ثابت
  دومین معادله دیفرانسیل پینلیو عبارت است از:

3: ( ) 2 ( ) ( ) ,PII w z w z z w z      
  

  با شرایط مرزي
(0) 1, (0) 0,w w     

  
  باشد.مقدار ثابتی می  که

توان می PIاز جمله تحقیقات انجام شده براي نوع 
  به موارد زیر اشاره کرد.

] سریاپورتا و نونز از روش مجانبی هموتوپی 17[ در
هاي تقریبی براي محاسبه جواب (OHAM) بهینه

ا و همکارانش روش عددي استفاده کردند. راج
بندي ریاضی تصادفی ارائه کردند که در آن فرموله

صورت گرفته  (ANNs) به کمک شبکه هاي عصبی
]. روش محاسباتی دیگر توسط راجا و 18است [

هاي عصبی در همکارانش از سه مدل متفاوت شبکه
] ارائه شده است. سه روش تکراري انصاري و 19[

و روش  (DJM) جعفريدفتردار و ، (TAM) تمیمی
سه روشی هستند که توسط  (BCM) انقباض باناخ

هاي ال جاوري و همکارانش براي محاسبه جواب
]. کلووینسکی و قوینی 20تقریبی پیشنهاد شدند [

به منظور به دست آوردن حل عددي، یک الگوي 
] روش 22]. در [21تقسیم متقارن استفاده نمودند [
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 اختلال هموتوپی و روش (VIM) تکراري تغییرات
(HPM) هاي تقریبی توسط حسام براي تهیه جواب

و  اند. پیینالدینی و پیروي به کار گرفته شده
ترکیبی از موجک لژاندر و روش  ]23همکارانش در [

هاي تقریبی ارائه تکراري پیکارد جهت یافتن جواب
دادند. در یک مطالعه عرفانیان و منصوري جهت 

هار هاي توابعاز ویژگی هاي تقریبییافتن جواب
]. در 24گویا شده و ماتریس عملگر استفاده کردند [

] ساکا و سولیه به کمک روش تبدیل 25[
هاي عددي معادله را ارائه دیفرانسیل تیلور جواب

می توانند  کردند. همچنین علاقه مندان مقالات
] مطالعه 29-26هاي دیگري را در مراجع [روش
  .کنند

زاده معرفی هاي فازي توسط مجموعهمفهوم و نظریه 
] و در ادامه اعداد فازي و اعمال 30،31شد [

مهم  محاسباتی مطرح گردید. از جمله کاربردهاي
اعداد فازي که در همان ابتدا مورد توجه قرار گرفت 
به کارگیري آن در کنترل فازي و مسایل استدلال 

  ].32تقریبی می باشد [
انسیل، پارامترها، در فرموله کردن معادلات دیفر

طور دقیق متغیرها و شرایط اولیه و شرایط مرزي به
شوند. اما در حقیقت، به دلیل  تعیین یا تعریف می

گیري، این پارامترها  خطاهاي آزمایشی و اندازه
 مبهم و نامشخص باشند، که منجر بهممکن است 

هاي شوند. در سالمعادلات دیفرانسیل فازي می
برد فراوان معادلات دیفرانسیل اخیر، به دلیل کار

طور فازي در بسیاري از مسایل علوم و مهندسی به
اند.  و مطالعه محققان قرار گرفته مفصل مورد توجه

توان در ها را میبرخی از این مقالات و یافته
  ].42-33مطالعات قبلی یافت [

انگیزه اصلی این مقاله استفاده از روش تمیمی و 
ي معادله دیفرانسیل فازي ] براTAM  ]20انصاري
  نوع  پینلیو

2: ( ) 6 ( ) , (1)FPI w z w z z     
  

 با شرایط مرزي
(0) 1, (0) 0, (2)w w     

  
)که  )w z  ،0تابع فازي  1صفر فازي و  عدد یک

 باشد.فازي می
 
 
 مقدمات -2

نتایج را که در برخی نمادها، تعاریف و در این بخش 
  ذکر رند، یگاستفاده قرار می ادامه مقاله مورد

  شوند.می
  

 عدد فازي، نگاشتی است بصورت 1- 2 تعریف
 : 0,1u  باشد که در روابط زیر صادق می

]32  [ 
1( u .نیم پیوسته بالایی است 
خارج از  )2 ,c d    داریم( ) 0u t  .  
وجود دارند به طوري که  bو  aاعداد حقیقی  )3

c a b d  در این صورت .  
i .( )u t یکنوا افزایشی روي ,c a .است  

ii .( )u t  یکنوا کاهشی روي ,b d.است  
iii. ( ) 1u t   یکنوا کاهشی رويa t b  

  است.
  

اي گوییم هرگاه ذوذنقه  را  uعدد فازي  2-2تعریف 
  :]32ه صورت زیر باشد[ت آن بتابع عضوی

1
( )

0 [ , ]

t c c t a
a c

a t b
u t

d t b t d
d b

t c d

   
     

 
   

) و با , , , )u c a b d دهم. اگر نشان می
a b  باشد عدد فازي را مثلثی گوییم و با

( , , )u c a d دهیم.می نشان  
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0 براي 3-2تعریف  1r  ،r- تراز عدد فازي

u  را با[ ]ru  نمایش داده و به صورت زیر تعریف  
  شود:می

 [ ] | ( ) .ru t u t r     
  

)اي براي عدد فازي ذوذنقه , , , )u c a b d، 
[ ] [ ( ) , ( ) ]ru c a c r d b d r    دد فازي مثلثیبراي عو 

( , , )u c a d ،[ ] [ ( ) , ( ) ]ru c a c r d a d r    .  
  

فرم پارامتري یک عدد فازي به صورت  4-2تعریف 
زوج مرتب  ( ), ( )u u r u r ،شود نمایش داده می

  .]32باشد [که و در شرایط زیر صادق می
i. تابع ( )u r  روي 0,1 بع چپ پیوسته، تا

  .باشددار و نانزولی میکران
ii.  تابع( )u r  روي 0,1  ،تابع چپ پیوسته

  .باشدکران دار و نانزولی می
iii. 0 براي 1r  :نامساوي زیر برقرار است 

( ) ( ).u r u r  
  

  براي عدد فازي 5-2تعریف 
 ( ), ( )u u r u r  

  عدد

 1(1) (1) (1)
2

u u u   
 

شود و تابع نامیده می uشاخص مرکزي عدد فازي 
(1)چپ پیوسته نانزولی  ( )u u u r    تابع

شاخص فازي شده چپ و تابع چپ پیوسته نانزولی 
( ) (1)u u r u   فازي شده راست  تابع شاخص

  ].32شود [نامیده می
  توان به هر عدد فازي را می 3-2با توجه به تعریف 

  

 صورت (1), ,u u u u
 .نمایش داد  

  
  براي دو عدد فازي دلخواه  6-2تعریف 

 (1), ,u u u u
  

  و
 (1), ,v v v v

  
  

  ]32ود [شچهار عمل اصلی به صورت زیر تعریف می
    (1) (1),max , ,max ,u v u v u v u v 

     
  یکی از چهار عمل اصلی است.  که
  
روش تمیمی و انصاري و معادله دیفرانسیل  -3

  فازي پینلیو
هاي تقریبی زیادي توسط محققین و روش

اند. دانشمندان براي معادلات دیفرانسیل نوشته شده
مراجع را مطالعه کنند توانند انندگان علاقمند میخو

]. در این بخش روش تمیمی و انصاري و 43-46[
معادله دیفرانسیل فازي پینلیو به کمک  حل عددي
  گردد.آن بیان می

  
   TAMروش تمیمی و انصاري  .3-1

پرداخته  TAMدر این زیر بخش به معرفی روش 
گرفتن معادله دیفرانسیل  خواهد شد. با در نظر

  غیرخطی
   ( ) ( ) ( ),L w z N w z h z   

  
,با شرایط مرزي  0dwB w

dz
   
 

که  

 ( )L w z  قسمت خطی تابع مجهول( )w z ،
 ( )N w z  قسمت غیرخطی تابع مجهول

( )w z  و تابع( )h z  برحسب متغبر تابع معلوم
  باشند.می zمستقل 

  ) 1هاي تکراري (براي یافتن جواب TAMدر روش 
  

)0از فرض اولیه  )w z  دستگاه شروع کرده و
معادلات دیفرانسیل با شرایط مرزي در نظر گرفته 

  شود:می
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 

   

   

   

0

0
0

1 0

1
1

2 1

2
2

1

1
1

( ) ( ) 0,

, 0,

( ) ( ) ( ),

, 0,

( ) ( ) ( ),

, 0,

( ) ( ) ( ) 0,

, 0.

n n

n
n

L z h z

dwB w
dz

L w z N w z h z

dwB w
dz

L w t N w t h z

dwB w
dz

L w z N w z h z

dwB w
dz

w






  


     


 


     
  


     


   

      



 
  

فیست حد زیر در نظر گرفته براي حل تقریبی کا
  شود:

( ) lim ( ).nn
w z w z


  

  
  معادله دیفرانسیل فازي پینلیو. 3-2

را  ش معادله دیفرانسیل فازي پینلیوبخ در این زیر
  گیریم:به صورت کلی زیر در نظر می

2( ) 6 ( ) ,
:

( ) , ( )

w z w z z
FPI

w a w a 

  


 

 
 

 

  
  دو عدد فازي معلوم و   و  که 

 ( ) ( ),w z wL z   

  26 )( () ,N w w zz    
  

  و هدف تقریب تابع
 ( ) (1, ), ( ), ( )w z w z w z w z

  
  

  باشد. فرض کنید:می
  *

*1 , ,     

  *
*1 , ,     

  که  
   
   

*

*

1 ,

1

r

r

  

  

 

   
  و

   
   

*

*

1 ,

1

r

r

  

  

 

 
 

 و
   
   

*

*

( ) 1, , ,

( ) , 1, .

w z w z w r z

w z w r z w z

 

 
 

  

  لذا
   *

*(1, ), ( ), ( )( )L w z w z zw wz     
*

*

( ) (1, ) ( , ) ,

( ) ( , ) (1, )

w z w z w r z
w z w r z w z

   

   
 

   2 *
*6 (1, ), ( ), ( ) .( )N w z w z w z w z   

  
دو عدد  ذاري در به کمک مجموع و برابريبا جایگ

  فازي خواهیم داشت:
2

1

(1, ) 6 (1, ) ,
: (1, ) (1),

(1, ) (1)

w z w z z
E w a

w a



  
 
  


 

 * *

2 * *

* *

( ) 6 ( ) ,
: ( ) ,

( )

w z w z
E w a

w a



 



  

 

 * *

* *
3

* *

( ) 6 ( ) ,

: ( ) ,
( )

w z w z

E w a
w a





  
 
    

  
سه  3Eو  1E ،2E براي TAM با بکارگیري روش

n...,0,1,2دستگاه معادلات دیفرانسیل زیر براي   
  شود:می حاصل
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2
1

1
1

1

0

(1, ) 6 (1, ) ,
(1, ) (1),

:
(1, ) (1),

(1, )

n n

n

n

w z w z z
w a

TAM E
w a
w z z










  



  
  



 1* *

1* *
2

1* *

0*

( ) 6 ( ) ,

( ) ,:
( ) ,

( ) 0

n n

n

n

w z w z
w aTAM E
w a
w z










 





 
  

 

 * *
1

* *
1

3 * *
1

*
0

( ) 6 ( ) ,

( ) ,:
( ) ,

( ) 0.

n n

n

n

w z w z

w aTAM E
w a
w z











  

 


 
  

 

  
که

0(1, )w z  1)1و, )nw z
 از 

1TAM E حاصل  
  شوند.می
  
  حل عددي مساله -4

 در این بخش به محاسبه حل عددي معادله
به کمک روش  FPIفازي پینلیو نوع  یفرانسیلد

TAM پردازیم.می  
 FPIمعادله دیفرانسیل فازي پینلیو نوع  مثال 3-1

  زیر را در نظر بگیرید:
2( ) 6 ( ) ,

:
(0) ( 1,0,1), (0) (0,1,2)

w z w z z
FPI

w w
  

   

 
 

 

  
   TAMبراي یافتن جواب عددي به کمک روش 

  توان نوشت:می
(0) ( 1,0,1) (0,1 ,1 ),
(0) (0,1,2) (1,1 ,1 ),

w r r
w r r

    
    


  
 ( ) ( ),w z wL z   
  26 )( () .N w w zz    

  
  حل دستگاه، خواهیم داشت: به کمک

2
1

1

1

0

(1, ) 6 (1, ) ,
(1,0) 0,
(1,0) 1,

(1, )

n n

n

n

w z w z z
w
w
w z z







  



  
  


 

3

0 (1, ) ,
6

zw zz    
8 6 4

1

3

,
336

(1,
6

)
15 2

z z zw z z z     
3 4 6 7

8 9 10 11 12

13 1

2

4 16

18

6 2 15 7
71

336 40 60 46200 330
187

26208 764400 100800

,
57576 6

1,

9

( ) zw z z zz

z z z z z

z z z

z

z

   

  





  

 

 

  
  

2TAM به کمک حل دستگاه E ،:خواهیم داشت  
 1* *

1*

1*

0*

( ) 6 ( ) ,

(0) 1 ,
(0) 1 ,

( ) 0

n n

n

n

w z w z
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


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

 


  
    

0*( ) (1 ) 1 ,w z r z r     
3 2

1*( ) (1 ) 3(1
,

)
(1 ) 1

w zz r r
r z

z
r

   
   

 

5 4
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3 2
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8 2
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1 ) 3(1 )
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w z r z r z

r z r z
r z r

   

   
   

 

  
  

3TAM به کمک حل دستگاه E ،:خواهیم داشت  
 * *

1

*
1

3 *
1

*
0

( ) 6 ( ) ,

(0) 1 ,:
(0) 1 ,

( ) 0

n n

n

n
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


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
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  
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*
0 ( ) (1 ) 1 ,w z r z r     

3 2*
1( ) (1 ) 3(1

,
)

(1 ) 1
w zz r r

r z
z

r
   

   
 

* 5 4
2

3 2

3 3( ) (1 ) (1 )
8 2

(
,

1 ) 3(1 )
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w z r z r z

r z r z
r z r

   

   
   

 

.  
  

   1-1را در جدول  5تا تکرار  1-3تقریب جواب مثال
  

  بیان شده است.
 تراز در نمودار-1نمودار جواب واقعی و تقریبی در 

,1)و نمودار تابع چپ ( 1-1 )w z،(  نمودار تابع
,1)راست ( )w z) 1)) و تابع وسط, )w z 1) در -

  اند.نمایش داده شده 1-2تراز نیز در نمودار 
و در  1- 3شکل جواب فازي در تکرار پنجم در نمودار

نشان داده  1-4نهایت خطاي مطلق آن در نمودار 
  شده است.

  5تا تکرار  1-3: نتایج عددي تقریب مثال1 - 1جدول
Absolut Error Mathematica (1, )w z  (0, )w z  (0, )w z  z  

0  0  0  1  -1  0z   
-91.8554 10  0.202139  0.202139  1.53266  -1.12838  0.2z   

-913.0158 10  0.4239  0.4239  2.41078  -1.56281 0.4z   
-957.1301 10  0.708462  0.708462  3.83796  2.42105  0.6z   
-9238.246 10  1.14653  1.14653  6.18473 3.89192  0.8z   
-611.1833 10  1.96313  1.96313  10.1415  6.21779  1.0z   

  
  

 
  تراز- 1براي  5تا تکرار  1-3: نتایج عددي تقریب مثال1- 2نمودار 

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  5تا تکرار  1- 3: نتایج عددي تقریب مثال1-3نمودار 
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 .5تا تکرار  1-3: نمودار خطاي مطلق تقریب مثال1 - 4نمودار 

  
 

 . 1-3براي مثال ) و متمتیکا=VIM ،HPM،MHPM ،FTAM )3nهاي : مقایسه عددي روش1 - 2جدول

  
  
  

تراز با -1همچنین جواب تقریبی این روش در 
  هاي دیگر مقایسه شده است که بعضی از روش

 مشاهده نمود. 1-2توان در جدول می
  

  گیرينتیجه
) TAM(در این مقاله روش روش تمیمی و انصاري 

لی معادله دیفرانسیل پینلیو نوع حل شبه تحلیبراي 
با شرایط اولیه فازي استفاده شده است. با استفاده  1

هاي فازي، معادله از اعمال حسابی روي داده
دیفرانسیل پینلیو فازي به سه دستگاه معادلات 

هاي دقیق تبدیل شده است. با دیفرانسیل با داده
حل این سه دستگاه، جواب تقریبی فازي از معادله 

 یفرانسیل پینلیو محاسبه گردید.د

مزیت این روش در این است که به کمک یک 
توان جواب فرمول تکراري با تعداد تکرار کم می

تقریبی مناسبی براي معادله دیفرانسیل در نظر 
گرفته شده پیدا کرد. ما بر این عقیده هستیم که با 

توان به حل معادلات دیفرانسیل روش ارائه شده می
فرانسیل با یدیگر و همچنین معادلات دغیر خطی 

  مشتقات غیر صحیح نیز این روش را تعمیم داد.

(1, )w z  MHPM HPM VIM z  
0  0  0  0  0.z   

0.1002167477 0.1002167477 0.1002167477 0.1002167477 0.1z   
0.2021394527 0.2021394527 0.2021394527 0.2021394527 0.2z   
0.3086307489 0.3086307492 0.3086307492 0.3086307490 0.3z   

0.4239862788 0.4239862896 0.4239862896 0.4239862788 0.4z   

0.5543399112 0.5543401190 0.5543401181 0.5543399110 0.5z   
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