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 چکیده 

)گراف   , )G V E= آن فقط    یهااليکرد که    میصفحه چنان ترس  یهرگاه بتوان آن را بر رو   م يیگويرا مسطح م

)، که آن را با نماد Gگراف   يدگیخم   ن یشان اشتراک داشته باشند. همچندر رئوس )sk G برابر    م، یدهيم  شينما

  ن ي گراف، از ا  هيمسطح شود. در نظر  گراف  کي گراف حاصل    ،Gکه با حذف آنها از گراف  ياليتعداد    نياست با کمتر

به عنوان مع از مسطح بودن استفاده م  کي  ي ک ي نزد  اي  یسنجش دور   ی برا  ی اریعدد  اشوديگراف  مقاله،    ني. در 

  ي دگیابتدا، خم   مان،يو دورها مورد مطالعه قرار گرفته است. در روند مطالعات  رهایها با مسالحاق گراف  يدگیخم

در مورد   هی. سپس چند قضميافولد را به طور کامل محاسبه کرده  -nو گراف چرخ    افتهيم  یبادبزن تعم  یهاگراف 

ستاره و    یهاکامل، گراف  یهاالحاق گراف  يدگیها خم که با استفاده از آن  ميااثبات کرده  رهایها با مسالحاق گراف

  ی کرونا يدگیخم یمورد محاسبه رد نیاند. همچنبه طور کامل محاسبه شده  رها،یکامل با مس يدوبخش یهاگراف 

 ارائه شده است.    یدیمف یهافرمول زیدو گراف ن ي اليو  يرأس
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 مقدمه -1
 

ترسیم  گراف    2يک  يک  )از  , )G V E=  نگاشتي  ،

ای متمايز  است که به هر رأس از گراف نقطه Dمانند

از گراف  بر روی صفحه نسبت مي يال  به هر  دهد و 

)مي پیوسته  خط  باشد(  يک  خمیده  يا  راست  تواند 

کند دهد که دو رأس يال را به هم وصل مينسبت مي

کند. گراف ولي از هیچ يک از رئوس ديگر عبور نمي

Gگويیم هرگاه ترسیمي داشته باشد  مي  3را مسطح

يال  رئوسکه  در  فقط  آن  داشته  های  اشتراک  شان 

باشند. چنین ترسیم مسطحي از گراف را يک ترسیم  

 گويیم.   مي 5يا يک گراف مسطح شده 4مسطح

، برابر است با کمترين تعداد يالي  Gگراف  6خمیدگي 

، گراف حاصل يک گراف  Gکه با حذف آنها از گراف

نماد  با  را  عدد  اين  شود.  )مسطح  )sk G  نمايش

دهیم. اين معیار، معیار بسیار مهمي است که با آن  مي

میزان نزديکي يا دوری يک گراف از مسطح توان  مي

گیری کرد. خمیدگي يک گراف از نظر  بودن را اندازه

بیشین   مسطح  زيرگراف  مسأله  مکمل  محاسباتي، 

در مسأله زيرگراف مسطح بیشین، اين سؤال   است. 

مي زيرگراف  مطرح  شده،  داده  گراف  در  که  شود 

را   يال  تعداد ممکن  بیابیم که بیشترين  را  مسطحي 

ی  . ثابت شده است که مسأله محاسبه[1]داشته باشد  

گراف مسأله  خمیدگي  يک  است  -NPها  سخت 

گراف [2,3] خانواده  از  تعداد  يک  خمیدگي  اما  ها . 

گراف سهنظیر  کامل،  دوبخشي  کامل،  بخشي  های 

شده محاسبه  کامل  چهاربخشي  و  .  [4]اند  کامل 

گراف از  سری  يک  خمیدگي  پترسن  همچنین  های 

 .  [5,6]اند ته نیز محاسبه شدهتعمیم ياف

کوتاه   G  گراف  7کمر طول  با  برابر  در  را  دور  ترين 

کنیم و اگر گراف هیچ دوری نداشته  گراف تعريف مي

گیريم. فرض کنیم  نهايت در نظر ميباشد، آن را بي

 
2 -drawing 
3 -planar 
4 -plane drawing 
5 -plane graph 

G    يک گراف همبند باp    رأس وq    يال باشد و

باشد. در ابتدا بیايید فرض کنیم    gنیز کمر آن برابر 

وجه باشد. با   fيک گراف مسطح همبند  با   Gکه 

 اويلر داريم:توجه به فرمول 
2.q p f− + = 

برابر حداقل  گراف،  وجه  هر  يال  تعداد   gبا   چون 

مي دادن  دست  لم  از  استفاده  با  نتیجه  است،  توان 

2q  گرفت که gf :بنابراين داريم . 

( 2).
2

g
q p

g
 −

−
 

 بايد داشته باشیم:     Gنامسطح در نتیجه، در هر گراف  

 
 

 دهد که  و اين نتیجه مي 

( ) ( 2) .
2

g
sk G q p

g

 
 − − 

− 
 

 دهیم حال قرار مي

( ) ( 2) .
2

g
G q p

g


 
= − − 

− 
 

هايي که به نظر بايد پرسیده  سؤال  ترينيکي از طبیعي

تساوی    شرايطي  چه  با  که  است  اين  شود 

( ) ( )sk G G=  هايي که برقرار خواهد بود. گراف

تساوی آنها  )در  ) ( )sk G G=    را است  برقرار 

از دسته  گويند.مي  8خمیده-های  گراف  هايي 

های های کامل و گراف گراف  ،خمیده-های  گراف 

nهای  همچنین گراف.  ]7[کامل دوبخشي هستند  

 .  ]8[خمیده هستند -، نیز  nQکعبي  م-

باشد.  روند مطالعاتي ما در اين مقاله به اين صورت مي 

در بخش دوم، تعاريف و قضايايي که مورد نیاز است 

کنیم. در بخش سوم، خمیدگي برخي  را يادآوری مي

هايي که از الحاق با مسیرها و دورها به دست  از گراف

بخش  مي اين  در  کرد.  خواهیم  بررسي  را  آيند 

6-skewness 
7 - girth 
8-  -skew 

( ) ( 2).
2

g
q sk G p

g
−  −

−



 

 
 

   

فولد  -nخمیدگي گراف بادبزن تعمیم يافته و چرخ  

ی بخش  کنیم. در ادامهرا به طور کامل محاسبه مي

های کامل، سوم در مورد الحاق گراف مسیر با گراف 

های کامل دوبخشي صحبت  های ستاره و گراف گراف 

خمیدگي   مورد  در  چهارم،  بخش  در  کرد.  خواهیم 

ارائه   را  کاملي  نتايج  يالي دو گراف  کرونای رأسي و 

 کنیم.  مي

 تعاريف و مفاهیم اولیه  -2

يک   Gکنیم که در کل اين مقاله، همیشه فرض مي 

با   باشد.   gيال و کمر    q رأس،    pگراف همبند 

کنیم   از    Dفرض  مسطح  ترسیم  و    Gيک  باشد 

( )F D  وجوه   مجموعه تمام  فرض   Dی  باشد. 

)يک دور باشد.    Cکنیم   )f F D    را يکC-

دور  جه ميو آن،  مرز  هرگاه  درجه   Cگويیم  باشد. 

f  که آن را با نماد ،( )Dd f  دهیم، برابر  مي  نمايش

 fشود که بر روی مرز  هايي تعريف ميبا تعداد يال 

قرار دارند، اما با اين شرط که در اين شمارش، هر يال  

 که پل است، دو بار شمرده شود.   fاز 

 gخمیده با کمر -يک گراف   Gفرض کنیم که  

مي صورت  اين  در  بايد ΠgGنويسیم:   باشد.   .

اگر    که  کنیم  صورت  3ΠGدقت  اين  در   ،

ها،  به دست آمده از حذف يال Dزيرگراف مسطح  

همان زيرگراف بیشین مسطح خواهد بود که هر وجه  

آن مثلثي است. به چنین ترسیمي يک ترسیم فراگیر  

رابطه  مي  9مثلثي  آن،  در  و  3گويیم  6Dq p= − 

 . ها و رئوس برقرار استبین يال

ايم که  ر تعريف زير، سه تکنیک مهم را بیان کردهد

روند  ها بسیار به کار ميدر محاسبات خمیدگي گراف

[3] . 

يک ترسیم مسطح از    Dفرض کنید  : 1-2تعريف  

 باشد.  Gگراف 

برای   )الف(  )f F D  از منظور  مثلث  -رأس، 

در fوجه     10سازی جديد  رأس  يک  دادن  قرار   ،

هايي است که آن  و رسم تمامي يال  fداخل وجه  

 کند.  متصل مي fرأس جديد را به رئوس وجه  

باشد.   Dدر    fيک يال از وجه    uvب( فرض کنید  

بر روی اين يال به اين صورت   11ساختن يک واکشي 

افزايیم و  مي  Dشود که يک رأس جديد به انجام مي

کنیم که اين  اضافه مي  Dسپس دو يال جديد  به  

 کند.  متصل مي uvرأس را به دو سر يال  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
9 Spanning triangulation 
10 vertex-triangulation 

11 fetch 

 وجه -Cمثلث سازی يک  -T(: 1)شکل 



 

 

 

يک درخت   Tوجه و  -Cيک    fپ( فرض کنید  

تعداد برگ  با  باشد که  برابر  )های آن  )l T    و است 

باشیم:   داشته  )همچنین  ) ( )Dl T d f  .T-

شود  به اين صورت انجام مي   fمثلث سازی وجه  

دهیم  قرار مي  fرا در درون وجه    Tکه ابتدا درخت  

ای  به گونه   Cو    Tهايي را بین رئوس  و سپس يال

به وجوه   fکنیم که باعث شود درون وجه  رسم مي

 مثلثي تقسیم شود.  

مثلث -Tوجه باشد. روند  -Cيک    fفرض کنید  

، با فرض  fسازی وجه   1 2, , ,n nC z z z=  و

( )  1 2, , , tl T l l l=    که در آنt n    به اين

در خلاف  nCصورت خواهد بود.  فرض کنید رئوس 

عقربه برای  جهت  باشند.  شده  چیده  ساعت  های 

1,2, ,i t=   رأس ،iz    را به تمامي رئوسي که بر

1ilو     ilبین   روی مسیر يکتای قرار دارند، وصل    +

1کنیم و در اين روند فرض اين است که  مي 1tl l+ =

1t. همچنین برای   i n+      ،iz    1را بهl   وصل

برای  مي عملیات  اين  از  مثالي  6nکنیم.  و     =

4t  نشان داده شده است.   1در شکل   =

ی زير، در مورد روابط بین خمیدگي گراف و  در گزاره

کردهزيرگراف  بیان  را  نتايجي  روند هايش  در  که  ايم 

 ها استفاده خواهیم کرد.  اثبات قضايا از آن

از    Hاگر    ]7 [الف(   :2-2گزاره    Gزيرگرافي 

 باشد، آنگاه

( ) ( ).sk H sk G 
 باشد، آنگاه   Gزيرگراف مسطحي از    Hاگر    ]7[ب(  

( ) ( ) ( ) .sk G E G E H − 

  Hو   gيک گراف با کمر     Gفرض کنید    ]9[پ(  

از   فراگیر  زيرگراف  که    Gيک  طوری  به  باشد 

ΠgH   در اين صورت .ΠgG . 
 

 ها با مسیرها و دورها  الحاق گراف -3

 
12  Join 

دو گراف باشند. در اين صورت    H و  Gفرض کنیم 

نماد    12الحاق  با  را  آن  که  گراف،  دو  Gاين  H+ 

 دهیم، گرافي است که در آن  نمايش مي

( ) ( ) ( )V G H V G V H+ =  

 های آن به صورت زير خواهد بود:  و مجموعه يال

( ) ( ) ( )E G H E G E H+ =   

( ) ( ) ; , .uv u V G v V H  

کنید     ]4[  :1-3لم گراف    2Gو     1Gفرض  دو 

با   ترتیب  به  اين    mو    nهمبند  در  باشند.  رأس 

 صورت 

( ) ( ) ( )1 2 1 2

( 2)( 2).

sk G G sk G sk G

m n

+  +

+ − −

الحاق گرافدر اين بخش، مي ها با  خواهیم در مورد 

را   ابتدا اين نکته  مسیرها و دورها صحبت کنیم. در 

هر  مييادآوری   ازای  به  که  n,کنیم  m   ،

3Πn mP P+   (]9[  گزاره از  استفاده  با  و   )2-2  

راحتي مي به  به  قسمت )پ(،  نتیجه گرفت که  توان 

3mو  nازای هر      ،3Πn mP C+ . 

کار خود در اين بخش را با الحاق گراف تهي از يال با  

کنیم. گراف تهي از يال از  مسیرها و دورها شروع مي

رأس که مجموعه   n، گرافي است شامل  nمرتبه  

نماد  يال با  را  گراف  اين  است.  تهي  آن  های 
nK 

 دهیم.  نمايش مي

گراف بادبزن تعمیم يافته گرافي است   :2-3تعريف

که از الحاق گراف تهي از يال  
nK  و گراف مسیر  mP 

n,آيد. اين گراف را با نماد  به دست مي mF    نمايش

 دهیم.   مي

,: فرض کنید  3-3قضیه    n mF   تعمیم بادبزن  يک 

1nيافته باشد به طوری که       2وm   در اين .

 صورت 

( )
( )( )

,

0             1, 2

   

2 2         3  

n m

n

sk F

m n n

 =


= 
 − − 



 

 
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1,2nبرای    اثبات: ، حکم واضح است. فرض کنیم  =

3n چون  . در اين صورت 

,n m n mF K P= + ، 
 داريم:   1-3پس بنا به لم  

 ( ) ( )( ),   2 2 .n msk F m n − −

 بنابراين کافي است نشان دهیم که 

 ( ) ( )( ),   2 2 .n msk F m n − −

کنیم  فرض 1 2( ) , , ,m mV P w w w= 

( )  1 2, , ,n nV K v v v= زيرگراف .  H    تصوير

از گراف  2شده در شکل 
,  n mF  گیريم.  را در نظر مي

 بخش )ب(  داريم:   2-2حال، بنا به گزاره 

 
( ) ( ) ( )

( )( )

, ,

2 2 .

n m n msk F E F E H

m n

 −

= − −

 
13 - n -fold wheel 

گرافي است که  mWالف( گراف چرخ    :4-3تعريف

نامیم( در  )که آن را مرکز مياز قرار دادن يک رأس  

های بین اين رأس  و رسم تمامي يال mCدرون دور  

توان  آيد. بنا به تعريف، ميو رئوس دور به دست مي

ديد  
1m mW K C= +. 

n  13فولد  -nب( گراف چرخ  

mW گرافي است که از ،

و افزودن تمامي    mCرأس در درون دور    nقرار دادن  

آيد.  های بین اين رئوس و رئوس دور به دست مييال

nتوان  بنابراين مي

mW    را به صورت الحاق گراف تهي

از يال 
nK   و گراف دورmC    .نیز در نظر گرفت 

nفرض کنید  :  5-3قضیه

mW  چرخ   يکn-   فولد

1nباشد به طوری که     3وm  در اين صورت . 

( )
( )( )

0             1, 2

    

2 2         3  

n

m

n

sk W

m n n

 =


= 
 − − 

 

 گراف از H  مسطح  رگرافيز(: 2)شکل 
,n mF 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1,2nبرای    اثبات: ، حکم واضح است، زيرا در اين  =

nدو حالت گراف 

mW   مسطح است.  فرض کنید 

3n در اين صورت چون .  n

m n mW K C= +   ، 

 داريم:   1-3پس بنا به لم  

 ( ) ( )( )  2 2 . n

msk W m n − − 

کنیم   فرض  1 2( ) , , ,m mV C w w w=   و

( )  1 2, , ,n nV K v v v=زيرگراف  .  H  

شکل   در  شده  گراف    3تصوير  nاز 

mW    نظر در  را 

 قسمت )ب( داريم:   2-2بگیريم. حال، بنا به گزاره 

 
( ) ( ) ( )

( )( )2 2 .

n n

m msk W E W E H

m n

 −

= − −
 

ادامه گرافدر  الحاق  خمیدگي  بخش،  اين  های  ی 

چرخ   و  يافته  تعمیم  را    -nبادبزن  مسیرها  با  فولد 

به  مطالعه خواهیم کرد. برای انجام اين کار نیاز


رأس    pگرافي با    Gفرض کنید  ]4[

 . در اين صورت 3ΠGباشد و   
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

     

      2 4

   

    2 4  2 4

n

n

n

sk G K

G K n p

G K n p n p





+

 +  −


= 
 + + − +  −


کنید   فرض  الف( 
,  n mF    بادبزن يک 

باشد که در آن   يافته  1nتعمیم      2وm   در .

 اين صورت 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

,

,

 

    2 4

   

  2 4  2 4

n m t

n m t

n m t

sk F P

F P n t m

F P n t m n t m





+

+  + −

=

+ + − + +  + −







n ب(  فرض کنید  

mW  چرخ   يکn-  فولد باشد که

1nدر آن     3وm   در اين صورت . 

n  گراف از H  مسطح  رگرافيز(: 3)شکل 

m W  



 

 
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 
 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

 

    2 4

   

  2 4  2 4

n

m t

n

m t

n

m t

sk W P

W P n t m

W P n t m n t m





+

+  + −

=

+ + − + +  + −







 

ی  ه یقضبا استفاده از  اين قضیه هر دو قسمت اثبات:

که    5-3 نتايج  اين  3Πnو  mP P+    و

3Πn mC P+  آيند.  به دست مي 

با هدف محاسبهدر ادامه اين بخش،  ی خمیدگي  ی 

دوبخشي کامل با مسیرها و  های کامل و  الحاق گراف

مطالعه ميدورها،   ادامه  را  خود  لمی  و  دهیم.  ها 

زير در انجام محاسبات به ما کمک خواهند    هایگزاره 

های  کرد.  اولین لم، در مورد الحاق مسیر به گراف

 است.   3خمیده با کمر -

، برای  ت. در اين صور3ΠGفرض کنید  

1mهر     :3، داريمΠmG P+   . 

،  پس يک ترسیم  فراگیر  3ΠGچون     اثبات:

مانند   اگر      Dمثلثي  1mدارد.  قرار  = با  آنگاه   ،

رأس   تنها  از    mP دادن  وجه  يک  درون  و    Dدر 

رأس تکنیک  از  مي-استفاده  سازی،  يک  مثلث  توان 

از   مثلثي  فراگیر  mGزيرگراف  P+    .آورد دست  به 

3ΠmGپس   P+   2. در غیر اين صورتm   .

مانند      Dدر اين حالت يکي از وجوه مثلثي از گراف 

 
14 -Hamiltonian path 

 

 1 2 3, ,f v v v=  مي انتخاب  دلخواه  به  کنیم.  را 

 فرض کنیم

 1 2, , ,m mP w w w=. 
مسیر   دادن  قرار  با  وجه    mP حال  داخل  و   fدر 

تکنیک   از  انتخاب -mPاستفاده  وجه  سازی  مثلث 

  گراف   ( يک زيرگراف فراگیر مثلثي از4شده )شکل  

mG P+  به دست خواهیم آورد.  در نتیجه 

3ΠmG P+ . 

يا مسیر قابل تعقیب، مسیری   14يک مسیر همیلتوني 

است که هر رأس از گراف در آن دقیقاً يک بار ديده  

شود. گرافي را که دارای مسیر همیلتني باشد، گراف  

ی زير  نامند. قضیهيا نیمه همیلتني مي  15قابل تعقیب 

  [9]در خصوص الحاق دو گراف قابل تعقیب در مرجع  

 اثبات شده است.  

دو گراف   2Gو    1Gفرض کنید    ]9[  :9-3قضیه  

 قابل تعقیب  باشند. در اين صورت

1 2 3ΠG G+ . 
1فرض کنید    :10-3گزاره   3ΠG     2وG    گرافي

 قابل تعقیب  باشند. در اين صورت

1 2 3ΠG G+ 

15 -tracable 

    f وجه  یساز مثلث-mP  (: 4)شکل 



 

 

 

 mيک گراف قابل تعقیب با    2Gفرض کنیم    اثبات:

1mرأس باشد. اگر   ، آنگاه  = 2( )V G a=   چون .

1 3ΠG  پس يک ترسیم فراگیر مثلثي مانند  ،D 

رأس تکنیک  از  استفاده  با  مثلث سازی،  -دارد. حال 

ازمي مثلثي  فراگیر  زيرگراف  يک    گراف   توان 

1 2G G+     پس آورد.  دست  1به  2 3ΠG G+  .

که   کنیم  فرض  2mحال      قرار دهیم   ميو 

 2 1 2( ) , , , mV G w w w=  دلخواهي وجه   .

مانند   1 2 3, ,f v v v=   وجوه از  يکي  بین  از  را 

2کنیم.  چون  انتخاب مي   Dمثلثي    G   قابل تعقیب

وجود دارد. حال،    2Gدر گراف    mP است، پس مسیر  

و استفاده   fدر داخل وجه   mP با قرار دادن مسیر  

انتخاب شده، يک  -mPاز تکنیک   مثلث سازی وجه 

1زيرگراف فراگیر مثلثي از   2G G+    به دست خواهیم

1آورد.  در نتیجه    2 3ΠG G+   . 

کنید    :11-3نتیجه   فرض  اين  3ΠGالف(  در   .

3mصورت برای هر     ،3ΠmG C+   . 

1mب( برای هر     3وn ،3Πn mK P+ . 

گرافي قابل   mC و    3ΠGالف( چون       اثبات:

 واضح است.   10-3 گزارهتعقیب است، بنا به  
3nب( چون برای هر     ،3ΠnK     و همچنین

 mP    به بنا  تعقیب است، حکم  قابل  ی  گزارهگرافي 

 برقرار است.   10-3

محاسبه گراف  برای  الحاق  خمیدگي  با  ی  مسیر 

ی زير در های ستاره و دو بخشي کامل، به قضیه گراف 

 های سه بخشي کامل نیاز داريم.  مورد خمیدگي گراف

کنیم    ]4[  :12-3قضیه   mفرض  n r    و

, ,m n rG K=  در اين صورت . 
( )

( )

( )

( )

, ,

0 1

1 1, 2

2  , 2

2  , 22

m n r
sk K

m n

G r m n

m r m nG

m r m nG r m n







=

= =

+ − = 

  + −

  + −+ + − −







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سیرها مهای ستاره با ی زير، خمیدگي گرافدر گزاره 

 به طور کامل بررسي و محاسبه شده است.  

r,فرض کنیم  :13-3قضیه n  و 

1,n rG K P=  در اين صورت  . +

 

( )

( )( )

( )

1,

0 1,   1

1 2 2

2

n rsk K P

n r

r n r n

G n r

+

 = =


= − −  
  

 

1nهای حکم برای حالت اثبات: 1rو  = واضح  =

کنیم   فرض  است. 

( )  1, 1 2, , , ,n nV K a v v v=     آن در   aکه 

و  است  ستاره  گراف  مرکز 

( )  1 2, , ,r rV P w w w=  مقدار به  توجه  با    .

r های زير را داريم:  يکي از حالت 

کنیم     .1حالت   2فرض  r n  دقت ابتدا  در   .

که    داريم 
1, ,r nK    زيرگراف

1,n rK P+  و است 

2 r  قسمت    2- 2و گزاره    12-3، پس بنا به قضیه

  )الف( داريم: 

 
( ) ( )( )

( )
1, ,

1,

1 2

.

r n

n r

sk K r n

sk K P

= − −

 +
 

 دهیم که  در ادامه نشان مي

 ( ) ( )( )1, 1 2 .n rsk K P r n+  − − 

2rابتدا فرض کنیم   . در اين حالت ابتدا با استفاده =

و اتصال اين رأس به تمامي   rPهای  از يکي از رأس

رئوس  
1,nK    کامل بخشي  سه  گراف  يک 

1,1,nK 

سازيم. سپس در اين گراف مسطح که تعداد وجوه مي

ها، تمامي  است و به جز يکي از وجه +1nآن برابر   

باقي    وجوه ديگر آن مربع هستند، با استفاده از رأس

وجه از  يکي  سازی  مانده،  مثلث  را  مربعي  های 

کنیم. در اين صورت اين زيرگراف مسطح دارای  مي

2 5n  يال خواهد بود.   +

 



 

 
 

   

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 قسمت )ب( داريم:   2-2حال بنا به گزاره 

 
( ) ( ) ( )1, 2 3 1 2 5

2.

nsk K P n n

n

+  + − +

= −
 

 پس نامساوی 

 ( ) ( )( )1, 1 2n rsk K P r n+  − − 

2rبرای حالت    برقرار است.   =
2rاگر   کنیم. ابتدا  ، آنگاه به اين صورت عمل مي

مي  5گراف مسطح شکل   نظر  در  اين  را  در  گیريم. 

𝑟گراف   − صورت    1 به  ,𝑎}وجه  𝑤𝑖 , 𝑤𝑖+1}  به(

هر   1ازای  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 − مي1 که  داريم  با  (  توان 

𝑟 − رأس از رئوس باقي مانده از گراف ستاره، آنها     1

کرد. حال چون   مثلث سازی  𝑟را  < 𝑛   رئوس با   ،

يال   روی  ستاره  گراف  از  مانده  عملیات   𝑎𝑤1باقي 

دهیم. با اين کار زيرگراف فراگیری واکشي را انجام مي

𝐾1,𝑛از   + 𝑃𝑟   يال تعداد  که  داشت   شهايخواهیم 

) برابر ) ( )2 1 2 1r r n− + + + 

 قسمت )ب( داريم:   2-2است و لذا بنا به گزاره 
 

( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

1,

1, 2 1 2 1

1 2 .

n r

n r

sk K P

E K P r r n

r n

+

 + − − + + +

= − −

 

2.  فرض کنیم 2حالت   n r خواهیم نشان  . مي

که   دهیم 
1, 3Πn rK P+   ابتدا صورت  اين  در   .

مي  5گراف مسطح  شکل   نظر  در  گیريم. سپس  را 

1r وجه به صورت    − 1, ,i ia w w ازای هر  )  + به 

1 1i r  گراف    − از  مانده  باقي  رئوس  با  را    )

  گراف  کنیم. پس ستاره مثلث سازی مي
1,n rK P+ 

شامل يک زيرگراف فراگیر مسطح مثلثي است و لذا 

  داريم:
1, 3Πn rK P+  . 

 گراف از يمسطح رگرافيز (: 5)شکل 
1,n rK P+   

 گراف از يمسطح رگرافيز : (6)شکل 
,m n rK P+  

 



 

 

 

2کنیمفرض   m n r 1

 . در اين صورت
 

( )

( )
( )

( )

,

,

,

, ,

2 3

2  ,  2 3

m n r

m n r

m n r

m r n

sk K P

K P n r

K P r n r m

K n m r r n n r m







+

+ 

= +   + −

+ + − −   + −







 

 فرض کنیم 

 ( )  1 2, , ,r rV P w w w= 

 و

( )  , 1 2 1 2, , , , , , ,m n m nV K v v v u u u=  

   زيرگراف فراگیر مسطح   Dو همچنین فرض کنیم  

,m nK   حذف از  که                        باشد 

( ) ( )( ), 2 2m nsk K m n= − دست     − به  يال 

D  ،mآمده است.  دقت داريم که چون گراف   n+ 

)رأس و   )2 2m n+ تعداد وجوه آن    − يال دارد، 

2mبرابر   n+ مربعي    − آن  وجوه  تمامي  و  است 

به مقدار   توجه  با  را حالت  rهستند. حال  زير  های 

 داريم: 

n.  فرض کنیم  1حالت   r  دو حالت زير  پیش .

 خواهد آمد:

r  2. فرض کنیم  1-1حالت   m n + . در اين   −

قضیه   به  بنا  ،  12-3صورت 

( ) ( ), , , ,m n r m n rsk K K=  چون  .
, ,m n rK  

زيرگراف فراگیر  
,m n rK P+   است و

, , 3Πm n rK 

گزاره   به  بنا  پس  داريم:    2-2،  )پ(    قسمت 

, 3Πm n rK P+  . 

r  2. فرض کنیم  2-1حالت   m n + اين  − . در 

با ابتدا  m  3صورت  n+ به    − که  مسیر  از  رأس 

  Dکنیم، تمامي وجوه گراف  ترتیب آنها را انتخاب مي

کنیم. سپس با  به جز يکي از آنها را مثلث سازی مي

Tبخش باقي مانده از مسیرمان و استفاده از تکنیک  

مي  - مثلثي  را  مانده  باقي  وجه  کنیم.  مثلث سازی، 

و مثلثي   Dزيرگراف حاصل، يک زيرگراف فراگیر از 

توان نتیجه  قسمت )پ( مي  2-2است. لذا بنا به گزاره  

گرفت که   
, 3Πm n rK P+  . 

کنیم  2حالت   فرض   .r n  ابتدا حالت  اين  در   .

را با استفاده از رئوس    6زيرگراف تصوير شده در شکل  

رأس  mمسیرمان و   1 2, , , mv v v   سازيم.  مي

های زير خواهند های پیش روی ما حالتسپس حالت

 بود:

2. اگر  1-2حالت 3n r m + ، آنگاه با استفاده −

رأس  nاز   تکنیک  از  استفاده  و  مانده  باقي  - رأس 

مي سازی  در  مثلث  مثلثي  و  فراگیر  زيرگرافي  توان 

گراف 
,m n rK P+  يافت. پس

, 3Πm n rK P+   . 

2. فرض کنیم  2-2حالت   3n r m + . در اين −

های زير و انجام آنها بر روی  صورت با استفاده از گام

شکل   از     6گراف  مسطح  فراگیر  زيرگراف  يک 

,m n rK P+  سازيم.  مي 

از   استفاده  با  اول.  2گام  2r رئوس رأس     −   از 

 1 2, , , nu u uسازی  ، وجوه مثلثي را رأس مثلث

 کنیم.  مي

با   دوم.  از    −1mگام  )رأس  )2 2n r− رأس    −

مانده،   از   −1mباقي  استفاده  با  را  مربعي  وجه 

 کنیم.  مثلث سازی، مثلثي مي-تکنیک رأس

)گام سوم.  )2 1n r m− − رأس باقي مانده را با    −

1استفاده از تکنیک واکشي بر روی يال   1v w    به گراف

 افزايیم.  مي

از   فراگیر  مسطح  گراف  يک  شده  ساخته  گراف 

,m n rK P+  های آن برابر  خواهد بود که تعداد يال

 است با  

 ( ) ( )5 1 4 1 2 .r m n− + − + 
 قسمت )ب( داريم:   2-2لذا بنا به گزاره 

 

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( )

( )

, ,

, ,

5 1 4 1 2

3

2

2 .

m n r m n r

m r n

sk K P E K P

r m n

rm rn mn r m n

r m n

K n m r

+  +

− − + − +

= + + − + +

− + + +

= + + − −

 

  



 

 
 

   

2nز طرفي چونا m r + 2و   − m    و گراف

سه بخشي کامل  
, ,m r nK    زيرگراف

,m n rK P+ 

  داريم:   12- 3است، پس بنا به قضیه 
 

( ) ( )

( )
, , , ,

,

2

.

m r n m r n

m n r

sk K K n m r

sk K P

= + + − −

 +
 

 توان نتیجه گرفت که پس مي
 

( ) ( ), , , 2 .m n r m r nsk K P K n m r+ = + + − − 

دو   -4 کرونای  حاصلضرب  خمیدگي 

 گراف    
دو گراف به ترتیب از مرتبه    H و    Gفرض کنیم  

n    وm  اين دو گراف، که آن را با    16باشند. کرونای

دهیم، گرافي است که از يک  نمايش مي  GoHنماد  

شود که به  تشکیل مي  Hکپي از    nو    Gکپي از  

هر   1ازای  i n   ،i-  از رأس  تمام   Gامین  به 

شود. به اين  وصل مي  Hامین کپي از  -iرئوس در  

نیز   گراف  دو  رأسي  کرونای  گاهي  گرافي،  عمل 

 گويند. مي

 فرض کنید که 

 ( )  ;1iV G g i n=   

 و 

 ( )  ;1 .iV H h i m=   
يال و  رئوس  مجموعه  صورت  اين  گراف  در  های 

GoH  .را به صورت زير نشان خواهیم داد 

 
( ) ( )

 ,
1, 2, ,

1

{ , , }

V GoH V G

n

i i m i
i

h h h

= 

 
 
 
 =
 



 

 

( ) ( )

( ) 

 

, ,

,

;  ,1 ,1  

;1 ,1  

l i j i l j

l i i

E GoH E G

h h h h E H i n l j m

h g l m i n

= 

     

    
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که در آن  
,j ih    برای نمايش رأسj-  ام ازi-  امین

رود. کرونای رأسي دو گراف، يکي  به کار مي  Hکپي  

ی محققان زيادی  هاست که توجهاز اعمال روی گراف

ابتدا   بخش،  اين  در  است.  کرده  جلب  خود  به  را 

را  مي گراف  دو  رأسي  کرونای  خمیدگي  خواهیم 

 مطالعه و بررسي کنیم.  

دو گراف همبند   H و   Gفرض کنیم    :1-4گزاره  

 باشند. در اين صورت  mو  nبه ترتیب از مرتبه 

 ( ) ( ) ( ).sk GoH sk G nsk H + 

از گرافGoHچون در گراف      اثبات: ، يک کپي 

 G    وn     کپي ازH   داريم، بنابراين بايستي حداقل

( )sk G    يال از گرافG و حداقل( ) sk H    يال

کپي از  کدام  هر  حکم    Hهای  از  لذا  کنیم.  حذف 

 برقرار است.  

ی خمیدگي کرونای دو  در قضیه بعد، فرمول محاسبه

کنیم. برای اثبات اين قضیه به لم زير  گراف را ارائه مي

 نیاز داريم.  

دو گراف مجزا از يال    H و    Gفرض کنیم    :2-4لم  

 باشند. در اين صورت  

 ( ) ( ) ( ).sk G H sk G sk H  + 

 واضح است.   اثبات:

دو گراف همبند    H و   Gفرض کنیم   :3-4قضیه  

 باشند. در اين صورت  mو  nبه ترتیب از مرتبه 

 ( ) ( ) ( )1 .sk GoH sk G nsk H K= + + 

1واضح است که برای هر    اثبات: i n   زيرگراف ،

 القايي بر روی  

 ( ) , , ;  ,1l i j i l jh h h h E H i n   

  , ;1 ,1l i ih g l n i n     

1iHيکريخت با   H K= است. همچنین برای هر   +

1 i n ،   iH  ها وG   های دو به دو مجزا  گراف

 داريم:    2-4از يال هستند، پس بنا به لم  



 

 

 

 ( ) ( ) ( )
1

.
n

i

i

sk GoH sk G sk H
=

 + 

1حال چون به ازای هر  i n  ،1iH H K= +

)پس   ، )1( )isk H sk H K=  . لذا داريم:  +

 ( ) ( ) ( )1 .sk GoH sk G nsk H K + + 
، GoHبرای اثبات عکس نامساوی اخیر، در گراف  

)،   Gابتدا از   )sk G  کنیم و سپس  يال حذف مي

)،  به اندازه  iHدر هر زيرگراف  )isk H  يال حذف

توان ديد که با توجه به ساختار کنیم. به راحتي ميمي

کرونای رأسي دو گراف، گراف حاصل از اين عملیات  

 مسطح خواهد بود. لذا داريم:  

 ( ) ( ) ( )1 .sk GoH sk G nsk H K + + 

دو گراف همبند  H و  Gفرض کنیم  :  4-4قضیه 

يک گراف    Hباشند و    mو    nبه ترتیب از مرتبه  

باشد.    3خمیده از کمر  -قابل تعقیب يا يک گراف   

 در اين صورت 

 ( )sk GoH = 

 ( ) ( )( )2 3 .sk G n E H m+ − + 

 ، آنگاه  3ΠGبه خصوص، اگر 

 ( ) ( ) 3 .sk GoH GoH n= + 

يک گراف قابل تعقیب باشد، آنگاه    Hاگر       اثبات:

گزاره   به  1   داريم:  10-3بنا  3ΠH K+  .

3ΠHهمچنین اگر     داريم  8-3، آنگاه بنا به لم ،

1 3ΠH K+ داريم:    3-4ی  . از طرفي بنا به قضیه 

 ( ) ( ) ( )1 .sk GoH sk G nsk H K= + + 
1چون   3ΠH K+   پس ، 

 
( ) ( )

( )

1 1

2 3.

sk H K H K

E H m

+ = +

= − +
 

 بنابراين داريم:  

 

( ) ( ) ( )( )2 3 .sk GoH sk G n E H m= + − + 

 ، آنگاه چون  3ΠGحال اگر 

 ( ) ( ) 3 6G E G n = − + 

 و 

 
( )

( ) ( )( )2 3 6

GoH

E G n E H m



= + − − +
 

 توان نتیجه گرفت که به راحتي مي

 ( ) ( ) 3 .sk GoH GoH n= + 
گرافي    Hيال و     qيک گراف با    Gفرض کنیم  

با   را  يالي اين دو گراف، که آن  باشد. کرونای  ساده 

Gنماد   H  دهیم، گرافي است که از يک  نمايش مي

شود که به  تشکیل مي  Hکپي از    qو    Gکپي از  

1ازای هر  i q  هر دو رأس انتهای ،i-  امین يال

وصل  Hامین کپي از  -iبه تمامي رئوس در  Gاز 

راحتي ميمي به  در  شود.  که  اثباتي  روش  با   توان 

ها به کار برده  برای کرونای رأسي گراف   4-4  هیقض

شده است، نتايجي در مورد کرونای يالي دو گراف نیز  

ها  ها مشابه است، از بیان آنارائه کرد. چون روند اثبات

  صرف نظر شده است. 
   

دو گراف همبند    H و   Gفرض کنیم   :5-4گزاره 

)باشند و داشته باشیم     )E G q= در اين صورت . 

 ( ) ( ) ( ).sk G H sk G qsk H  + 

دو گراف همبند  H و   Gفرض کنیم  :6- 4قضیه 

)باشند و داشته باشیم     )E G q= در اين صورت . 

 ( ) ( ) ( )2 .sk G H sk G qsk H K = + + 

دو گراف همبند    H و   Gفرض کنیم    :7-4قضیه  

)باشند و    mو    nبه ترتیب از مرتبه   ) 'E H q= 

)و   )E G q=  همچنین فرض کنیم .H     گرافي

- باشد. در اين صورت    3خمیده از کمر 

 ( ) ( ) ( ).sk G H sk G q q m = + − 

 گیری     نتیجه  -5  
الحاق گراف مقاله، خمیدگي  با مسیرها و  در اين  ها 

دورها مورد مطالعه قرار گرفته است.  در اين مطالعه،  

های خاصي مانند بادبزن تعمیم  ابتدا خمیدگي گراف

فولد به طور کامل محاسبه   -nيافته و گراف چرخ  

الحاق گرافشده های های کامل، گراف اند. همچنین 



 

 
 

   

بخشي کامل با مسیرها مطالعه  های دوستاره و گراف 

شده محاسبه  بهو  محاسبهاند.  مورد  در  ی  علاوه 

های  خمیدگي کرونای رأسي و يالي دو گراف فرمول

 مفیدی ارائه شده است.   

نظريه معیاری    در  عنوان  به  گراف  خمیدگي  گراف، 

برای سنجش دوری يا نزديکي گراف از مسطح بودن  

های  گراف، گراف شود. همچنین در نظريهاستفاده مي

عمل از  که  دارند  وجود  حاصل  خاصي  گرافي  های 

محاسبهمي لذا  گرافشوند.  برای  عدد  اين  های  ی 

از عمل برای محاسبههای گرافي، ميحاصل  ی  تواند 

اينکه  خمیدگي اين گراف به  توجه  با  باشد.  ها مفید 

و  عمل تعريف  گراف  دو  بین  متنوعي  گرافي  های 

برای عملاند، ميمطالعه شده  را  مطالعات  های  توان 

 گرافي ديگر ادامه داد.  
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