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 چکیده

از آنجائیکه نرخ رشد نسبت به شناسی است. بینی جمعیت یک مشکل اصلی در زیستمطالعه رشد جمعیت و پیش

پس همه  باشند، بستگی داردمی عوامل محیطی که کاملا تصادفی زمان کاملا مشخص و معلوم نیست و به

چنین نویزهایی به طور کلی  دارند. نوعی رفتار تصادفی یا نویزی )ویروس، انسان، باکتری و ...( های زیستیجمعیت

بینی تعداد افراد مبتلا به ویروس ایدز در ایران هدف این مقاله پیش شود.عنوان یک فرآیند تصادفی معرفی میبه 

. برای مطالعه موردی هم برای باشدتصادفی)قطعی( میسه آن با مدل غیربر اساس مدل لجستیک تصادفی و مقای

مد نظر  1030تا  1000های بینی تعداد بیماران مبتلا به ویروس ایدز در ایران، جمعیت مبتلایان را طی سالپیش

سازی نمودیم. مقایسه نتایج بدست های آتی شیبهقرار دادیم و به کمک برنامه متلب تعداد بیماران را برای سال

-ی مدل لجستیک تصادفی میکارائی بالا های دیگر، نشان از دقت وبا مقادیر واقعی و نتایج حاصل از مدل مدهآ

 باشد.
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 مقدمه -3

های خاص، جمعیت مبتلا به بندی رشد جمعیت موضوع مهمی در جهان واقعی است. یکی از این جمعیتمدل

اوایل قرن بیستم دهند که ویروس اچ ای وی در اصل در های ژنتیکی نشان میباشد. پژوهشویروس ایدز می

میلادی در غرب آفریقا جهش یافته و پدیدار شده است و بسرعت در دیگر نقاط جهان پخش گردیده و خیلی از 

ریزی برای بین افراد بوده و در صدد برنامه کشورها در حال حاضر درگیر مشکلات مربوط به انتشار ویروس در

باشند. برای رسیدن به این هدف باید آمار دقیقی از بیماران میآن و درمان افراد مبتلا به آن پیشگیری از انتشار 

 مبتلا به این ویروس و هم چنین پیش بینی دقیقی از تعداد آنها در سال های آتی داشته باشیم. 

یشامدهای آینده بینی، برآورد پهای مدیریتی است چراکه پیشگیریپیش بینی عنصر کلیدی برای تصمیم اصولا

 بینیگیری است. لذا قادر به حذف کامل ریسک در پیشبینی کاهش ریسک در یک تصمیمپیشاست و هدف از 

-بینی و خطای ناشی از آن میگیری بر اساس صحت پیشک تصمیم صحیح که مجموعی از تصمیمنیستیم و در ی

 تری بگیریم.صحیحباشد، باید بتوانیم برآورد دقیقتری بر اساس اطلاعات موجود داشته باشیم تا بتوانیم تصمیم 

افتند که در این مطالعات، در این زمینه در اکثر کشورها مطالعات زیادی صورت گرفته و به نتایجی هم دست ی

اضیات و آمار باشد. ریهای ریاضی و آمار  میها بر اساس مدلئه کردند که تقریبا تمام این مدلهائی هم ارامدل

 ی قطعیهاهای حاصل معمولاً به فرممدل طبیعی دارند.و غیرهای طبیعی بندی پدیدهنقش مهمی در مدل

 باشند. های تصادفی پیوسته مختلط می)غیرتصادفی(، تصادفی و مدل

ای تصادفی ههای عددی مناسب از عاملنبود کامپیوترهای توانمند و روش میلادی  به دلیل 1393تقریبا تا سال 

ها اضافه های تصادفی را هم به این مدلرفع این مشکلات عامل د که بعد ازکردننظر میها صرفدر این مدل

ها به معادلات دیفرانسیل تصادفی صادفی تبدیل گشته و اکثر این مدلتصادفی به تهای غیرنمودند. در نهایت مدل

 منجر گردیده است.

رلتی و همکارانش های زیست ریاضی توسط کاسازی عددی معادلات دیفرانسیل تصادفی معمولی برای مدلشببیه

های مربوط به رشد جمعیت در نظر گرفتند و به [. آنها اثرات جایگشت نویز سفید و رنگی را در مدل1بیان گردید]

مدل نرخ رشد جمعیت را بصورت  2339سازی کردند. آندریاس در سال عددی مدل تصادفی مربوطه را شبیه روش

ئی را به روش تحلیلی و همکاران مدل تصادفی رشد جمعیت نما[. سپس خدابین، مالک نژاد 2نمائی در نظر گرفت]

[. ماتیسا و همکاران مدل رشد جمعیت لجستیک تصادفی را برای نرخ زاد و مرگ در 0سازی نمودند]و عددی شبیه

[. رضائیان و جعفری یک فاصله اطمینان برای مدل 0نظر گرفته و جواب تحلیلی مدل مربوطه را بدست آوردند]

 [. 9اند]دفی با نویز مخلوط را ارائه کردهت نمایی تصارشد جمعی

 2333باشد. در سال م است، برآورد پارامترهای مدل میآنچه که در مدل معادله دیفرانسیل لجستیک تصادفی مه

 [.3میلادی رحمان و همکارانش به برآورد پارامترهای مدل لجستیک تصادفی پرداختند]

 2312[ برای انتشار ویروس  در 13لجستیک تصادفی که زنگ و همکارانش در ]با مدل  در این مقاله قصد داریم

، تعداد 1030تا  1000در نظر گرفتند، بر اساس جمعیت افراد مبتلا به ویروس ایدز در ایران طی سال های 

 اییم.بینی نمهای بعد پیشمبتلایان به این ویروس را برآورد و تعداد افراد مبتلا به این ویروس را در سال

شود در بخش بعد ر بخش اول مفاهیم اولیه ارایه مینماییم:  در مقاله را به چهار بخش تقسیم میبرای این منظو

گیری خواهیم پردازیم و در نهایت نتیجهسابان تصادفی را شرح خواهیم داد. سپس به شبیه سازی عددی میح

 نمود.
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 مفاهیم اولیه -2

باشد. فرآیندهای تصادفی، انتگرالهای تصادفی و معادلات دیفرانسیل تصادفی می مطالعهحسابان تصادفی مربوط به 

احتمال و فرآیندهای تصادفی داریم. هدف از این بخش، مروری مباحث نظریه این موضوعات،  نیاز به برای مطالعه 

 باشد.آیندهای تصادفی میاحتمال و فرنظریه حسابان تصادفی شامل بر تعاریف اساسی و نتایج اصلی مربوط به 

 

 متغیر تصادفي: -2-3

,(فرض کنید  ,F P( یک فضای احتمال باشد. :X R را یک متغیر تصادفی روی فضای احتمال 

), ,F P( .گوئیم 

 

 فرآيند تصادفي: -2-2

ای از تواند بعنوان توصیف سادهاز متغیرهای تصادفی اغلب میدنباله  در بسیاری از کاربردهای فیزیکی، یک

 شود. از این رو رفتار چنین سیستمیزمان در نظر گرفته  های گسستهیابی یک سیستم احتمالاتی روی لحظهریشه

 گردد. شود، توصیفیک فرآیند تصادفی می منجر بهاز متغیرهای تصادفی که  تواند توسط یک خانوادهمی

t(X,(ای از متغیرهای تصادفییک فرآیند تصادفی خانواده   از دو متغیرTt  و روی فضای ،

,مشترک ) ,F P و بعنوان تابعی از مقادیر آن حقیقی فرض شده ( است که  برای هرtباشد. ی ثابت می

یک متغیر تصادفی روی  t(X,(.ی ثابت tشود. برای هرتعبیر می Tزمان بعنوان زمان در مجموعه  tپارامتر

X,.)(ی ثابت باشد و برای هر می فضای احتمال   یا مسیر فرآیند تصادفی نامیده  یک مسیر نمونه

t(X,(فرض شود آنگاهگسسته  Tزمان  شود. اگر مجموعهمی   فرض یک فرآیند تصادفی زمان گسسته

t(X,(کراندار یا بیکران باشد آنگاه یک بازه Tزمان اگر مجموعه که شود، مادامیمی   یک فرآیند تصادفی زمان

باشند آنگاه)یا آزمایش( فرض شده بعنوان یک ذره  بعنوان زمان و tشود. بطور شهودی اگرمینامیده پیوسته 

),t(X  یا آزمایش( در زمان تواند بعنوان نمایش مکان )یا نتیجه( یک ذرهمی(t  تعبیر شود. برای هر ی ثابت

t(X,(فرآیند تصادفی    را با)t(X هرگاه صحبت از فرآیند تصادفی دهیم، لذا در این مقاله، نشان می)t(X 

t(X,(شود، منظور فرآیند تصادفی می   بازای .ثابت است 

 

 فرآيند وينر: -2-1

فرآیند  : 0tW t  گوئیم هرگاه را فرآیند وینر 

1  ) ( (0 0) 1P W    

2 ) tW یعنی .یک فرآیند با نموهای مستقل باشد 
0

, tW  
1 0t tW W  و ... و

1n nt tW W


  مستقل از هم

 باشند.

0 )(0, )t t h tW W W N h     

0Tازای هر اگر به   ثابتهای مثبت ،, ,D    فرآیند تصادفی باشند بطوری که وجود داشته)(tX :در شرط 

,))()(( 1 
stDsXtXE 

,ازای هر به [0, ]s t T  فرآیند تصادفی صدق کند، آنگاه)(tX  پیوسته خواهد بود. چون برای دارای یک نسخه

;فرآیند وینر ( )W t
4 2( ( ) ( ) ) 3( )E W t W s t s  ازای هر ، بهTts ,  است، بنابراین فرآیند وینر)(tW  در
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,شرط کولموگورف فوق با انتخاب  4 3, 1D  فرآیند وینر  کند و در نتیجه، صدق می)(tW  دارای یک

 کنیم:ویژگی اساسی فرآیند وینر را بیان میچند  حال[. 1]خواهد بود پیوستهنسخه 

 

  چند خصوصیت مهم فرآيند وينر -2-0

 ی پیوسته است. فرآیند وینر دارای مسیرهای نمونه ا -الف

 ای از مسیر مشتق ندارد.حرکت براونی تقریباً در هیچ نقطه -ب

 حرکت براونی دارای خاصیت مارکفی است. -ج

 .است حرکت براونی دارای خاصیت مارتینگلی -د

 باشد.ا نمیبراونی در هیچ بازه ای یکنومسیر  -ه

 [ مراجعه نمائید.2توانید به  منبع ]برای اثبات خواص فوق می

 

 حسابان تصادفي -1

شی دارد چراکه در های معمولی، تفاوت فاحنمائیم که با انتگرالصادفی به انتگرال هائی برخورد میدر محاسبات ت

عریف نمائیم، خواص آن را بیان کنیم و های تصادفی را تاین فصل قصد داریم چنین انتگرال . درانتگرال تصادفی

زه زمانی و هم بکمک سازی توسط افراز روی بایم یعنی به کمک تعریف آن و گسستهسپس هم به روش مستق

 ای تصادفی حاصل انتگرال تصادفی را بدست آوریم.فرمول زنجیره

 

 انتگرال ايتو -1-3

سیگما بورل در  فرض کنید   , 0,F   سیگما جبر روی  و ,S T   تابعی از کلاس

 ,  :[0,  )f t R    باشد، در این صورت   ,  ,  t f t  پذیر روی اندازهF   هستند و

 2 [  ,  ] .
T

S
E f t dt   [1.را ببینید ] 

 

 : فرض کنیدتعريف ,  f S Tانتگرال ایتو .f  ازS  تاT گردد:بصورت زیر تعریف می 

       ,  lim ,  .
T T

t n t
S Sn

f t dB t dB    


   

 

  ای از توابع باشد که در شرط زیر صدق نمایند:دنباله nوقتی که 

    2 [(  ( ,  ,  )    ] 0,   . 
T

n
S

E f t t dt n     
 [ را ببینید.1]

 

 )خاصیت ايزومتري ايتو(: 3قضیه 

فرض کنید  ,  f S T:در این صورت ،. 

 
2

2, ( ) ( ,  )
T T

t
S S

E f t dB E f t dt  
    
     
     
   
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 [ مراجعه نمائید.1اوکسندال ] 23برای اثبات به صفحه 

 

 خواص انتگرال ايتو:  -1-2

,فرض کنید  (0, )F g V T  0و S U T   :در این صورت 

1 )
T U T

t t t
S S U

fdB fdB fdB     

2 )  

T T T

t t t

S S S

cf g dB c fdB gdB      

0 )0

T

t

S

E dB
 
  
 
 
  

 کنیدفرض  بعدی:فرمول ایتو )قاعده زنجیره ای ایتو( در حالت یک ( 0

   2,  ( [0,  ) )g t x C R    و   ( ,  )Y t g t X t، 

         

     
2

2

2

,  , 

1
, 

2

g g
dY t t X t dt t X t dX t

t x

g
t X t dX t

x

 
  
 






 

 وقتی که:

      
2

. , dX t dX t dX t و 

     . . . 0, dt dt dt dX t dX t dt   و 

. .t tdB dB dt  
 

  [ مراجعه شود.1به ]
 

 مدل رشد لجستیک تصادفي -1-1

مدل رشد جمعیت زیر را در نظر بگیرید که در آن  N t  تعداد افراد جمعیت در زمانt ،(0)N  جمعیت اولیه

0tدر زمان    ،که غیر تصادفی استk  گنجایش محیط مورد نظر )اندازه ماکزیمم جمعیت( و( )N t

k
نسبت  

 باشد:پایداری جمعیت می

   
 ( )

1 ,  0
N tdN t

a t N t t
dt k

 
   

 
 

 

 را ببینید(: [1]جواب این معادله دیفرانسیل معمولی بفرم زیر است )

 

    
 

0

(0)

0 0

t
r t dt

kN
N t

N k N e




 


 

 

با فرض  r t r (r نتیجه می ،)شود:مقدار ثابت 
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 
    

(0)

0 0 rt

kN
N t

N k N e


 
 

 

باشد و به عوامل تصادفی وابسته است، پس در مدل رشد لجستیک قطعی از آنجائیکه نرخ رشد کاملا مشخص نمی

 گیرند:عامل نرخ رشد را به صورت زیر در نظر می

(1)     “ ”a t r t noise   

 

که  r t تصادفی از متغیر زمان است. بنابراین:تابعی غیر 

       ,a t r t t W t    

 

وقتی که  
( )dB t

W t
dt

  یک فرآیند نویز سفید یک بعدی و B t  ،حرکت براونی یک بعدی( )t  تابعی

(، مدل رشد لجستیک تصادفی بفرم 1تصادفی است. کامپیلو و همکارانش با در نظر گرفتن نرخ رشد بصورت )غیر

 زیر را در نظر گرفتند:

(2)  

( )  

t t t

t t t

dN N N dt

N N dB

  

   

   

  
 

 

λکه  0  ،)نرخ زاد )تولدμ 0  ،نرخ مرگα 0  ضریب لجستیک وρ 0  شدت نویز است. پارامترهای مدل

[ 0توان بفرم زیر بازنویسی کرد )به ]( را می2[. توجه داریم که مدل )3و0شود ]های مختلف براورد میبه روش

 مراجعه شود(:

1 '(1 )    
'

t t
t t t t

N N
dN r N dt r N dB

K K


 
    

 
)0( 

'با 
,  ,  ' ,  '

r r
r K r K   

 
       1و

K
  . 

 

 :3نکته 

 باشد.به صورت زیر می( دارای یک جواب منحصربفرد 0آن )( یا معادل 2، معادله )0Nبرای هر مقدار اولیه نامنفی 

 
    [ ]

(0)

(0) 0
t

kN
N t

N k N e



 

  

  

 وقتی که:
2 2

0

( ) (( ( ) )   ( ))
2

t

t rt t N s ds B t
k

 
       

 

 [ مراجعه شود.2اثبات: به ]

0توجه شود که اگر   [ مراجعه شود(.2شود )به ]باشد، جواب به جواب معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل می 
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 سازي عدديشبیه – 0

 است.  1030تا  1000های ( شامل تعداد واقعی جمعیت مبتلایان به ویروس ایدز طی سال1جدول )

0tکنیم فرض می   0باشد، بنابراین جمعیت اولیه  1000متناظر با سال 13702N  . 

 
 مبتلايان به ويروس ايدزجمعیت  :3جدول 

 زمان سال تعداد

10232 1000 3 

10333 1009 1 

19902 1001 2 

10023 1002 0 

23902 1000 0 

21033 1003 9 

20233 1033 1 

21129 1031 2 

22011 1032 0 

20110 1030 3 

03100 1030 13 

 
 هاي مختلف. جدول ضريب تعیین حاصل از مدل2جدول

 مدل رگرسیونی ضریب تعیین انحراف معیار خطاهای مدل

 لگاریتمی 333/3 132/113

 درجه سه 331/3 332/000

 لجستیک 322/3 393/3

 

های مختلفی را برازش نمودیم و ضریب ، مدلSPSSافزار کمک نرم( و به 1دات اولیه جدول )بر اساس مشاه

( مشخص 2های مختلف بدست آوردیم که نتایج در جدول )تعیین و انحراف معیار خطاهای مدل را در مدل

(، برحسب ضریب تعیین بهترین مدل، مدل رگرسیونی درجه سه است ولی انحراف معیار 2اند. مطابق جدول )شده

درجه سه بسیار بالاست. با مقایسه ضریب تعیین و انحراف معیار بدست آمده مدل رگرسیون  مدل رگرسیونی

های رهای مدل لجستیک را بر اساس دادهنمائیم. حال پارامتلجستیک را برای این سری از مشاهدات برازش می

 ( آمده است.0نمائیم. نتایج در جدول )برآورد می SPSSافزار (، به کمک نرم1جدول )

 

 



 12                  1030 اردیبهشتو  فروردین، چهل و هفتمهم، شماره دهای نوین در ریاضی/ سال پژوهش/  و همکاران رمضان رضائیان
 

 

 

 
 و لجستیک 1(: نمودار برآورد جمعیت مبتلايان به ويروس ايدز با مدل رگرسیوني درجه 3شکل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بنابراین برای محاسبه نرخ رشد جمعیت مبتلایان به ویروس  =310/3و   0= 333332/3( ،0مطابق جدول )

 ایدز حاصل از مدل لجستیک داریم:

 
0

1
  0

1
ˆ

t
r t t

e
  

 


  

   
که  r̂ t ( نشان داده شده است.0در جدول ) 1030تا  1000های نرخ رشد جمعیت بیماران طی سال 

اساس مدل لجستیک قطعی بر  1033تا  1039های بینی تعداد افراد مبتلا به ویروس ایدز در ایران در سالپیش

 39( نشان داده شده است. هم چنین یک فاصله اطمینان در سطح اطمینان 9در جدول ) SPSSافزار به کمک نرم

 ( برای تعداد بیماران محاسبه شد.9در جدول ) %

 
 . جدول برآورد نرخ رشد بر اساس مدل لجستیک0جدول

 . جدول ضرايب مدل لجستیک1جدول

 ضرائب استاندارد ضرائب غیر استاندارد 
Sig. 

 B Std. Error Beta 

t 310/3 330/3 020/3 333/3 

Constant 333332/3 333/3  333/3 

    

T سال N(t) �̂�(𝑡) 

3 1000 10232 ------ 

1 1009 10333 222/3 

2 1001 19902 102/3 

0 1002 10023 393/3 
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 . جدول برآورد پیش بیني بر اساس مدل لجستیک8جدول

 سال پیش بینی مقدار اطمینانفاصله  کران پائین کران بالای فاصله اطمینان

02200 03202 09130 1039 

00133 00203 00013 1031 

00021 01329 01222 1032 

92310 00319 09020 1030 

90320 02121 03010 1033 

10212 09921 90092 1033 

 

( را با فرض 2ماریاما جواب تقریبی مدل لجستیک تصادفی )-حال به کمک برنامه متلب، به روش عددی اویلر

0.5  ،0.76  ،0.76    0.14و   ( نشان 2مراجعه شود( که نتایج در شکل ) ]0[بدست آوردیم )به

-و نقاطی که با رنگ سبز مشخص شده داده شده است. خط آبی مقادیر واقعی تعداد بیماران مبتلا به ویروس ایدز

 دهد.اند، مقدار برآورد تعداد بیماران توسط مدل لجستیک تصادفی را نشان می

 

 
 مدل رگرسیوني لجستیک تصادفي س ايدز باجمعیت مبتلايان به ويرو(: نمودار برآورد 2شکل )

 

اس مدل لجستیک تصادفی بر اس 1033تا   1039های بینی تعداد افراد مبتلا به ویروس ایدز در ایران در سالپیش

 ( نشان داده شده است.0( و شکل )1افزار متلب در جدول )به کمک نرم

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2
x 10

4

t

X

 

 

estimated

true data

0 1000 23902 320/3 

9 1003 21033 313/3 

1 1033 20233 330/3 

2 1031 21129 331/3 

0 1032 22011 3331/3 

3 1030 20110 3332/3 

13 1030 03100 3331/3 
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شود جمعیت مبتلایان به ویروس ایدز، مطابق مدل لجستیک تصادفی، حدودا بینی میپیش 1031در سال 

نفر  02193نفر باشد در حالی که جمعیت واقعی تعداد بیماران مبتلا به ویروس ایدز در ایران در این سال  00233

در ایران مبتلا به  نفر  03233حدودا  1033است. همچنین مطابق آمار ارائه شده از سوی وزارت بهداشت در سال 

نفر براورد گردیده است.  09033ویروس ایدز بودند که بر اساس مدل لجستیک تصادفی در این سال تعداد بیماران 

بر اساس دو مدل لجستیک قطعی و تصادفی، نشان  1033اختلاف مقدار واقعی با مقدار برآورد شده در سال 

 باشد. دهنده دقت بالای مدل لجستیک تصادفی می

 
 . جدول برآورد پیش بیني بر اساس مدل لجستیک تصادفي6جدول

 سال مقدار پیش بینی شده تعداد بیماران در مدل لجستیک تصادفی

00333 1039 

00233 1031 

00033 1032 

00333 1030 

09033 1033 

 

 
 (: پیش بیني سال هاي آتي مدل لجستیک تصادفي1شکل )

 

 گیرينتیجه

هدف این مقاله  1030تا  1000بینی تعداد مبتلایان به ویروس ایدز در ایران بر اساس تعداد مشاهدات سال پیش

های مختلفی برازش شد که بر اساس ضریب تعیین، بهترین مدل مدل مدل SPSSبوده است. به کمک نرم افزار 

بینی شد. نیز پیش 1033تا  1039های آتی اللجستیک بوده است. بر اساس این مدل تعداد بیماران برای س

نظر کرد. با های تصادفی صرفتوان از عاملاختلاف بین مقدار واقعی و مقدار برآورد شده حاکی از آن است که نمی

شود به مدل لجستیک معمولی، مدل لجستیک تصادفی بر پایه اضافه کردن این عوامل که عموما نویز نامیده می

ا معادله ماریام-شود. به کمک برنامه متلب و به روش عددی اویلره میحساب دیفرانسیل تصادفی محاسب

سازی شد و برآوردی از تعداد مبتلایان به ویروس ایدز بدست آمد که نسبت به مدل دیفرانسیل تصادفی شبیه

ارد و معمولی )غیر تصادفی( از خطای بسیار کمتری برخوردار بوده است. این نشان از کارائی بالای مدل تصادفی د

 های تصادفی را نادیده گرفت. توان عاملدهد که نمینشان می

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

4
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