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  مقدمه -1
نظریه مدل یک شاخه از منطق ریاضی است که در 
آن ساختارهاي ریاضی با در نظر گرفتن جملات 

ها مورد مطالعه واقع  مرتبه اول درست در آن
شوند. میدان اعداد حقیقی و میدان اعداد مختلط  می

هاي جالب مورد توجه نظریه مدل  به عنوان مثال
توان گفت بسیاري از  اند. می ها قرار گرفته دان

هاي جبري  مفاهیم نظریه مدلی با تعمیم پدیده
 اند. تر به دست آمده هاي کلی کلاسیک به حالت

آغازگر مطالعه منطقی میدان اعداد حقیقی  2تارسکی
هاي اصلی او در جهت بررسی  بوده است. تلاش

پذیري نظریه میدان اعداد حقیقی منجر به  تصمیم
راي این نظریه شده اثبات خاصیت حذف سور ب

پذیر  هاي تعریف است. طبق خاصیت فوق مجموعه
هاي نیم  مجموعه در میدان اعداد حقیقی همان

جبري هستند. به عبارت دیگر هر مجموعه 
X پذیر تعریف ⊆ ℝ  به صورت ترکیب بولی متناهی

 هایی به فرم از مجموعه
ݔ} ∈ ℝ௡:			 ଵ݂(ݔ) = ⋯ = ௡݂(ݔ) ≥ 0}   

  
ଵ݂ است که در آن , … , ௡݂ 	 ∈ ℝ[ݔ] بنابراین هر .

پذیر در آن به صورت  زیرمجموعه یک متغیره تعریف
 باشد. هاي باز و نقاط می اجتماعی متناهی از بازه

با برجسته نمودن این ویژگی  4و استاین هورن 3پیلی
کمینگی را به  - در ساختارهاي مرتب خطی، ت

ساختار مرتبه اول  صورت زیر معرفی نمودند.
ℳ= …,>,ܯ) که بسطی از یک ترتیب خطی  (

کمینه گفته -باشد، ت چگال بدون ابتدا و انتها می
 	ℳ که در ܯ هرگاه هر زیرمجموعه از شود می

هاي  پذیر است برابر اجتماعی متناهی از بازه تعریف
 باشد.  Mدرباز و نقاط 

کمینه اختصاري -لازم به توضیح است که نماد ت
  است که بیانگر این  "هترتیب کمین"براي عبارت 

  

                                                
2 Tarski 
3 Pillay 
4 Stienhorn 

پذیر یک متغیره در  هاي تعریف است که مجموعه
=ℳکمینه -ساختار ت …,>,ܯ) دقیقاً  ،(

پذیر توسط رابطه ترتیب  هاي تعریف مجموعه
 هستند.

هاي اصلی ساختارهاي  ] ویژگی7، 6، 2در منابع [
کمینه مورد بررسی قرار گرفتند. هم چنین در -ت
کمینه از -ختارهاي تهاي مطرح در سا ] ویژگی1[

دیدگاه هندسی بررسی و گرد آوري شدند. مفهوم 
فشردگی نقش اصلی را در توپولوژي جبري بازي 

پذیر در یک  کند، و هر گروه و حلقه تعریف می
کمینه یک گروه توپولوژیکی و حلقه - ساختار ت

توپولوژیکی است. لذا مفهوم فشردگی در 
البته  کمینه یک موضوع مهم است.- ساختارهاي ت

توان در مورد  تعریف استاندارد فشردگی را نمی
کمینه مورد استفاده قرار داد. به -ساختارهاي ت

یک مدل نااستاندارد از  ℳعنوان مثال فرض کنید 
چنین باز  هاي بسته حقیقی باشد. هم نظریه میدان

یک عضو   sاینکهرا نظر بگیرید. با فرض  [0,1]
پوشش باز  .نهایت کوچک باشدنااستاندارد بی

	{a + (−s, s):		a ∈ داراي  [0,1]از {[0,1]
باشد. بنابراین استفاده از  زیرپوشش متناهی نمی

هاي معادل فشردگی در فضاي اقلیدسی در  تعریف
] مفهوم 5در [ رسد. جا مناسب به نظر می این

پذیر به صورت زیر معرفی شده  فشردگی تعریف
  است. 

=ℳفرض کنید  …,>,ܯ) -یک ساختار ت (
݉ نه، کمی ∈ ℕو ܺ ⊆  یک مجموعه تعریف ௠ܯ

 5پذیر فشرده به طور تعریف  Xمجموعهپذیر باشد.  
پذیر  است هرگاه به ازاي هر خم تعریف

:ߪ (ܽ, ܾ) ⊆ ܯ → lim௫→௕ష، حدهاي ܺ  (ݔ)ߪ
lim௫→௔శو موجود باشند. مفهوم   Xدر  (ݔ)ߪ

ها  مجموعهپذیر با بسته و کرانداري  فشردگی تعریف
  معادل است.

                                                
5 Definably compact 
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-پذیر وابسته به ساختارهاي ت فضاهاي تعریف
ها و توابع  هاي مجموعه کمینه به همراه ویژگی

] مورد بررسی و 1پذیر در این نوع فضاها در [ تعریف
اند. در این مقاله مفهوم فشردگی  مطالعه واقع شده

پذیر بررسی  پذیر را در فضاهاي تعریف تعریف
کمینه نشان داده -ختارهاي تشود. مشابه سا می
پذیر در فضاي  شود که یک مجموعه تعریف می

پذیر فشرده است اگر و  پذیر به طور تعریف تعریف
  دار باشد. تنها اگر بسته و کران

مفاهیم مورد نیاز از نظریه مدل از منبع  2در بخش 
مباحث مربوط به  3شود. در بخش  ] آورده می3[

 4شود. در بخش  یکمینه آورده م - ساختارهاي ت
پذیر  هاي فشرده تعریف نتایج اصلی در مورد مجموعه

  کنیم. پذیر را بیان می در فضاهاي تعریف
  
 مفاهیم و تعاریف مقدماتی از نظریه مدل  -2

در این بخش مفاهیم اولیه و مقدماتی از نظریه مدل 
 شویم. ] به طور مختصر یادآور می3را از [

است از سه تاي عبارت  ℒمرتبه اول  6یک زبان
،  7ℱي نمادهاي تابعی مرتب متشکل از مجموعه

ي  مجموعه وℛ 8ي نمادهاي محمولی مجموعه
݂. به هر نماد تابعی  ࣝنمادهاي ثابت ∈ ℱ  و هر
ܴنماد محمولی ∈ ℛ   به ترتیب اعداد طبیعی௙݊ 

  شود. نسبت داده می  ோ݊و
  

متشکل از موارد زیر  ℳساختار ℒ−یک  :1تعریف 
  :است
 یک مجموعه غیر خالیM  که جهان ساختار 

 شود. نامیده می
  تابع fℳ: M୬౜ → M  به هر نماد تابعیf ∈ ℱ 

نامیده  ℳدر   fشود که تعبیر نماد نسبت داده می
 شود. می

                                                
6 Language 
7 Function symbols 
8 Relation symbols 

  به ازاي هر نماد محمولیR ∈ ℛ یک ،
Rℳرابطه ⊆ M୬౎ شود که تعبیر  نسبت داده می  
 شود. نامیده می  ℳدر  Rنماد
  به ازاي هر نماد ثابتc ∈ cℳ، عضوࣝ ∈ M  

نامیده   ℳدر ܿشود که تعبیر نماد  نسبت داده می
 شود. می
ℒ ساختارℳ  شود: به صورت زیر نمایش داده می  

ℳ= ,ܯ) ݂ℳ , ܴℳ , ܿℳ: ݂ ∈ ℱ, ܴ ∈
ℛ, ܿ ∈ ࣝ)  

  
ها  پذیري در یک ساختار توسط فرمول مفهوم تعریف

فرمول ℒ−ي یک شود. به طور غیر صور بیان می
، ℒدنباله متناهی از نمادهاي موجود در زبان 

,vଵمتغیرهاي  vଶ , ، نمادهاي =، نماد تساوي …
,∧,∨اي رابط جمله و نمادهاي   ∃، سور وجودي ¬

باشد. تعریف دقیق و استقرایی  پرانتز می
−ℒباشد. ها به صورت زیر می فرمول  

  
ها کوچکترین  ترمℒ−مجموعه  :2تعریف 

  کند. است که در سه شرط زیر صدق می  ࣮مجموعه
  هر نماد ثابت از زبانℒمتعلق به مجموعه ،࣮ 

 است.
  هر متغیرvଵ, vଶ ,   ࣮، متعلق به مجموعه…

 باشد. می
 اگرf ∈ ℱ   یک نماد تابعی از زبان ℒو 

tଵ,… , t୬౜ گاه باشند، آن࣮  متعلق به مجموعه 
f(tଵ,… , t୬౜) باشد. می  ࣮متعلق به مجموعه 

ଵݐ فرمول اتمی یا به صورت ℒ−یک  = و یا به ଶݐ
,ଵݐ)ܴصورت … ,  ها باشد که در آن می  (௡ೃݐ

ଵݐ , … ,  ℒنماد محمولی در زبان  یکܴ ترم و  ௡ೃݐ
  باشد. می

tଵ فرمول اتمی یا به صورت ℒ−یک  = tଶ و یا به
…,R(tଵصورت , t୬౎)  ها شد که در آنبا می  
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tଵ,… , t୬౎  ترم و R نماد محمولی در زبان یکℒ 
  باشد. می
  

ها کوچکترین  فرمول ℒ−مجموعه :3تعریف 
  کند: اي است که در دو شرط زیر صدق می مجموعه

  هر−ℒ ࣱفرمول اتمی متعلق به مجموعه 
 باشد. می
  اگرφ  وψ  گاه باشند، آن ࣱمتعلق به¬φ ،

φ ∧ ψ  و∃v୧φ باشند. می ࣱعلق به مت 
آزاد است هرگاه  ݒحضور متغییر  ߮در فرمول 

بسته نشده باشد.   ݒ∃توسط سور وجودي به صورت
شود.  نامیده می 9یک فرمول بدون متغیر آزاد جمله

چنین فرمولی بدون سور را یک فرمول خالی از  هم
  نامیم.  می 10سور

ر تعبیري متناظ ℳدر ساختار   ℒزبانبه هر نماد از 
توان هر  شود. با استفاده از تعبیرات فوق می می

تعبیر  ℳجمله و حتی هر فرمول را در ساختار 
  نمود و درستی تعبیر مورد نظر را بررسی نمود.

  
 ℳیک زبان مرتبه اول،  ℒفرض کنید  :4تعریف 

,vଵیک ترم با متغیرهاي   t،ساختارℒ−یک  … , v୫ 
tℳ:M୫ ، یک تابعtباشد. تعبیر ترم  → M 

شود.  باشد که به صورت استقرایی تعریف می  می
ܽ فرض کنید = (aଵ, … , a୫)   

 اگرt  نماد ثابتc  گاه باشد، آن tℳ(a) =
cℳ . 
  اگر tمتغیرv୧  گاه  باشد، آنtℳ(a) = a୧ . 
 اگرt  به صورتf(tଵ,… , t୬౜)  گاه  باشد، آن

tℳ(ܽ) = ݂ℳ(ݐଵℳ , … , ௡೑ݐ
ℳ). 

  
یک   φوساختار  ℒ−یک  ℳکنیدفرض  :5تعریف 

,vଵفرمول با متغیرهاي آزاد … , v୫   باشد. درستی

                                                
9 Sentence 
10 Quantifier-free formula 

به ازاي هر  ℳپذیري فرمول در ساختار  یا صدق
a = (aଵ , … , a୫) باℳ⊨ φ(a)   نمایش داده

  شود. شود و به طور استقرایی زیر تعریف می می
  اگرφ به صورتtଵ = tଶ   وtଵℳ(a) =

tଶℳ(a)   باشد، آنگاهℳ⊨ φ(a) . 
  اگرφ = R(tଵ,… , t୬౎)گاه ، آنℳ⊨ φ(a)  

,tଵℳ(a))هرگاه  … , t୬౎
ℳ(a)) ∈ Rℳ. 

 اگرφ  به صورت¬ψ  گاه  باشد، آنℳ⊨ φ(a) 
⊭ℳاگر و تنها اگر  ψ(ܽ). 

 اگر 	φ = ψ ∧ θگاه ، آن  ℳ ⊨ φ(a) اگر و
⫤ℳتنها اگر θ(a)   وℳ⊨ ψ(a). 

 اگر  φگاه  باشد، آن  (ݓ,ݒ)߰ݓ∃صورت به
ℳ⊨ ܾاگر و تنها اگر (ܽ)߮ ∈ موجود باشد   ܯ

⫤ℳکه  ߰(ܽ, ܾ). 
  

 ساختار،ℒ−یک  ℳفرض کنید  :6تعریف 
݉ ∈ ℕ  ܺو ⊆  ܺمجموعهیک مجموعه باشد.  ௠ܯ
  گویند. هرگاه  ℳپذیر در را تعریف

ܺ = {ܽ ∈ ℳ		௠:ܯ ⊨ ߮(ܽ, ܾ)}				  
  
,ଵݒ)߮کهپ … , ௠ݒ , ,ଵݓ … ,  یک فرمول  (௡ݓ

ܾଵ,… , ܾ௡ ∈   . ܯ
௠ܯ:݂نگاشت  → پذیر  را یک تابع تعریف ௡ܯ

گوییم هرگاه گراف آن یک مجموعه   ℳدر
  باشد. ℳپذیر در  تعریف

  
یک زبان مرتبه اول باشد.  ℒفرض کنید  :7 تعریف

جملات را یک نظریه مرتبه اول ℒ−هر مجموعه از 
  نامند. یم
 ساختار  ℳمدلی براي نظریهT   است که با

ℳنماد ⊨ T  شود هرگاه نشان داده میℳ ⊨ σ  
σبه ازاي هر ∈ T . 
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 هرگاه به ازاي هر جملهσ  داشته باشیمσ ∈ T   و
σ¬یا  ∈ T نظریه ،T .را کامل گویند 
  نظریه کامل −ℒ ساختارℳ که با نماد h(ℳ) 

شود، برابر مجموعه تمام  نمایش داده می
−ℒت صادق در جملاℳ .است 

باشد. هرگاه  داراي خاصیت حذف سور می  Tنظریه
  ψ(v)فرمول خالی از سور  φ(v)به ازاي هر فرمول
Tموجود باشد که  ⊨	∀v(φ(v) ↔ ψ(v)). 

  نظریهT است  11پذیر داراي توابع اسکولم تعریف
,φ(wഥهرگاه به ازاي هر فرمول  v)  فرمول

ψ(wഥ, v)  :موجود باشد که 
1) T ⊨ ∀wഥ,∃vψ(wഥ, v)، 
2) T ⊨ ∀wഥ∀v∀uቀ൫ψ(wഥ, v) ∧

ψ(wഥ, u)൯ → u = vቁ، 
3) T ⊨ ∀wഥ(∃vφ(wഥ, v) → ∃u(ψ(wഥ, u) ∧
φ(wഥ,u)). 

 
 کمینه - ساختارهاي ت -3

در این بخش مباحث مطرح پیرامون ساختارهاي 
 ] به طور خلاصه خواهیم آورد. 1کمینه را از [-ت
  

ℳساختار مرتبه اول  :8تعریف  = (M,<,… ) 
ل بدون ابتدا و که بسطی از یک ترتیب خطی چگا

شود هرگاه هر  کمینه گفته می - باشد، ت انتها می
پذیر است برابر  تعریف ℳکه در   Mازمجموعه  زیر

  باشد. Mها و نقاط در  اجتماعی متناهی از بازه
هاي  با توجه به توصیف دقیق ماهیت مجموعه

پذیر در ساختارهاي کلاسیک، بسیاري از  تعریف
-لب از ساختارهاي تهاي جا ها به عنوان مثال آن

  کمینه معرفی شدند.
 

هاي خطی  با توجه به اینکه نظریه ترتیب :1مثال 
چگال بدون ابتدا و انتها داراي خاصیت حذف سور 
است. لذا در هر مجموعه مرتب خطی چگال بدون 
                                                
11 Definable Skolem function 

پذیر  ، هر مجموعه تعریف(>,M)ابتدا و انتها 
X ⊂ M توسط یک فرمول خالی از سور در زبان ،

ℒ = به صورت  Xشود. بنابراین  ریف میتع {>}
هاي باز و نقاط است. لذا هر  اجتماعی متناهی از بازه

-ساختار مرتب خطی چگال بدون ابتدا و انتها ت
  کمینه است.

  
هاي بسته حقیقی داراي  نظریه میدان :2 مثال

هاي مرتب است.  خاصیت حذف سور در زبان حلقه
ر پذی پس در هر میدان بسته هر مجموعه تعریف
شود.  توسط یک فرمول خالی از سور تعریف می

هاي باز و  بنابراین به صورت اجتماعی متناهی از بازه
-ت ℛنقاط است. پس هر میدان بسته حقیقی 

  کمینه است. 
 

هاي قبلی با توجه به خاصیت  مشابه مثال :3مثال 
پذیر  هاي آبلی مرتب و بخش حذف سور نظریه گروه

ري، هر گروه آبلی هاي بسته جب و نظریه میدان
  کمینه است.-مرتب و هر میدان بسته جبري نیز ت

  
࣫میدان اعداد گویا  :4مثال  = (Q,+,−,×

,0,1, کمینه نیست. زیرا مجموعه اعداد - ت (>
پذیر است که نمی  تعریف ࣫در ساختار  ℤصحیح 
هاي باز  را به صورت اجتماعی متناهی از بازه توان آن

  و نقاط نوشت. 
پذیر در بعدهاي  هاي تعریف جموعهبررسی وضعیت م

کمینه منجر به اثبات - بالاتر در ساختارهاي ت
در این نوع ساختارها شده  12خاصیت تجزیه سلولی
پذیر  هاي تعریف ها مجموعه است. در واقع سلول

باشند. طبق خاصیت تجزیه سلولی  خاص می
پذیر  هاي تعریف هاي سازنده مجموعه ها بلوك سلول

ما مفهوم فوق را به طور کامل ارائه هستند. درادامه 
خواهیم داد. اولین گام در اثبات خاصیت تجزیه 

                                                
12 Cell decomposition property 
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براي توابع  13سلولی، اثبات خاصیت یکنوایی
  پذیر است. تعریف

 
کمینه، - یک ساختار ت ℳفرض کنید  :1قضیه 
X ⊆ M پذیر و یک مجموعه تعریفf: X → M   یک

 صورت افراز متناهی از پذیر باشد. در این تابع تعریف
X هاي باز و مجموعه متناهی موجود است که  به بازه

هاي فوق ثابت یا یکنواي  روي هریک از بازه fتابع 
 اکید و پیوسته است.

 ].1برهان. مراجعه کنید به [
  

ℳفرض کنید  :9تعریف  = (M,<,… یک  (
mکمینه و -ساختار ت ∈ ℕ تعریف استقرایی .

 شود. به صورت زیر انجام می  M୫سلول در
سلول 0− یکM  مجموعه تک عضوي ازهر زیر

,a) باشد. هر بازه باز  می b) در M سلول 1−یک
  باشد. می

Cاکنون فرض کنید  ⊆ M୫  یک−k سلول باشد
kکه  ≤ m دو نوع سلول وابسته به .C در M୫ାଵ 

 شود: به صورت زیر تعریف می
,fاگر  g: C → M∪ پذیر و  توابع تعریف {∞±}

f(xത)اي باشند که پیوسته < g(xത) گاه . آن  
{(xത, y) ∈ C × M:		f(xത) < y < g(xത)}  

  
k−یک  +  باشد. می  M୫ାଵسلول در1
:fاگر  C → M پذیر و پیوسته باشد.  یک تابع تعریف
  گاه آن

 {(xത, y) ∈ C × M:		y = f(xത)}										 
  

  باشد. می M୫ାଵ سلول درk− یک 
  

یک تجزیه سلولی براي مجموعه  :10تعریف 
Xپذیر غیر خالی  تعریف ⊆ M୫  با استقرا رويm 

 شود. به صورت زیر تعریف می

                                                
13 Monotonicity 

Xاگر  ⊆ M یک   ࣞپذیر باشد و یک مجموعه تعریف
 یکࣞ گاه  ها باشد. آن به سلول  Xافراز متناهی از
 باشد. می  Xازتجزیه سلولی 

Xاگر  ⊆ M୫ାଵ پذیر غیرخالی  یک مجموعه تعریف
 M୫ାଵها در  به سلول  Xازیک افراز متناهی  ࣞو 

است هرگاه   Xازیک تجزیه سلولی  ࣞگاه  د. آنباش
Π(ࣞ) یک تجزیه سلولی ازΠ(X)  .باشد 

)Π:M୫ାଵ → M୫  نگاشت تصویر رويm  مولفه
  باشد.)  می اول

  
mفرض کنید  :11تعریف  ∈ ℕ  وX, Y ⊆ M୫ 
پذیري باشند. گوییم تجزیه  هاي تعریف مجموعه
کند. هرگاه به  را افراز می  Yمجموعه، Xاز  ࣞسلولی 

Cازاي هر ∈ Cداشته باشیم  ࣞ ∩ Y = و یا   ∅
C ⊆ Y.  

  
کمینه -یک ساختار ت ℳفرض کنید  :2قضیه 
mباشد و ∈ ℕ صورت . در این  (a)୫ اگر k ∈ ℕو 

Xଵ , … , X୩ پذیري باشند.  هاي تعریف مجموعه
ها موجود است که  به سلول  M୫اي از گاه تجزیه آن

Xଵهاي  ههرکدام از مجموع , … , X୩ کند. را افراز می   
 (b)୫اگر X ⊆ M୫ پذیر  یک مجموعه تعریف

:fغیرخالی و X → M  پذیر باشد.  یک تابع تعریف
 موجود است که M୫از ࣞ گاه تجزیه سلولی  آن

Dکند و به ازاي هر  را افراز می Xمجموعه  ∈ ࣞ ،
  باشد. پیوسته می D روي  fتابع

  ].1به [برهان. مراجعه کنید 
لازم به توضیح است که در اثبات خاصیت تجزیه 

زمان استفاده شده است که در  سلولی از استقراي هم
روند اثبات، نتیجه مهم دیگري به نام خاصیت تناهی 

نیز در این نوع ساختارها اثبات شده  14یکنواخت
  است.

                                                
14 Uniformly finite 
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ℳفرض کنید  :1حقیقت  = (M,<,… یک  (
mکمینه، -ساختار ت ∈ ℕ  وS ⊆ M୫ାଵ ک ی

پذیر باشد که مجموعه  مجموعه تعریف
Sୟത = {b ∈ M: (aത, b) ∈ S}  به ازاي هر

aത ∈ M୫ صورت عدد طبیعی  متناهی است. دراین
aതموجود است که به ازاي هر  kمانند ∈ M୫ ،

|Sୟത| < k.  
هاي هندسی، توپولوژیکی و جبري  ها از ویژگی سلول

یت باشند. لذا با توجه به خاص خوبی برخوردار می
پذیر در  هاي تعریف تجزیه سلولی، مجموعه

کمینه نیز از خواص مشابه برخوردار -ساختارهاي ت
باشند که در ادامه چند مورد را به طور مختصر  می

لازم به توضیح است که توپولوژي  کنیم. بیان می
کمینه توپولوژي  - مورد بحث در ساختارهاي ت

  اي) است. ترتیبی (بازه
 

ℳاگر  :12تعریف  = (M,<,… یک ساختار  (
m کمینه، -ت ∈ ℕ وX ⊆ M୫  یک مجموعه

به طور  Xپذیر باشد. آنگاه گوییم مجموعه  تعریف
است هرگاه داراي جداساز  15پذیر همبند تعریف
هاي  پذیر نباشد. به عبارت دیگر مجموعه تعریف
موجود نباشند   VوU پذیر باز و مجزا از هم  تعریف

X که = (U ∩ A) ∪ (V ∩ A).  
  

کمینه به طور -ها در ساختارهاي ت لسلو :3قضیه 
 باشند. پذیر همبند می تعریف

  .]1برهان. مراجعه کنید به [
  

ℳفرض کنید  :1نتیجه  = (M,<,… یک  (
m کمینه، - ساختار ت ∈ ℕو  X ⊆ M୫ یک

 Xصورت مجموعه  پذیر باشد. در این مجموعه تعریف
هاي همبند  برابر اجتماعی متناهی از مولفه

                                                
15 Definably connected 

هم باز و هم بسته  Xر پذیر است که د تعریف
  باشند. می

 ].1برهان. مراجعه کنید به [
پذیر مفهوم توپولوژیکی مورد بحث  فشردگی تعریف

  کمینه است.-دیگري در ساختارهاي ت
  

ℳ اگر :13تعریف  = (M,<,… یک ساختار  (
mکمینه، -ت ∈ ℕ  و X ⊆ M୫ یک مجموعه

  پذیر باشد. آنگاه تعریف
شت ، نگاXپذیر در  الف) یک خم تعریف

:σپذیر تعریف I → X  باشد که در آن  میI ⊆ M 
  یک بازه باز است.

پذیر است هرگاه به  فشرده تعریفX ب) مجموعه 
:σپذیر  ازاي هر خم تعریف I → Xحدهاي ، 

lim୶→୧୬୤ ୍శ σ(x) وlim୶→ୱ୳୮ ୍ష σ(x)  در X 
  موجود باشند. 

  
کمینه، - یک ساختار ت ℳفرض کنید  :4قضیه 
m ∈ ℕ و  X ⊆ M୫پذیر  یک مجموعه تعریف

پذیر فشرده  به طور تعریف Xصورت  باشد. در این
 دار باشد. بسته و کران Xاست اگر و تنها اگر 

 ].5برهان. مراجعه کنید به [
در پایان این بخش برخی از نتایج جبري و نظریه 

کمینه را خواهیم آورد که  -مدلی از ساختارهاي ت
توان به منابع  ها می د آنبراي اطلاعات بیشتر در مور

  ] مراجعه کرد.7و  6، 1[
 کمینه از یک گروه مرتب، آبلی و -هر بسط ت

  باشد. پذیر می بخش
 کمینه از یک حلقه مرتب، یک -هر بسط ت

  باشد. میدان بسته حقیقی می
 کمینه داراي توابع اسکولم -هر نظریه ت

 باشد. می پذیر تعریف
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پذیر در  هاي فشرده تعریف مجموعه -3
-پذیر وابسته به ساختارهاي ت فضاهاي تعریف

  کمینه
در این بخش ابتدا تعاریف و اصطلاحات مورد نیاز در 

] خواهیم آورد. 1را از [ 16پذیر مورد فضاهاي تعریف
هاي فشرده  سپس به اثبات قضایاي پیرامون مجموعه

پذیر وابسته به  پذیر در فضاهاي تعریف تعریف
اخت. در کمینه خواهیم پرد-ساختارهاي ت

- یک بسط ت 	ℳ سرتاسراین بخش فرض کنید
  کمینه از یک میدان بسته حقیقی باشد. 

 
 خانواده متناهی :14تعریف 

	{(U୧, g୧: U୧ → U′୧)}୧∈୍									   
  

  گوییم هرگاه   Sمجموعهرا یک اطلس روي 
 S = ⋃ U୧୧∈୍،  
  براي هرi ∈ I،U′୧ ⊆ M୫(୧)  یک مجموعه

m(i)است که   ℳردپذیر  تعریف ∈ ℕ، 
  براي هرi, j ∈ I ،g(U୧ ∩ U୨)  یک مجموعه

 است،  U′୧پذیر و باز د تعریف
  به ازاي هرi, j ∈ I ، 

g୧୨ = g୨og୧ିଵ: g୧(U୧ ∩ U୨) → g୨(U୧ ∩ U୨)  
  

  پذیر و پیوسته است. یک تابع تعریف
 

,U୧)}فرض کنید  :1تبصره  g୧: U୧ → U′୧)}୧∈୍ 
  باشد.  Sیک اطلس روي مجموعه 

 
را یک فضاي توپولوژیکی در نظر   Sتوان می الف)

Xگرفت. در واقع ⊆ S   یک مجموعه باز است. هرگاه
g୧(U୧ ∩ X) یک زیرمجموعه باز ازU′୧   باشد به

iازاي هر  ∈ Iبنابراین .	X ⊆ S   یک مجموعه بسته
iباشد هرگاه به ازاي هر  می  Sدر ∈ I ،g୧(U୧ ∩ X) 

 چنین باشد. هم  U′୧یک زیرمجموعه بسته از

                                                
16 Definable spaces  

	X ⊆ S دار است هرگاه به ازاي  یک مجموعه کران
iهر  ∈ I ،g୧(U୧ ∩ X) دار باشد. یک مجموعه کران  
پذیري ساختارهاي مرتبه  توان مفهوم تعریف می ب)

X	توسعه داد. مجموعه Sاول را به مجموعه  ⊆ S   را
به ازاي هر گوییم هرگاه  Sپذیر در  تعریف
i ∈ I،g୧(U୧ ∩ X)  پذیر در  یک مجموعه تعریف
ℳ .باشد  

:fتابع  X ⊆ S → M پذیر در  تعریف S است هرگاه
  پذیر باشد و تعریفS در X مجموعه 

 f୧ = fog୧ିଵ: g୧(X ∩ U୧) → M  به ازاي هر
i ∈ Iپذیر در ، یک تابع تعریفℳ  .باشد  

  
,U୧)}دو اطلس  :2تبصره  g୧: U୧ → U′୧)}୧∈୍ و 

{(V୨, h୨: V୨ → V′୨)}୨∈୎  مجموعهرويS  ارز  هم
iهستند. هرگاه به ازاي هر ∈ I   وj ∈ Jها  ، مجموعه

g୧൫U୧ ∩ V୨൯ وh୨(U୧ ∩ V୨)  هاي باز و  زیرمجموعه
  h୨og୧ିଵباشند و توابع V′୨و  U′୧پذیري از  تعریف

پذیر و پیوسته باشند. واضح  توابع تعریف  g୧ିଵoh୨و
، توپولوژي Sارز روي مجموعه  است که دو اطلس هم

  کنند. ایجاد می Sیکسانی را روي 
  

,U୧)}فرض کنید  :15تعریف  g୧: U୧ → U′୧)}୧∈୍ 
 Do(S)باشد. اگر  Sیک اطلس روي مجموعه 

 Sپذیر باز از  هاي تعریف نشانگر خانواده زیرمجموعه
 پذیر توابع تعریف جبرR−نشانگر DC(U) و 

f: U → M باشد. آنگاه(S, DC(U):		U ∈ Do(S)) 
  ℳپذیر وابسته به ساختار را یک فضاي تعریف

  گویند.
  

,S)فرض کنید  :2تبصره  DC(U):		U ∈ Do(S)) 
صورت تمام  پذیر باشد. دراین یک فضاي تعریف

  باشند.  ارز می هاي تولید کننده فضاي فوق هم اطلس
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,S)فرض کنید  :16ریف تع DC(U):		U ∈
Do(S))  و(T, DC(V):		V ∈ Do(T))  دو فضاي

  هاي پذیر باشند که به ترتیب  توسط اطلس تعریف
{(U୧, g୧: U୧ → U′୧)}୧∈୍																  
{(V୨, h୨: V୨ → V′୨)}୨∈୎																				   

  
اي هر صورت به از تولید شده باشند. دراین

k = (i, j)دهیم: ، قرار می  
W୩ = U୧ × V୨																							  
Wᇱ

୩ = Uᇱ୧ × Vᇱ୨																		  
l୩ = g୧ × h୨:W୩ → Wᇱ

୩  
  

  بنابراین
{(W୩, l୩:W୩ → W′୩)}୩∈୍×୎	   

  
Sیک اطلس روي × T   است که آن را تبدیل به
  کند.  پذیر می فیک فضاي تعری

  
,S)فرض کنید  :17تعریف DC(U):		U ∈ Do(S)) 

,T)و DC(V):		V ∈ Do(T)) پذیر  دو فضاي تعریف
:fصورت نگاشت  باشند. دراین S → T پذیر  تعریف

، یک زیرمجموعه  f،Γ(f)است هرگاه گراف تابع 
Sپذیر در فضاي حاصلضربی تعریف × T  .باشد 

  
,S)فرض کنید  :18تعریف DC(U):		U ∈ Do(S)) 

پذیر تولید شده توسط اطلس  یک فضاي تعریف
{(U୧, g୧: U୧ → U′୧)}୧∈୍ چنین فرض  باشد. هم

Xکنید  ⊆ S درپذیر  یک مجموعه تعریفS   .باشد
  صورت در این

{(U୧ ∩ X, g୧: U୧ ∩ X → g୧(U୧ ∩ X))}୧∈୍   
  

را تبدیل به یک   است که آن Xیک اطلس روي 
  کند.  پذیر می فضاي تعریف

  
,S)فرض کنید  :19تعریف  DC(U):		U ∈ Do(S)) 

Xپذیر و  یک فضاي تعریف ⊆ S  یک مجموعه  
  

 صورت  باشد. دراین  Sدرپذیر  تعریف
، نگاشت Xپذیر در  یک خم تعریف الف)

:σپذیر تعریف I → X  باشد که در آن  میI ⊆ M 
  باشد. یک بازه باز می

:σپذیر  خم تعریف ب) I → X  را درX  کامل
lim୶→୧୬୤هرگاه حدهاي  گوییم 17شدنی ୍శ σ(x) 

lim୶→ୱ୳୮و ୍ష σ(x)   در X.موجود باشند  
  

,S)فرض کنید  :20تعریف  DC(U):		U ∈ Do(S)) 
Xپذیر و  یک فضاي تعریف ⊆ S  یک مجموعه

به طور  Xصورت  باشد. در این  Sدرپذیر  تعریف
پذیر  پذیر فشرده است هرگاه هر خم تعریف تعریف

-. در ساختارهاي تباشدX امل شدنی در ، کXدر 
پذیر بسته و  هاي فشرده تعریف کمینه مجموعه

دهیم که در  باشند. در ادامه نشان می دار می کران
پذیر نیز چنین مطلبی  فضاهاي هاسدورف تعریف

  برقرار است.
 

,S)فرض کنید  :5قضیه  DC(U):		U ∈ Do(S)) 
Xپذیر و  یک فضاي تعریف ⊆ S  یک مجموعه به

یک  Xصورت  پذیر فشرده باشد. در این تعریفطور 
  دار است. مجموعه کران

,U୧)} برهان. فرض کنید g୧: U୧ → U′୧)}୧∈୍ 
  پذیر اطلس تعریف کننده فضاي تعریف

൫S,DC(U):		U ∈ Do(S)൯																  
  

باشد. کافی است که نشان دهیم که به ازاي هر 
i ∈ I مجموعه ،g୧(X ∩ U୧) ⊆ M୬౟  یک مجموعه
دار است. براي به دست آوردن تناقض فرض  کران

iکنید  ∈ I  موجود باشد کهg୧(X ∩ U୧)  یک
کران است. بنابراین طبق خاصیت تجزیه  مجموعه بی

Cکران  ، سلول بیℳسلولی  ⊆ g୧(X ∩ U୧) 
] خم 5از [ 5. 4موجود است. بنابراین طبق گزاره 

:σپذیر  تعریف I → C ست که یکی ازموجود ا 
                                                
17 Completability 
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lim୶→୧୬୤حدهاي  ୍శ σ(x) یاlim୶→ୱ୳୮ ୍ష σ(x)  
:g୧ିଵoσموجود نیستند. پس M୬౟در  I → X   یک

کامل شدنی X باشد که در  می Xپذیر در  خم تعریف
  نیست.

  
,S)فرض کنید  :6قضیه  DC(U):		U ∈ Do(S)) 

Xپذیر و  یک فضاي تعریف ⊆ S ه یک مجموعه بست
صورت به طور  باشد. در این Sدار در  و کران
 پذیر فشرده است. تعریف

:σبرهان. فرض کنید  I → X	 پذیر  یک خم تعریف
,V୧)}باشد. اگر  Xدر  h୧: V୧ → V′୧)}୧∈୍  اطلس

   پذیر تعریف کننده فضاي تعریف
(S, DC(U):		U ∈ Do(S)) و {(I, g: I → I)} 

 می دهیم که باشد. نشان  Iاطلس بدیهی روي بازه
lim୶→୧୬୤ ୍శ σ(x)  درX  موجود است. به وضوح به

j  ازاي هر ∈ J، 

A୨ = g × h୨ ቀ൫I × V୨൯ ∩ Γ(σ)ቁ =

ቄቀx, h୨൫σ(x)൯ቁ : x ∈ I	, σ(x) ∈ V୨ቅ	  
  

باشد. بنابراین به  می  ℳدرپذیر  یک مجموعه تعریف
jازاي هر  ∈ J، I୨ = {x ∈ I:		∃y	(x, y) ∈ A୨} 

باشد که  میℳ  پذیر در ه تعریفنیز یک مجموع
I = ⋃ I୨୨کمینگی - . اکنون طبق تj ∈ J  وc ∈ I 

inf)موجود است که  I , c) ⊆ I୨پس .  
σ((inf I , c)) ⊆ X ∩ V୨   

  
:σ لذا  (inf I , c) → X ∩ V୨ یک تابع تعریف پذیر

پذیر در  یک خم تعریف  h୨oσاست. بنابراین
h(X ∩ V୨) از  11. 2بق قضیه باشد. بنابراین ط می

]5 [lim୶→୧୬୤ ୍శ h୨oσ(x) در	h(X ∩ V୨)   موجود
lim୶→infاست. پس  ୍శ σ(x)  در X ∩ V୨ موجود

  است. 
نتیجه  6و  5] و قضایاي 4از [ 8.  2باتوجه به نتیجه 

  زیر را خواهیم داشت.

,S)فرض کنید  :2نتیجه  DC(U):		U ∈ Do(S)) 
Xپذیر و  رف تعریفیک فضاي هاسدو ⊆ S  یک

 Xصورت مجموعه  پذیر باشد. در این مجموعه تعریف
به طور  Xتنها اگر  دار است اگر و بسته و کران

  پذیر فشرده باشد.  تعریف
  

  گیرينتیجه
در این مقاله، ضمن مرور برخی از خواص 

کمینه از جمله یکنوایی، تجزیه -ساختارهاي ت
هاي مهم  ژگیسلولی و تناهی یکنواخت، برخی وی

پذیر در این نوع ساختارها  ها و توابع تعریف مجموعه
وابسته به  Sپذیر   ارائه شده است. فضاي تعریف

، به صورت خانواده متناهی از ℳکمینه -ساختار ت
باشند  پذیر نمی هایی هستند که لزوماً تعریف مجموعه

پذیر  هاي تعریف ولی توسط نگاشتهایی به مجموعه
پذیر  شوند. مفهوم فشردگی تعریف وابسته می ℳدر 

هاي مرتب معرفی  کمینه از گروه- در بسطهاي ت
شده است و ثابت شده است که یک مجموعه 

پذیر فشرده است اگر و  پذیر به طور تعریف تعریف
دار باشد. در این مقاله با توجه  تنها اگر بسته و کران

پذیر ثابت  به وجود محدودیتهایی در فضاهاي تعریف
پذیر هاسدورف نیز  ست که در فضاهاي تعریفشده ا

پذیر برقرار  هاي تعریف نتیجه مشابه براي مجموعه
  است. 
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