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 چکيده

 دپیشنها را منسجم که مجهز به اجزای سری یا موازی استبرای یک سیستم ، دو توزیع جدید در این مقاله،

توزیع . یریمگدر نظر میشده در صفر  لیندلی بریدهمتغیر تصادفی پواسن ی سیستم راهاتعداد مولفه نماییم.می

علاوه بر  دهیم.قرار میو آن را به عنوان توزیع پایه سیستم منسجم  هرا در نظر گرفتمعکوس ل وایب-لگ نمایی

های مختلف، شکل با با تابع شکست PL-LEIW2و  PL-LEIW3 هایبه نام معرفی دو توزیع منعطف

ه با توج. پارامتری و ناپارامتری به طور جامع مورد مطالعه قرار گرفته است برآوردهایهای آماری و مبحث ویژگی

، های سری یا موازیبر سیستمبه تنوع رفتاری در تابع چگالی احتمال و توابع خرابی، این دو توزیع مبتنی 

های مختلف پارامترها از طریق روش برآوردهای روش ش داده شوند.ها برازتوانند برای انواع مختلفی از دادهمی

اده دو مجموعه د با استفاده ازپیشنهادی  هایکاربرد توزیعچنین و هم شوندسازی مونت کارلو مقایسه میشبیه

 .واقعی ارزیابی شده است

له صفا حداقلشده در صفر، لیندلی بریده، ساختار موازی، پواسنوایبل معکوس-نماییلگ  های کليدی:واژه

میسز -ون-کرامر

                                                 
            Email: e_baloui8002@yahoo.com                                                                         :  دار مکاتباتعهده *

                                    

های نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 

http://jnrm.srbiau.ac.ir/


 301                        3012تیر و  خرداد، چهل و دومهم، شماره نهای نوین در ریاضی/ سال / پژوهش و همکارانمرتضی قاسمی چراتی 

 مقدمه -0

های مختلف در زمینه بسیاری هستند و کاربرد32های اساسی از ساختارهای منسجمهای موازی و سری، گونهسیستم

کند که حداقل یک جزء آن سیستم جزء را در نظر بگیرید، سیستم موازی در صورتی کار می  𝑛دارند. یک سیستم با

کند که همه اجزای سیستم فعال باشد. بسیاری از که یک سیستم سری در صورتی کار میفعال باشد، در حالی

ه باشد، ارائه شدیک سیستم که دارای ساختارهای سری یا موازی میهای ترکیبی به عنوان توزیع طول عمر توزیع

نمایی [ توزیع طول عمر 3ها، تعداد تصادفی اجزاء سیستم است. ]های مهم برخی از سیستماست. یکی از ویژگی

ن یک متغیر تصادفی توزیع پواس سیستم،پواسن یک سیستم با ساختار سری را معرفی کرد که در آن تعداد اجزای 

[ توزیع طول عمر نمایی پواسن یک سیستم با ساختار 2توزیع پایه نمایی است. متعاقبا ] با (ZTP) شده در صفربریده

های توانی نمایی هندسی با [ توزیع سری1] .در نظر گرفت ZTP توزیع ازموازی را به دست آورده و تعداد اجزا را 

های توانی و نمایی به دست آوردند که در حالت خاص، یهای هندسی، سرخطر منعطف را توسط ترکیب توزیع نرخ

 شود.های کلاسیک مختلفی را شامل میمدل

ها، های سری، موازی و سری/موازی بر اساس توابع چگالی احتمال مولفههای سیستم[ روشی را برای محاسبه توزیع0]

های مهم سیستم را محاسبه نمودند. به منظور بررسی کاربرد چنین قابلیت اطمینان و برخی ویژگیارائه نمودند و هم

 یی یک هواپیمای مسافربری بزرگ را در نظر گرفتند.های طبیعی، سیستم امواج رادیوپدیدهبرازش در مدل 

را تحت سانسور فزاینده  وارونشکل های شکست نزولی، صعودی و وان[ توزیع پواسن دوبار نمایی با نرخ5اخیرا، ]

[ و 8[، ]7[، ]1، ]موازی یا سریها با ساختار نوع دوم به دست آوردند. به منظور مطالعه بیشتر در خصوص سیستم

 ا ببینید.[ ر0]

 هایرو، توزیعباشد. از اینهای طول عمر میسازی و آنالیز پدیدههای تحقیقات و مطالعات آماری، مدلیکی از جنبه

[ با بسط توزیع فرشه، موفق 31اند. ]تر ارائه و به مرور بسط داده شدهآماری مختلفی به منظور برازش بهتر و دقیق

درستنمایی پارامترهای  حداکثرهای آماری توزیع و برآورد شدند و ویژگیبه معرفی توزیع فرشه گومپرتز مرکب 

شده را معرفی نمود و به عنوان یک زیرمدل یافته و نمایی[ تعمیمی از خانواده تبدیل33توزیع جدید را ارائه نمودند. ]

 های آماری آن پرداخت. ییافته را در نظر گرفته و به بررسی برخی ویژگخاص از این خانواده، توزیع وایبل تعمیم

 سازی مشاهداتتواند برای مدل[ مطالعه شد که می32یافته توسط ]تعمیممعکوس خانواده مولد کومارسائومی 

نمودند و به  بررسیرا 𝑋 -[ خانواده گاما31شکل وارون به کار برده شود. ]–Jمتقارن، چوله به چپ، چوله به راست و 

ها به بررسی کفایت زیرمدل جدید در برازش دو وایبل متمرکز شدند. آن-گاما طور خاص، بر روی مطالعه زیرمدل

 واقعی پزشکی نیز پرداختند. مجموعه داده

 زیر را معرفی نمودند  (CDF)نمایی با تابع توزیع تجمعی -[ توزیع لگاریتمی30]

𝐹(𝑥, 𝑝, 𝛽) = 3 −
ln(3 − (3 − 𝑝)𝑒−𝛽𝑥)

ln𝑝
,        1 < 𝑝 < 3, 

 باشد.میکه دارای نرخ شکست نزولی 

 باشد و شاملتری نسبت به همتایان خود مینمایی را گزارش نمودند که خانواده منعطف-روش تبدیلات لگ [35]

شده مکمل را مد وایبل نمایی-[ توزیع لگاریتمی31باشد. ]سازی تبدیلات مییک پارامتر شکل اضافی برای متعادل

های باشد و به عنوان نمونه، زیرمدلمدی میعودی و تکنظر قرار داده که بیانگر توابع نرخ شکست نزولی، ص

شده و رایلی نمایی-وایبل مکمل، لگاریتمی نمایی مکمل، لگاریتمی-افته، لگاریتمیینمایی تعمیم-لگاریتمی

                                                 
1 Coherent 



 

                    شده در صفرلیندلی بریدههای پواسنهای منسجم با مولفهوایبل معکوس برای سیستم-نماییمدل لگ 
   

نمایی را مدنظر قرار داده که شامل -های برآورد در خانواده لگاریتمی[ روش37رایلی را در نظر گرفتند. ]-لگاریتمی

( و بیزی تحت سانسور هیبرید نوع SEMو الگوریتم  EMر دو رویکرد کلاسیک )حداکثر درستنمایی، الگوریتم ه

 باشد.اول می

لیندلی پواسن شمارشی توزیع سیستم، از اجزای تعداد تصادفی سازیلبرای مدتاکنون  گستره اطلاعات ما، اساس بر

نیز   (LEIW) نمایی وایبل معکوس-جدید لگ توزیع چنین،هم. است نشده استفاده، (ZTPL) بریده شده در صفر

 راوس نمایی وایبل معک-لگ توزیع مقاله، این در. است نشده استفاده تحقیقی هیچ تاکنون به عنوان توزیع پایه در

اجزای  نامعلوم تعداد چنینو هم موازی یا سری هایمولفه با منسجم هایسیستم برای پایه توزیع یک عنوان به

 اراید که نماییممی معرفی را جدید ترکیبی توزیع دو بنابراین،. گیریمدر نظر می ZTPL بر اساس توزیع را سیستم

 رعیف مدل چندین جدید توزیع های خاصی از پارامترها، دوبا انتخاب ترکیب باشند.می پذیریانعطاف شکست نرخ

 معرفی اصلی انگیزه. کنندمی فراهم طول عمر هایداده مجموعه برای برازش مناسبی را و دهندمی نیز پوشش را

 توصیف را سری یا موازی اجزای با سیستم یک خرابی زمان توانندها میاین توزیع که است این جدید هایتوزیع

دلی لینهای پواسنتوزیع و کنیممی تعدیل معکوس وایبل پایه توزیع با را LET خانواده مدنظر، هایتوزیع در. کنند

 پارامترها، شامل خاص هایانتخاب با، جدید هایتوزیع. کنیممی ترکیب موازی یا سری ساختارهای در را LEIW و

 رویکردهای شامل برآوردیابی، مختلف هایروش به مربوط مقاله دیگر جنبه. هستند فرعی هایمدل از بسیاری

 ادهاستف قابل یکنوا غیر و یکنوا شکست نرخ باها داده سازیمدل در جدید هایتوزیع. است ناپارامتری و پارامتری

 .هستند

 یک پایه توزیع عنوان بهنمایی وایبل معکوس را -لگ توزیع ،2باشد. در بخش ساختار کلی مقاله به شرح زیر می

 چگالی تابع شود.گرفته میدر نظر  ZTPL های سیستم از توزیعمولفه تعداد و بردهبه کار  موازی یا سری سیستم

 آماری هایویژگی از برخی همراه به پیشنهادی توزیع دو شکست نرخ و بقاتابع  تجمعی، توزیع تابع ،(PDF) احتمال

-کرامر فاصله حداقل مربعات، حداقل درستنمایی، حداکثر برآورد هایروش ،1 بخش در شود.ها نیز محاسبه میتوزیع

 هایروش عملکرد ،0 بخش ارائه شده است. در مدلدو  پارامترهای برایحاصلضربی  فاصله حداکثر و میسز-ون

 ،5شود. در بخش می ارزیابی نمونه حجم و پارامترها مختلف مقادیر بر اساس کارلو مونت سازیشبیه توسط برآورد

 داده شده است. نشان واقعی داده هایدر برازش مجموعه جدید هایمدل کفایت واقعی، داده مجموعه دو با

 

 های موازی و سری برای سيستم معکوس وايبل-توزيع لگ نمايي -2

سجم های سیستم منرا برای یک سیستم منسجم و تعداد مولفه معکوسوایبل -در این بخش، توزیع پایه لگ نمایی

مدنظر ، بقا و نرخ شکست دو توزیع PDF ،CDFگیریم. توابع شده در صفر در نظر میلیندلی بریدهرا از توزیع پواسن

 نماییم.ارائه می نیز ها راهای آماری توزیعو برخی از ویژگی

 را به صورت زیر معرفی نمودند LET[ روش 35]

𝐹(𝑥, 𝜉, 𝜆) =
ln(2 − 𝑒−𝜃𝐺(𝑥,𝜉))

ln(2 − 𝑒−𝜃)
, 𝜃 > 1,   

,𝐺(𝑥که در آن 𝜉)  وزیع پایه وت 𝜉 ورت به صرا معکوس وایبل -نمایی باشد. توزیع لگبردار پارامترهای توزیع پایه می

 زیر در نظر بگیرید

𝐹(𝑥, 𝛽, 𝜆, 𝜃) =
ln(2−𝑒−𝜃 𝐺(𝑥,𝛽,𝜆))

ln(2−𝑒−𝜃)
=

ln(2−𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑥

)
𝛽

)

ln(2−𝑒−𝜃)
,          𝛽, 𝜆, 𝜃 > 1, 𝑥 > 1,             (3) 
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 که در آن

𝐺(𝑥, 𝛽, 𝜆) = 𝑒−(
𝜆

𝑥
)𝛽

,   𝑔(𝑥, 𝛽, 𝜆) =
𝛽𝜆𝛽

𝑥𝛽+3 𝑒−(
𝜆

𝑥
)𝛽

, 

  آیدبه دست میبه صورت زیر  LEIWتوزیع  PDFتابع  باشد.می

𝑓(𝑥, 𝛽, 𝜆, 𝜃) =
𝜃𝑔(𝑥,𝛽,𝜆)𝑒−𝜃 𝐺(𝑥,𝛽,𝜆)

ln(2−𝑒−𝜃)(2−𝑒−𝜃𝐺(𝑥,𝛽,𝜆))
=

𝜃𝛽𝜆𝛽𝑒
−(

𝜆
𝑥

)𝛽
𝑒−𝜃 𝑒

−(
𝜆
𝑥

)𝛽

ln(2−𝑒−𝜃)(2−𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑥

)𝛽

)

  .                                 (2) 

 ارائه پایه مدل از یافتهتوسعه نسخه یک تولید برای را 𝜃اضافی پارامتر یک  LEIWتوزیع پایه، توزیع به توجه با

تری منعطف چولگی و کشیدگی پایه، مدل با مقایسه در شود ومی کلاسیک هایتوزیعمنجر به بهبود  که کندمی

 ارائه ربیشت یا یکسان پارامترهای تعداد با شده تولید هایتوزیع سایر به نسبت بهتری برازش LEIW دارد. توزیع

 نماید.می

شده در صفر توسط لیندلی بریدههای شمارشی و توزیع پواسنسازی داده[ برای مدل38] توسط لیندلیپواسنتوزیع 

 [ معرفی شده است.30]

 شودبه صورت زیر نشان داده می ZTPLتابع جرم احتمال توزیع 

𝑓3(𝑣, 𝜂) = 𝑃(𝑉 = 𝑣, 𝜂) =
𝜂2(𝑣+𝜂+2)

(3+𝜂)𝑣(3+𝜂2+1𝜂)
,          𝑣 = 3,2, … ,    𝜂 > 1.                           (1) 

  

 [. 30باشد ]باشد و دارای نرخ شکست صعودی میمقعر می-مدی، لگتک ZTPLتوزیع 

بر اساس ، LEIWلیندلی و های پواسنرا با استفاده از ترکیب توزیعLEIW -لیندلیدر ادامه، توزیع پواسن

 آوریم.های سیستم سری یا موازی، به دست میشکست

 را( سری) موازی هایزیرسیستم تعداد 𝑣 است و شده طراحی سری یا موازی ساختار اساس بر سیستم کنید فرض

 توزیع از تصادفی متغیر یک 𝑉 آن در که کنند،می کار معین زمان یک در مستقل طور به که دهدمی نشان

,𝑋3 خرابی هایزمان و لیندلیپواسن … , 𝑋𝑖, 𝑖 = 3, … , 𝑉، یکسان توزیع با و مستقل تصادفی متغیرهای (iid) از 

 باشند. می LEIW عمر طول پیوسته توزیع

تادن تنها با از کار اف کهبه طوری هستند، مرتبطبا هم  موازی صورتبه سیستم هر هایمولفه که کنید فرض در ابتدا،

 سیستم، خواهدآن جزء  𝑉 عمر طول حداقل سیستم هر عمر طول افتد. بنابراین،می کار از کل سیستم، واحد یک

 گاهدر نظر بگیرید، آن سیستم خرابی را زمان 𝑍3. بود
𝑍3 = min

3≤𝑖≤𝑉
𝑋𝑖. 

هستند. بنابراین سیستم، تنها زمانی از کار  مرتبط هم به موازی صورت به سیستم در اجزاء کنید که فرضاکنون 

آن جزء  𝑉 عمر طول حداکثر، برابر با سیستم عمر طول بیفتند. لذا کار از موجود هایزیرسیستم تمام افتد کهمی

 گاهدر نظر بگیرید، آن سیستم خرابی را زمان 𝑍2سیستم خواهد بود. 
𝑍2 = max

3≤𝑖≤𝑉
𝑋𝑖. 

 در قضیه زیر محاسبه شده است. 𝑍2و  𝑍3توزیع متغیرهای تصادفی 

𝑋𝑖فرض کنید . 0قضيه  ,    𝑖 = 3, … , 𝑉   متغیرهای تصادفی iid( و متغیر تصادفی 2با تابع چگالی )𝑉  دارای توزیع

ZTPL ( 1با تابع جرم احتمال) بردار پارامترها را به صورت باشد .𝛿 = (𝛽, 𝜆, 𝜃, 𝜂) و𝛾 = (𝛽, 𝜆, 𝜃)  در نظر بگیرید 



 

                    شده در صفرلیندلی بریدههای پواسنهای منسجم با مولفهوایبل معکوس برای سیستم-نماییمدل لگ 
   

آن به ترتیب به  CDFو  PDFشود و توابع نشان داده می PL-LEIW3با نماد  𝑍3)الف( توزیع متغیر تصادفی 

 باشد صورت زیر می

𝑞3(𝑧, 𝛿) = (
𝜂2(3 + 𝜂)2𝜃𝛽𝜆𝛽 ln(2 − 𝑒−𝜃))

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
) 

𝑒−(
𝜆

𝑧
)𝛽

𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

(𝜂 + 2)ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

) 

𝑧𝛽+3 (2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

) (ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

) + 𝜂ln(2 − 𝑒−𝜃))1
, 

𝑄3(𝑧, 𝛿) =

(3 + 𝜂)2ln (2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧)𝛽

) 𝜂(𝜂 + 2)ln(2 − 𝑒−𝜃) + (𝜂 + 3)ln (2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧)𝛽

)

(ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧)𝛽

) + 𝜂ln(2 − 𝑒−𝜃))2(3 + 𝜂2 + 1𝜂)

 . 

آن به ترتیب به صورت  CDFو  PDFشود و توابع نشان داده می PL-LEIW2با نماد  𝑍2 )ب( توزیع متغیر تصادفی

 .باشدیم زیر

𝑞2(𝑧, 𝛿) = (
𝜂2(3 + 𝜂)2𝜃𝛽𝜆𝛽 ln(2 − 𝑒−𝜃))

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
) 

𝑒−(
𝜆

𝑧
)𝛽

𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

(𝜂 + 1)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

)

𝑧𝛽+3(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

)((𝜂 + 3)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

))1
  , 

 و

𝑄2(𝑧, 𝛿) = 

𝜂2ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧

)𝛽

)(𝜂2 + 0𝜂 − 1)ln(2 − 𝑒−𝜃) − (𝜂 + 2)ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆

𝑧
)𝛽

)

((𝜂 + 3)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃 𝑒
−(

𝜆
𝑧)𝛽

))2(3 + 𝜂2 + 1𝜂)

 

 

∞∑های الف( بسط سری اثبات.
𝑖=3 𝑖𝑟𝑖−3 =

3

(3−𝑟)2  و∑∞
𝑖=3 𝑖2𝑟𝑖−3 =

3+𝑟

(3−𝑟)1  را در نظر بگیرید، که در آن|𝑟| <

𝑍3باشد. برای می 3 = min
3≤𝑖≤𝑉

𝑋𝑖داریم ، 

𝑞3 (𝑧, 𝛿) = ∑

∞

𝑣=3

𝑞3(𝑧|𝑣, 𝛾)𝑓3(𝑣, 𝜂) 

= ∑

∞

𝑣=3

𝑣[3 − 𝐹(𝑧, 𝛾)]𝑣−3𝑓(𝑧, 𝛾)𝑓3(𝑣, 𝜂), 

=
𝜂2𝑓(𝑧, 𝛾)

(3 + 𝜂)(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑣=3

𝑣(
3 − 𝐹(𝑧, 𝛾)

3 + 𝜂
)𝑣−3(𝑣 + 𝜂 + 2), 

=
𝜂2(3 + 𝜂)2𝑓(𝑧, 𝛾)(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂 + 2)

(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂)1(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
. 

 آید.به دست می 𝑍3متغیر تصادفی  PDF(، تابع 3( و )2با جایگذاری )

 شودبه صورت زیر محاسبه می 𝑍3متغیر تصادفی  CDFتابع 
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𝑄3(𝑧, 𝛿) = ∫
𝑧

1
𝑞3(𝑦, 𝛿)𝑑𝑦 =

𝜂2(3 + 𝜂)2

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∫

𝑧

1

𝑓(𝑦, 𝛾)(𝐹(𝑦, 𝛾) + 𝜂 + 2)

(𝐹(𝑦, 𝛾) + 𝜂)1 𝑑𝑦. 

𝑢تغییر متغیر  در نظر گرفتنبا اکنون  = 𝐹(𝑦, 𝛾)  و𝑑𝑢 = 𝑓(𝑦, 𝛾)𝑑𝑦داریم ، 

𝑄3(𝑧, 𝛿) =
(3 + 𝜂)2𝐹(𝑧, 𝛾)(𝜂 + 3)𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂(𝜂 + 2)

(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂)2(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
, 

 شود.اثبات کامل می(، 3و با جایگذاری )

𝑍2)ب( به طور مشابه برای  = max
3≤𝑖≤𝑉

𝑋𝑖داریم ، 

𝑞2(𝑧, 𝛿) = ∑

∞

𝑣=3

𝑞2(𝑧|𝑣, 𝛾)𝑓3(𝑣, 𝜂) = ∑

∞

𝑣=3

𝑣[𝐹(𝑧, 𝛾)]𝑣−3𝑓(𝑧, 𝛾)𝑓3(𝑣) 

=
𝜂2(3 + 𝜂)2𝑓(𝑧, 𝛾)(𝜂 + 1 − 𝐹(𝑧, 𝛾))

(3 + 𝜂 − 𝐹(𝑧, 𝛾))1(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
. 

 آید.به دست می 𝑍2متغیر تصادفی  PDF(، تابع 3( و )2با جایگذاری )

 شودبه صورت زیر ارائه می 𝑍2متغیر تصادفی  CDFبه طور مشابه، تابع 

𝑄2(𝑧, 𝛿) =
𝜂2𝐹(𝑧, 𝛾)(𝜂2 + 0𝜂 + 1 − 𝐹(𝑧, 𝛾)(𝜂 + 2))

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)(3 + 𝜂 − 𝐹(𝑧, 𝛾))2
, 

  گردد.(، اثبات کامل می3و با جایگذاری )

𝜂اگر  .0نکته  → شود که توسط تبدیل می LEIWبه توزیع  PL-LEIW2و  PL-LEIW3 هایتوزیعگاه آن، ∞

 [ معرفی شده است.35]

 اثبات. 

lim
𝜂→∞

𝑄3(𝑧, 𝛿) = lim
𝜂→∞

(3 + 𝜂)2𝐹(𝑧, 𝛾)((𝜂 + 3)𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂(𝜂 + 2))

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂)2
, 

 که معادل است با

lim
𝜂→∞

𝑄3(𝑧, 𝛿) = lim
𝜂→∞

𝜂0𝐹(𝑧, 𝛾)

𝜂0 = 𝐹(𝑧, 𝛾), 

 ، داریمPL-LEIW2و برای 

lim
𝜂→∞

𝑄2(𝑧, 𝛿) = lim
𝜂→∞

𝜂2𝐹(𝑧, 𝛾)(𝜂2 + 0𝜂 + 1 − 𝐹(𝑧, 𝛾)(𝜂 + 2))

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)(3 + 𝜂 − 𝐹(𝑧, 𝛾))2
= lim

𝜂→∞

𝜂0𝐹(𝑧, 𝛾)

𝜂0 = 𝐹(𝑧, 𝛾). 

𝜂اگر  .2نکته  → 𝜃و  ∞ →  به توزیع وایبل معکوس PL-LEIW2و  PL-LEIW3های وزیعـتگاه آن، 1

,𝐺(𝑥با تابع توزیع تجمعی  دوپارامتری 𝛽, 𝜆) = 𝑒−(
𝜆

𝑥
)𝛽

 .شودیمتبدیل  

𝜂اگر  .3نکته  → ∞ ،𝜃 → 𝛽و  1 = ، توزیع وایبل معکوس PL-LEIW2و  PL-LEIW3های گاه توزیع، آن3

 دهد.را نتیجه می 𝜆با پارامتر پارامتری تک

 شودبه ترتیب به صورت زیر نشان داده می PL-LEIW3توابع بقا و نرخ شکست توزیع 



 

                    شده در صفرلیندلی بریدههای پواسنهای منسجم با مولفهوایبل معکوس برای سیستم-نماییمدل لگ 
   

𝑄3(𝑧, 𝛿) = 𝜂2 (𝜂 + 3)2

(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂)2(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
+

(𝜂 + 𝐹(𝑧, 𝛾))(3 − 𝐹(𝑧, 𝛾)(𝜂 + 2))

(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂)2(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
, 

ℎ3(𝑧, 𝛿) =
(3 + 𝜂)2𝑓(𝑧, 𝛾)(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂 + 2)

(𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂)((𝐹(𝑧, 𝛾) + 𝜂)[3 − 𝐹(𝑧, 𝛾)(2 + 𝜂)] + (𝜂 + 3)2)
, 

 باشدبه ترتیب به صورت زیر می PL-LEIW2و توابع بقا و نرخ شکست توزیع 

𝑄2(𝑧, 𝛿) =
(𝜂 + 3)2

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)(3 + 𝜂 − 𝐹(𝑧, 𝛾))2
[𝐹 (𝑧, 𝛾) {𝐹 (𝑧, 𝛾) (𝜂 + 3) − 𝜂2 − 0𝜂 − 2} + 3

+ 𝜂2 + 1𝜂], 

ℎ2(𝑧, 𝛿) =
𝜂2𝑓(𝑧, 𝛾)(𝜂 + 1 − 𝐹(𝑧, 𝛾))

(3 + 𝜂 − 𝐹(𝑧, 𝛾))
.
3
𝐴

 

 که در آن 

𝐴 = 𝐹2(𝑧, 𝛾)(𝜂 + 3) − 𝐹(𝑧, 𝛾)(𝜂2 + 0𝜂 + 2) + 3 + 𝜂2 + 1𝜂. 

 

به  PL-LEIW2 وPL-LEIW3 های عهای مختلف پارامترهای توزیو نرخ شکست برای ترکیب PDF نمودارهای

لفی را پوشش ـهای مختتـحالهادی ـهای پیشنعـوزیت PDFتوابع  .نشان داده شده است 0تا  3 هایترتیب در شکل

 را های طول عمرسازی انواع مختلف پدیدهدر مدل PL-LEIW2 و PL-LEIW3 هایکه توانایی توزیع دهدمی

شکل به صورت کاهشی، وان  PL-LEIW2و  PL-LEIW3 دـجدی هایعـت توزیـع نرخ شکسـابدهد. تنشان می

 .استچوله به راست چنین همو  باشدمی وارون

 پارامترها. از های مختلفبرای ترکیب  PL-LEIW3توزیع PDFنمودار  :3شکل
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 پارامترها. از های مختلفبرای ترکیب PL-LEIW2توزیع  PDFنمودار  :2شکل 

 

 

 

 .پارامترها از های مختلفبرای ترکیب PL-LEIW3نمودار نرخ شکست توزیع : 1 شکل



 

                    شده در صفرلیندلی بریدههای پواسنهای منسجم با مولفهوایبل معکوس برای سیستم-نماییمدل لگ 
   

پارامترها. از های مختلفبرای ترکیب PL-LEIW2نمودار نرخ شکست توزیع  :0شکل 

 PL-LEIW2و  PL-LEIW0های توزيع PDFنمايش آميخته تابع  0.2

پردازد که نقش مهمی می PL-LEIW2 و PL-LEIW3های توزیع PDFآمیخته تابع این بخش به معرفی نمایش 

را  PL-LEIW2 و PL-LEIW3 هایتوزیع PDF ها دارند. در ادامه تابعهای آماری توزیعدر محاسبه برخی ویژگی

ها کاربرد دارد را به دست ام توزیع-𝑟صورت نمایش آمیخته که در محاسبه گشتاورهای  تری بهبه شکل کاربردی

 آوریم. می

𝐹3نماد 
∗(𝑥, 𝛾) = 𝐹𝑘+3(𝑥, 𝛾) را در نظر بگیرید 

𝑓3
∗(𝑥, 𝛾) =

𝜕𝐹3
∗(𝑥, 𝛾)

𝜕𝑥
= (𝑘 + 3)𝐹𝑘(𝑥, 𝛾)𝑓(𝑥, 𝛾), 

,𝐹(𝑥برای  PL-LEIW3 توزیع PDFای منفی، نمایش آمیخته و بر اساس بسط دوجمله 𝛽, 𝜆, 𝜃) < 𝜂  به صورت

 آیدزیر به دست می

𝑞3(𝑧, 𝛿) =
𝜂2(3+𝜂)2𝑓(𝑧,𝛾)

(3+𝜂2+1𝜂)
[

3

(𝐹(𝑧,𝛾)+𝜂)2 +
2

(𝐹(𝑧,𝛾)+𝜂)1] ,                                                         (0) 

 

=
𝜂2(3 + 𝜂)2𝑓(𝑧, 𝛾)

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

(−3)𝑘
(𝑘 + 3)

𝜂1 (
𝐹(𝑧, 𝛾)

𝜂
)

𝑘

(𝜂 + 2(𝑘 + 2)),   

=
(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

(−3)𝑘

𝜂𝑘
(𝜂 + 2(𝑘 + 2))𝑓3

∗(𝑧, 𝛾). 

 را در نظر بگیرید زیر نماد

𝐹2
∗(𝑥, 𝛾) = 3 − (3 − 𝐹(𝑥, 𝛾))𝑘+3, 
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 بنابراین داریم

𝑓2
∗(𝑥, 𝛾) =

𝜕𝐹2
∗(𝑥, 𝛾)

𝜕𝑥
= (𝑘 + 3)(3 − 𝐹(𝑥, 𝛾))𝑘𝑓(𝑥, 𝛾), 

3تحت شرط  PL-LEIW2و به طور مشابه برای توزیع  − 𝐹(𝑥, 𝛾) < 𝜂داریم ، 

𝑞2(𝑧, 𝛿) =
𝜂2(3+𝜂)2𝑓(𝑧,𝛾)

(3+𝜂2+1𝜂)
[

3

(𝜂+3−𝐹(𝑧,𝛾))2 +
2

(𝜂+3−𝐹(𝑧,𝛾))1],                                                    (5) 

 

=
𝜂2(3 + 𝜂)2𝑓(𝑧, 𝛾)

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

(−3)𝑘(𝑘 + 3)

𝜂1 (
3 − 𝐹(𝑧, 𝛾)

𝜂
)𝑘(𝜂 + 2(𝑘 + 2)), 

=
(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

(−3)𝑘

𝜂𝑘
(𝜂 + 2(𝑘 + 2))𝑓2

∗(𝑧, 𝛾). 

ضرب پارامترها و مجموع به صورت حاصل PL-LEIW2 و PL-LEIW3های توزیع PDF (، تابع5( و )0با توجه به )

𝑓3سری توانی حاصلضربی به صورت 
∗(𝑧, 𝛾) و𝑓2

∗(𝑧, 𝛾) (3−)های با وزن𝑘

𝜂𝑘 (𝜂 + 2(𝑘 +  شود.بیان می ((2

 

  PL-LEIW2 و PL-LEIW0های های آماری توزيعبرخي ويژگي 2.2 

الگوریتم تولید نمونه برای محاسبه و  PL-LEIW2 و PL-LEIW3های های توزیعدر این بخش، برخی ویژگی

 PL-LEIW3های . گشتاورهای غیرمرکزی، تابع مولد گشتاور و توابع چندک توزیعشده استسازی ارائه مقاصد شبیه

 در گزاره بعد به دست آمده است. PL-LEIW2و 

𝑟برای  .0گزاره  = 3,2,  ام –𝑟، گشتاورهای غیرمرکزی …

 شودبه صورت زیر ارائه می PL-LEIW3الف( در توزیع 

𝜇′
𝑟 =

(3+𝜂)2

𝜂(3+𝜂2+1𝜂)
∑∞

𝑘=1 ∑𝑁
𝑙=1

2(−3)𝑘(𝜂+2(𝑘+2))𝜔𝑙

𝜂𝑘(3−𝑦𝑙)2 (
3+𝑦𝑙

3−𝑦𝑙
)𝑟𝑓3

∗ (
3+𝑦𝑙

3−𝑦𝑙
, 𝛾).                            (1) 

 شودبه صورت زیر ارائه می PL-LEIW2ب( در توزیع 

𝜇′
𝑟 =

(3+𝜂)2

𝜂(3+𝜂2+1𝜂)
∑∞

𝑘=1 ∑𝑁
𝑙=1

2(−3)𝑘(𝜂+2(𝑘+2))𝜔𝑙

𝜂𝑘(3−𝑦𝑙)2 (
3+𝑦𝑙

3−𝑦𝑙
)𝑟𝑓2

∗(
3+𝑦𝑙

3−𝑦𝑙
, 𝛾),                           (7) 

 

 نشان (3,3−) بازه در را گاوس-لژاندرمربع  فرمول بابیانگر صفرها و اعداد کریستوفل متناظر  𝜔𝑙و  𝑦𝑙که در آن 

 (.ببینید را[ 5)] دهندمی

 آیدام به صورت زیر به دست می-𝑟، گشتاور غیرمرکزی PL-LEIW3بر اساس نمایش آمیخته توزیع  اثبات.

𝜇′
𝑟 = 𝐸(𝑍3

𝑟) =
(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

(−3)𝑘

𝜂𝑘 (𝜂 + 2(𝑘 + 2)) ∫
∞

1
𝑧𝑟𝑓3

∗(𝑧, 𝛾)𝑑𝑧, 

=
(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

(−3)𝑘

𝜂𝑘
(𝜂 + 2(𝑘 + 2)) ∫

3

−3

2

(3 − 𝑦)2 (
3 + 𝑦

3 − 𝑦
)𝑟𝑓3

∗(
3 + 𝑦

3 − 𝑦
, 𝛾)𝑑𝑦, 

 شودگاوس به صورت زیر تقریب زده می-و آخرین انتگرال توسط فرمول مربع لژاندر



 

                    شده در صفرلیندلی بریدههای پواسنهای منسجم با مولفهوایبل معکوس برای سیستم-نماییمدل لگ 
   

∑

𝑁

𝑙=1

𝜔𝑙

2
(3 − 𝑦𝑙)2 (

3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
)𝑟𝑓3

∗(
3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
, 𝛾), 

𝜔𝑙که در آن  =
2

(3−𝑦𝑙
2)(𝐿′𝑁+3(𝑦𝑙))2 ،𝐿′𝑁+3(𝑦𝑙) =

𝑑𝐿𝑁+3(𝑦𝑙)

𝑑𝑦
𝑦در   = 𝑦𝑙  و𝐿𝑁(. ای لژاندر از درجه چندجمله (

𝑁 باشد.می 

 شود.ب( اثبات قسمت )ب( مشابه با قسمت )الف( به راحتی نتیجه می

 (MGF)تابع مولد گشتاور  .2گزاره 

 شودبه صورت زیر نشان داده می PL-LEIW3الف( توزیع 

𝑀𝑍3
(𝑡) =

(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

𝑗=1

∑

𝑁

𝑙=1

2(−3)𝑘𝑡𝑗𝜔𝑙(𝜂 + 2(𝑘 + 2))

𝑗! 𝜂𝑘(3 − 𝑦𝑙)2 (
3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
)𝑗𝑓3

∗(
3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
, 𝛾), 

  شودبه صورت زیر نشان داده می PL-LEIW2ب( توزیع 

𝜇′
𝑟 =

(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

𝑗=1

∑

𝑁

𝑙=1

2(−3)𝑘𝑡𝑗𝜔𝑙(𝜂 + 2(𝑘 + 2))

𝑗! 𝜂𝑘(3 − 𝑦𝑙)2 (
3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
)𝑗𝑓2

∗(
3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
, 𝛾). 

𝑒𝑡𝑥و با استفاده از بسط  PL-LEIW3بر اساس نمایش آمیخته توزیع  اثبات. = ∑∞
𝑙=1

𝑡𝑙𝑥𝑙

𝑙!
 MGFتوان تابع ، می

 را به صورت زیر به دست آورد PL-LEIW3توزیع 
 

 

𝑀𝑍3
(𝑡) = 𝐸(𝑍3

𝑟) =
(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

(−3)𝑘

𝜂𝑘 (𝜂 + 2(𝑘 + 2)) ∫
∞

1
𝑒𝑡𝑧𝑓3

∗(𝑧, 𝛾)𝑑𝑧, 

=
(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

𝑗=1

(−3)𝑘𝑡𝑗

𝑗! 𝜂𝑘
(𝜂 + 2(𝑘 + 2)) ∫

∞

1
𝑧𝑗𝑓3

∗
(𝑧, 𝛾)𝑑𝑧, 

=
(3 + 𝜂)2

𝜂(3 + 𝜂2 + 1𝜂)
∑

∞

𝑘=1

∑

∞

𝑗=1

∑

𝑁

𝑙=1

2(−3)𝑘𝑡𝑗𝜔𝑙(𝜂 + 2(𝑘 + 2))

𝑗! 𝜂𝑘(3 − 𝑦𝑙)2 (
3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
)𝑗𝑓3

∗(
3 + 𝑦𝑙

3 − 𝑦𝑙
, 𝛾). 

 باشد.ب( اثبات قسمت )ب( مشابه با قسمت )الف( می

مرحله به مرحله به  PL-LEIW2 و PL-LEIW3ی هاوزیعـاز ت تصادفی ونهـد نمـم تولیـالگوریت .3زاره ــگ

 صورت زیر فهرست شده است.

 [ را ببینید(30به صورت زیر تولید کنید )] 𝜂با پارامتر  ZTPLرا از توزیع  𝑣 . نمونه تصادفی گسسته3

   نمونه تصادفی𝑢  تولید کنید و قرار دهید  (1,3)را از توزیع یکنواخت در بازه𝑝 =
𝜂(𝜂+2)

𝜂2+1𝜂+3
. 

  اگر𝑢 ≤ 𝑝گاه نمونه تصادفی ، آن𝛼  را از توزیع نمایی با پارامتر𝜂 صورت از توزیع گاما با و در غیر این

,2)پارامترهای  𝜂) .تولید کنید 

  نمونه تصادفی𝜁 را از توزیع پواسن با پارامتر 𝛼  تولید کنید و قرار دهید𝑣 = 3 + 𝜁. 
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𝑖برای  LEIWرا از توزیع  𝑋𝑖. نمونه 2 = 3,2, … , 𝑣 گیری تبدیل معکوس به صورت زیر با استفاده از روش نمونه

 تولید کنید

  نمونه𝑢𝑖, 𝑖 = 3,2, … , 𝑣  تولید کنید (1,3)را از توزیع یکنواخت در بازه 

 قرار دهید 

𝑥𝑖 = 𝜆(−ln[−
3
𝜃

ln(2 − (2 − 𝑒−𝜃)𝑢𝑖)])
−

3
𝛽 

  قرار دهید𝑧3 = min
3≤𝑖≤𝑣

𝑥𝑖  و𝑧2 = max
3≤𝑖≤𝑣

𝑥𝑖. 

 

 برآورديابيرويکردهای مختلف  -3

های برآورد پردازیم. روشدر این بخش، به بحث جامع پیرامون چندین رویکرد برآورد پارامتری و ناپارامتری می

اشد. بضربی میمیسز و حداکثر فاصله حاصل-ون-شامل حداکثر درستنمایی، حداقل مربعات، حداقل فاصله کرامر

 شوند. ارلو، ارزیابی و مقایسه میکسازی مونتهای برآوردیابی توسط شبیهعملکرد روش
 

 برآورد حداکثر درستنمايي 0.3

درستنمایی به دست  سازی تابع لگاریتمحداکثرپارامترهای مدل توسط  (ML)برآوردگرهای حداکثر درستنمایی 

 شودبه صورت زیر نشان داده می PL-LEIW3آید. تابع لگاریتم درستنمایی توزیع می

 

ℒ3(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛) = 2𝑛ln(𝜂) +2𝑛ln(3 + 𝜂) + 𝑛ln(𝜃) + 𝑛ln(𝛽)                                      (8)                                                                             

+𝑛𝛽ln(𝜆) − 𝑛ln(3 + 𝜂2 + 1𝜂) + 𝑛ln(ln(2 − 𝑒−𝜃)) 

 

− ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽 − 𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

− (𝛽 + 3) ∑

𝑛

𝑖=3

ln(𝑧𝑖)) − ∑

𝑛

𝑖=3

ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−( 𝜆

𝑧𝑖
)
𝛽

) 

+ ∑

𝑛

𝑖=3

ln [(𝜂 + 2) ln(2 − 𝑒−𝜃)) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)]  

−1 ∑

𝑛

𝑖=3

ln [ln (2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)) + 𝜂ln(2 − 𝑒−𝜃)]. 

,𝛽تابع امتیاز بر حسب هر یک از پارامترهای نامعلوم  𝜆, 𝜃  و𝜂 به صورت زیر محاسبه شده است 

𝜕ℒ3(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝛽
=

𝑛

𝛽
+ 𝑛ln(𝜆) − ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖

)𝛽ln (
𝜆

𝑧𝑖

) + 2𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽ln (

𝜆

𝑧𝑖
)𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽
 

− ∑

𝑛

𝑖=3

ln(𝑧𝑖) −  𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽ln(

𝜆

𝑧𝑖
)𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)((𝜂 + 2)ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

))

 

+ 1𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽ln(

𝜆

𝑧𝑖
)𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)(𝜂ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

))

, 



 

                    شده در صفرلیندلی بریدههای پواسنهای منسجم با مولفهوایبل معکوس برای سیستم-نماییمدل لگ 
   

𝜕ℒ3(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝜆
=

𝑛𝛽

𝜆
− 𝛽 ∑

𝑛

𝑖=3

𝜆𝛽−3

𝑧𝑖
𝛽

+ 𝜃𝛽 ∑

𝑛

𝑖=3

𝜆𝛽−3𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

𝑧𝑖

𝛽
+

𝛽𝜃

𝜆
∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3

 

−
𝛽𝜃

𝜆
∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)((𝜂 + 2)ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

 

+1
𝛽𝜃

𝜆
∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)(𝜂ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

) 

 , 

𝜕ℒ3(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝜃
=

𝑛

𝜃
+

𝑛

(2𝑒𝜃 − 3) ln(2 − 𝑒−𝜃)
− ∑

𝑛

𝑖=3

𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)
𝛽

− ∑

𝑛

𝑖=3

𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)
𝛽

2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3
 

+ ∑

𝑛

𝑖=3

(𝜂 + 2)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3) + 𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃 − 3)

(2𝑒𝜃 − 3)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)((𝜂 + 2)ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

 

−1 ∑

𝑛

𝑖=3

𝜂 (2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3) + 𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃 − 3)

(2𝑒𝜃 − 3) (2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3) (𝜂 ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln (2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

))

 , 

 

𝜕ℒ3(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝜂
=

2𝑛

𝜂
+

2𝑛

3 + 𝜂
−

𝑛(2𝜂 + 1)

3 + 𝜂2 + 1𝜂
  

+ ∑

𝑛

𝑖=3

ln(2 − 𝑒−𝜃)

(𝜂 + 2)ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

 

−1 ∑

𝑛

𝑖=3

ln(2 − 𝑒−𝜃)

𝜂ln(2 − 𝑒−𝜃) + ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

. 

 شودبه صورت زیر نشان داده می PL-LEIW2تابع لگاریتم درستنمایی توزیع  

 

ℒ2(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛) = 2𝑛ln(𝜂) + 2𝑛 ln(3 + 𝜂) + 𝑛 ln(𝜃) + 𝑛 ln(𝛽) + 𝑛𝛽 ln(𝜆)                          (0) 

−𝑛 ln(3 + 𝜂2 + 1𝜂) + 𝑛 ln(ln(2 − 𝑒−𝜃)) − ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖

)𝛽 − 𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

 

−(𝛽 + 3) ∑

𝑛

𝑖=3

ln(𝑧𝑖) − ∑

𝑛

𝑖=3

ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

) 
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+ ∑

𝑛

𝑖=3

ln[(𝜂 + 1)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)] 

−1 ∑

𝑛

𝑖=3

ln[(𝜂 + 3)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)]. 

,𝛽تابع امتیاز برحسب پارامترهای نامعلوم   𝜆, 𝜃  و𝜂 به صورت زیر به دست آمده است 

𝜕ℒ2(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝛽
=

𝑛

𝛽
+ 𝑛ln(𝜆) − ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖

)𝛽ln(
𝜆

𝑧𝑖

) 

+2𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽ln(

𝜆

𝑧𝑖
)𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽
− ∑

𝑛

𝑖=3

ln(𝑧𝑖) 

+ 𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽ln(

𝜆

𝑧𝑖
)𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)((𝜂 + 1)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

))

 

− 1𝜃 ∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽ln (

𝜆

𝑧𝑖
)𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3) ((𝜂 + 3) ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln (2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

))

 , 

𝜕ℒ2(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝜆
=

𝑛𝛽

𝜆
− 𝛽 ∑

𝑛

𝑖=3

𝜆𝛽−3

𝑧𝑖
𝛽

 

+𝜃𝛽 ∑

𝑛

𝑖=3

𝜆𝛽−3𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

𝑧𝑖
𝛽

+
𝛽𝜃

𝜆
∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3

 

+
𝛽𝜃

𝜆
∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)((𝜂 + 1)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

 

−1
𝛽𝜃

𝜆
∑

𝑛

𝑖=3

(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽𝑒

−(
𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3) ((𝜂 + 3) ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln (2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

))

 , 

𝜕ℒ2(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝜃
=

𝑛

𝜃
+

𝑛

(2𝑒𝜃 − 3) ln(2 − 𝑒−𝜃)
 

− ∑

𝑛

𝑖=3

𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

− ∑

𝑛

𝑖=3

𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3
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+ ∑

𝑛

𝑖=3

(𝜂 + 1)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3) − 𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃 − 3)

(2𝑒𝜃 − 3)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)((𝜂 + 1)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

 

−1 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝜂 + 3) (2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3) − 𝑒
−(

𝜆

𝑧𝑖
)𝛽

(2𝑒𝜃 − 3)

(2𝑒𝜃 − 3)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

− 3)((𝜂 + 3) ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln (2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

))

 , 

𝜕ℒ2(𝛿, 𝑧3, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝜂
=

2𝑛

𝜂
+

2𝑛

3 + 𝜂
−

𝑛(2𝜂 + 1)

3 + 𝜂2 + 1𝜂
 

+ ∑

𝑛

𝑖=3

ln(2 − 𝑒−𝜃)

(𝜂 + 1)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

 

−1 ∑

𝑛

𝑖=3

ln(2 − 𝑒−𝜃)

(𝜂 + 3)ln(2 − 𝑒−𝜃) − ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧𝑖

)𝛽

)

. 

های عددی باشد، لذا با استفاده از روشپذیر نمیطور که مشهود است، پاسخ تحلیلی توابع امتیاز امکانهمان

 نماییم.پارامترها را محاسبه می MLبرآوردهای 

سازی تابع لگاریتم درستنمایی حداکثر، را با PL-LEIW2 و PL-LEIW3های ، پارامترهای توزیعMLبرآوردهای  

 نماییم.محاسبه می nlmو دستور  Rافزار با استفاده از نرم

 

 برآورد حداقل مربعات 2.3

 آوردگرهایتا معرفی شده است. برپارامترهای توزیع ببرآورد رای [ ب21] توسط (LS) روش برآورد حداقل مربعات

LS هایپارامترهای توزیع PL-LEIW3 و PL-LEIW2  محاسبه نمود. توان به صورت زیر میرا 

𝑧(3)های ترتیبی آماره < ⋯ < 𝑧(𝑛)  هاییک نمونه تصادفی از توزیعاز PL-LEIW3 و PL-LEIW2  را در نظر

 شودمی ریفتجربی به صورت تعCDF  امید تابعبگیرید، 

𝐸 (𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿)) =
𝑖

𝑛 + 3
, 𝑗 = 3,2, 𝑖 = 3, … , 𝑛. 

 آیدپارامترهای نامعلوم با حداقل نمودن تابع زیر به دست می LSبرآوردهای 

𝑇𝑗(𝛿) = ∑𝑛
𝑖=3 (𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −

𝑖

𝑛+3
)2,                                𝑗 = 3,2                                     (31) 

.)𝑄3 که در آن .)𝑄2 و (   باشد.می PL-LEIW2و  PL-LEIW3 هایتوزیع CDFترتیب تابع به (

 توان به صورت پاسخ معادلات زیر در نظر گرفترا می LSمتعاقبا، برآوردگرهای 

𝜕𝑇𝑗(𝛿)

𝜕𝛽
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −
𝑖

𝑛 + 3
) 

Δ𝑗,3(𝑧(𝑖)) = 1,              𝑗 = 3,2 

𝜕𝑇𝑗(𝛿)

𝜕𝜆
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −
𝑖

𝑛 + 3
) 
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Δ𝑗,2(𝑧(𝑖)) = 1,           𝑗 = 3,2 

𝜕𝑇𝑗(𝛿)

𝜕𝜃
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −
𝑖

𝑛 + 3
) 

Δ𝑗,1(𝑧(𝑖)) = 1,        𝑗 = 3,2 

𝜕𝑇𝑗(𝛿)

𝜕𝜂
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −
𝑖

𝑛 + 3
) 

Δ𝑗,0(𝑧(𝑖)) = 1,        𝑗 = 3,2 

 کهبه طوری

Δ3,3(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄3(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝛽
=

𝐹𝛽
′ (3+𝜂)2𝜂2(𝐹(𝑧(𝑖),𝛾)+𝜂+2)

(3+𝜂2+1𝜂)(𝜂+𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))1 ,                                                      (33) 

Δ3,2(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄3(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝜆
=

𝐹𝜆
′ (3+𝜂)2𝜂2(𝐹(𝑧(𝑖),𝛾)+𝜂+2)

(3+𝜂2+1𝜂)(𝜂+𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))1 ,                                                  (32)                

 

Δ3,1(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄3(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝜃
=

𝐹𝜃
′ (3+𝜂)2𝜂2(𝐹(𝑧(𝑖),𝛾)+𝜂+2)

(3+𝜂2+1𝜂)(𝜂+𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))1 ,                                                      (31) 

Δ3,0(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄3(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝜂
                                                                                        (30) 

=
𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)(3 + 𝜂)

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)(𝜂 + 𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾))2 

[1𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)(𝜂 + 3) + 2(3 + 0𝜂 + 2𝜂2) 

−
(3 + 𝜂)(𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)(𝜂 + 3) + 𝜂2 + 2𝜂)(𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)(2𝜂 + 1) + 0𝜂2 + 0𝜂 + 2)

(3 + 𝜂2 + 1𝜂) (𝜂 + 𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾))
], 

 و

Δ2,3(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄2(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝛽
=

𝐹𝛽
′ (3+𝜂)2𝜂2(𝜂+1−𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))

(3+𝜂2+1𝜂)(3+𝜂−𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))1,                                                       (35) 

Δ2,2(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄2(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝜆
=

𝐹𝜆
′ (3+𝜂)2𝜂2(𝜂+1−𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))

(3+𝜂2+1𝜂)(3+𝜂−𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))1 ,                                                      (31) 

Δ2,1(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄2(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝜃
=

𝐹′𝜃(3+𝜂)2𝜂2(𝜂+1−𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))

(3+𝜂2+1𝜂)(3+𝜂−𝐹(𝑧(𝑖),𝛾))1 ,                                                       (37) 

Δ2,0(𝑧(𝑖)) =
𝜕𝑄2(𝑧(𝑖),𝛿)

𝜕𝜂
,                                                                                         (38) 

=
𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)𝜂

(3 + 𝜂2 + 1𝜂)(3 + 𝜂 − 𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾))2 
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[−𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)(1𝜂 + 0) + 2(1 + 1𝜂 + 2𝜂2) 

−
𝜂(𝜂2+0𝜂+1−𝐹(𝑧(𝑖) ,𝛾)(𝜂+2))(0𝜂2+33𝜂+5−𝐹(𝑧(𝑖),𝛾)(2𝜂+1))

3+𝜂−𝐹(𝑧(𝑖) ,𝛾)
], 

 که در آن

𝐹𝛽
′ =

𝜕𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)

𝜕𝛽
=

−𝜃(
𝜆

𝑧(𝑖)
)𝛽ln(

𝜆

𝑧(𝑖)
)𝑒

−(
𝜆

𝑧(𝑖)
)𝛽

ln(2 − 𝑒−𝜃)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧(𝑖)

)𝛽

− 3)

, 

𝐹𝜆
′ =

𝜕𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)

𝜕𝜆
=

−𝜃𝛽(
𝜆

𝑧(𝑖)
)𝛽𝑒

−(
𝜆

𝑧(𝑖)
)𝛽

𝜆ln(2 − 𝑒−𝜃)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧(𝑖)

)𝛽

− 3)

, 

𝐹𝜃
′ =

𝜕𝐹(𝑧(𝑖), 𝛾)

𝜕𝜃
=

𝑒
−(

𝜆

𝑧(𝑖)
)𝛽

ln(2 − 𝑒−𝜃)(2𝑒𝜃𝑒
−(

𝜆
𝑧(𝑖)

)𝛽

− 3)

−
ln(2 − 𝑒−𝜃𝑒

−(
𝜆

𝑧(𝑖)
)𝛽

)

(ln(2 − 𝑒−𝜃))2(2𝑒𝜃 − 3)
. 

 شود.های عددی انجام می( با استفاده از روش31سازی رابطه )بهینه
 

 ميسز-ون-برآورد حداقل فاصله کرامر 3.3

ارائه  هاتوزیع پارامتری هایخانواده برای را (C-MMD) سزـمی–ون-رــکرام لهـفاص لــحداق رگـــبرآورد  [23] 

نامعلوم، پارامترهای  C-MMD را به دست آوردند. برآوردگرهای برآوردگرها از حاصل مجانبی هایویژگی نمودند و

 آیندمی به دست 𝛿 های بردار پارامترمولفه برحسب 𝐶(𝛿) تابع کردن کمینه با

𝐶(𝛿) =
3

32𝑛
+ ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄(𝑧(𝑖), 𝛿) −
2𝑖 − 3

2𝑛
)

2

. 

 آیندبرآوردگرها با حل معادلات غیرخطی زیر به دست می

𝜕𝐶𝑗(𝛿)

𝜕𝛽
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −
2𝑖 − 3

2𝑛
) 

 Δ𝑗,3(𝑧(𝑖)) = 1,        𝑗 = 3,2 

𝜕𝐶𝑗(𝛿)

𝜕𝜆
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄
𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −

2𝑖 − 3
2𝑛

) 

 Δ𝑗,2(𝑧(𝑖)) = 1,        𝑗 = 3,2 

𝜕𝐶𝑗(𝛿)

𝜕𝜃
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −
2𝑖 − 3

2𝑛
) 

Δ𝑗,1(𝑧(𝑖)) = 1,        𝑗 = 3,2 
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𝜕𝐶𝑗(𝛿)

𝜕𝜂
= 2 ∑

𝑛

𝑖=3

(𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) −
2𝑖 − 3

2𝑛
) 

 Δ𝑗,0(𝑧(𝑖)) = 1,        𝑗 = 3,2 

,Δ𝑗,𝑘(𝑧(𝑖))که در آن  𝑘 = 3, … ,0, 𝑗 =  ( معرفی شده است.38)-(33در ) 3,2

 
 

 برآورد حداکثر فاصله حاصلضربي 4.3

 به منظور درستنمایی حداکثرروش برآورد  برای جایگزینی عنوان به (MPS)روش برآورد حداکثر فاصله حاصلضربی 

 هافاصله هندسی میانگین رساندن حداکثر به با که[ معرفی شده است 21[ و ]22توسط ] ها،توزیع پارامتربرآورد 

 آید. می دست به مجهول پارامترهای برحسب

و  زیر تابع نمودن حداکثر با PL-LEIW2 و PL-LEIW3 هایاز توزیع 𝛿پارامترهای نامعلوم بردار  MPSبرآوردگر 

𝑗 =  شوندمی محاسبه 3,2

𝑉𝑗(𝛿) =
3

𝑛 + 3
∑

𝑛+3

𝑖=3

ln (𝑄𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) − 𝑄(𝑧(𝑖−3), 𝛿)),  

,𝑄(𝑧(1)که در آن  𝛿) = ,𝑄(𝑧(𝑛+3) و 1 𝛿) =  باشد و می 3

𝜕𝑉𝑗(𝛿)

𝜕𝛽
=

3
𝑛 + 3

∑

𝑛+3

𝑖=3

Δ𝑗,3(𝑧(𝑖)) − Δ𝑗,3(𝑧(𝑖−3))

𝑄
𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) − 𝑄

𝑗(𝑧(𝑖−3), 𝛿)
= 1,            𝑗 = 3,2 

𝜕𝑉𝑗(𝛿)

𝜕𝜆
=

3
𝑛 + 3

∑

𝑛+3

𝑖=3

Δ𝑗,2(𝑧(𝑖)) − Δ𝑗,2(𝑧(𝑖−3))

𝑄
𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) − 𝑄

𝑗(𝑧(𝑖−3), 𝛿)
= 1,            𝑗 = 3,2 

𝜕𝑉𝑗(𝛿)

𝜕𝜃
=

3
𝑛 + 3

∑

𝑛+3

𝑖=3

Δ𝑗,1(𝑧(𝑖)) − Δ𝑗,1(𝑧(𝑖−3))

𝑄
𝑗
(𝑧(𝑖), 𝛿) − 𝑄

𝑗
(𝑧(𝑖−3), 𝛿)

= 1,            𝑗 = 3,2 

𝜕𝑉𝑗(𝛿)

𝜕𝜂
=

3
𝑛 + 3

∑

𝑛+3

𝑖=3

Δ𝑗,0(𝑧(𝑖)) − Δ𝑗,0(𝑧(𝑖−3))

𝑄
𝑗(𝑧(𝑖), 𝛿) − 𝑄

𝑗(𝑧(𝑖−3), 𝛿)
= 1,           𝑗 = 3,2 

تری از کارا هستند و تحت شرایط عمومی MLبه اندازه برآوردگرهای  MPS[ نشان داد که برآوردگرهای 21]

 سازگار هستند. MLبرآوردگرهای 

 

 سازیمقايسات شبيه -4

 PL-LEIW2و  PL-LEIW3های ، از توزیعرو. از اینیمکنمیرا ارزیابی  برآوردهای روش عملکرد بخش، این در

,𝑋3 تصادفی نمونه 𝑋2, … , 𝑋𝑛 های اندازه ابو  پارامترها مختلف مقادیر رایب𝑛 = نماییم. می تولید (211,511,3111)

 از استفاده با معلومنا پارامترهای . برآورداست شده داده توضیح 1در گزاره  داده تولید فرآیند که است ذکر شایان

 بهمحاس حاصلضربی فاصله حداکثر ومیسز -ون-کرامر فاصله حداقل ،اتمربع حداقل ،درستنمایی حداکثر هایروش
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نماییم. های مختلف برآورد میسازی تولید و پارامترهای نامعلوم را با روشهای شبیهدر هر تکرار، داده .است شده

 . به دست آمده است Rافزار کنیم. محاسبات عددی با استفاده از نرممرتبه تکرار می 3111روند مذکور را 

. است شده گزارش 0تا  3 جداول در (RMSE) خطاها مربعات میانگین ریشه و پارامترها مختلف برآوردهای میانگین

 .دشونمی نزدیک پارامترها واقعی مقادیرمرور به  به و هستند پایدار برآوردها که دهدمی نشان 0تا  3 جداول نتایج

 افزایش با که شودمشاهده می همچنین. دنشومی همگرا هاپارامتر واقعی مقدار به برآوردها یابد، افزایش 𝑛 که زمانی

 .دهدمی نشان را برآورد مختلف هایروش سازگاری و دقت که یابد،می کاهش RMSE و اریبی ،𝑛 نمونه حجم

 نشان که شوندشامل می را RMSE مقادیر کوچکترین ML برآوردگرهای ،برآورد مختلف رویکردهای بین در 

 ، برآورد هایروش سایر از MPS برآورد ، MLاز پس. است های برآوردیابیروشدیگر  از کارآمدتر  ML روش دهدمی

 برای C-MMD و LS تخمین هایروش به نسبت MPS و ML هایروش برتری بنابراین،. کندمی عمل بهتر

 .شوندمی تأییدPL-LEIW2 و  PL-LEIW3 هایتوزیع

 

 در پرانتز. RMSEو مقادیر  PL-LEIW1پارامترهای توزیع  LSو   MLسازی برای برآوردگرهایشبیهنتایج  :3جدول

 ML  LS 

𝑛 �̂� 𝜃 �̂� �̂�  �̂� 𝜃  �̂�   �̂� 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(8.0,2.1,2.0,2) 
800 8,06222 0,22112 1,28012 0,62108  8,12202 0,26561 1,26128 0,682.8 

 (0,28622) (0,.266.) (0,28.52) (0,26.08)  (0,..801) (0,2612.) (0,2222.) (0,25168) 

200 8,02222 0,22121 1,28222 0,26262  8,02562 0,55805 1,22816 0,68505 

 (0,82881) (0,22221) (0,85606) (0,82606)  (0,22222) (0,.0562) (0,256..) (0,21221) 

1000 8,012.2 0,65.56 1,218.1 0,25628  8,02222 0,5.25. 1,52208 0,22622 

 (0,806.2) (0,25085) (0,1..2.) (0,8.222)  (0,25012) (0,2626.) (0,8522.) (0,562.6) 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(5.8.8,2.1,2) 

800 5,8082. 1,.2528 8,22022 1,5.116  2,.2222 1,62.56 8,6222. 1,82288 

 (1,1210.) (1,2.012) (0,5.22.) (1,50685)  (0,28.28) (1,25226) (0,5202.) (1,56252) 

200 5,02885 1,21515 8,222.8 1,0222.  2,265.2 1,2...6 8,68112 1,0262. 

 (0,..226) (1,51156) (0,82.22) (1,01.61)  (0,..065) (1,26222) (0,2580.5) (1,802258) 

1000 5,0.26. 1,612.. 8,20.62 1,.202.  2,20.82 1,26280 8,62252 1,62102 

 (0,25226) (0,222.2) (0,12225) (8,051.5)  (0,22126) (1,82682) (0,2.612) (1,62882) 

 

 در پرانتز. RMSEو مقادیر  PL-LEIW3پارامترهای توزیع  C-MMDو  MPS سازی برای برآوردگرهاینتایج شبیه. :2جدول

 MPS  C-MMD 

𝑛 �̂� 𝜃 �̂� �̂�  �̂� 𝜃 �̂� �̂� 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(8.0,2.1,2.0,2) 

800 1,2525. 0,2..16 1,..221 0,25202  8,128026 0,82022 1,.12.2 0,22262 

 (0,2216.) (0,.0022) (1,0280.) (0,82522)  (0,262851) (0,52502) (0,.1505) (0,2268.) 

200 1,280.2 0,586.2 1,66221 0,262.8  8,0222. 0,22221 1,22022 0,62226 

 (0,22261) (0,28125) (0,55622) (0,82222)  (0,5188.) (0,60255) (0,51222) (0,21202) 

1000 1,22211 0,266622 1,2.18. 0,2.222  8,02.156 0,2.888 1,21601 0,286.02 

 (0,82126) (0,.5821) (0,82261) (0,825656)  (0,26222) (0,62222) (0,82682) (0,25.22) 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(5.8.8,2.1,2) 

800 2,5.266 8,268.8 8,222.2 1,12.21  2,28516 8,08.28 8,.0212 1,86285 

 (1,022.2) (1,22221) (0,2.522) (1,5.222)  (0,2226.) (1,2502.) (0,2222.) (1,82.62) 

200 2,20.82 1,26281 8,62252 1,62102  5,15061 1,52222 8,2.002 1,122.2 

 (0,22126) (1,82682) (0,2.612) (1,62882)  (0,..502) (1,51222) (0,282528) (1,52.12) 

1000 2,26222. 1,2212. 8,22526 1,60.12  5,10852 1,2.621 8,22822 1,52.28 

 (0,28215) (0,2.022) (0,8885.) (1,21018)  (0,21681) (1,88225) (0,82252) (1,.2222) 
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 در پرانتز. RMSEو مقادیر  PL-LEIW8پارامترهای توزیع  LSو   MLبرآوردگرهایسازی برای شبیهنتایج  :1جدول

 ML  LS 

𝑛 �̂� 𝜃 �̂� �̂�  �̂� 𝜃 �̂� �̂� 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(8.0,2.1,2.0,2) 

800 1,25... 0,.2256 1,61025 0,6.252  1,210.25 0,266.2 1,2.1262 0,282108 

 (0,825..) (1,86082) (0,222621) (0,202.2)  (0,5.226) (1,222.1) (0,20128) (0,55625) 

200 1,225628 0,28222 1,208206 0,22.51  8,02516 0,26216 1,52256 0,66882 

 (0,1.228) (0,21502) (0,8286.) (0,21252)  (0,25222) (1,51518) (0,82.66) (0,.1112) 

1000 1,2.216 0,52222 1,20212 0,62258  8,08622 0,50065 1,5.501 0,.1222 

 (0,10226) (0,62885) (0,15621) (0,2.20.)  (0,82805) (1,11122) (0,21221) (0,.8212) 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(5.8.8,2.1,2) 

800 5,28622 1,.2225 8,51622 1,22561  2,.2261 8,862202 8,22616 1,26522 

 (0,25221) (1,56.26) (0,82822) (8,258206)  (0,.1268) (1,.6265) (0,22526) (2,0806.) 

200 5,0.2622 1,25052 8,21802 1,2.822  2,..121 8,12.85 8,68828 8,21682 

 (0,6.266) (1,08152) (0,82682) (1,22525)  (0,65215) (1,22251) (0,21222) (8,82825) 

1000 2,2685. 1,22.22 8,22.26 8,02202  2,25221. 1,21085 8,261622 8,658022 

 (0,52208) (0,.2222) (0,12062) (1,28882)  (0,62061) (1,12621) (0,856825) (8,2.06.) 

 

 

 .در پرانتز RMSEو مقادیر  PL-LEIW2پارامترهای توزیع  C-MMDو  MPS سازی برای برآوردگرهاینتایج شبیه :0جدول

 MPS  C-MMD 

𝑛 �̂� 𝜃 �̂� �̂�  �̂� 𝜃 �̂� �̂� 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(8.0,2.1,2.0,2) 
800 8.02256 0,.528. 1,2220. 0,2226.8  8,02022 0,68.82 1,60222 0,25020 

 (0,52.22) (1,60.12) (0,21222) (0,.5628)  (0,61565) (1,25218) (0,..22.) (0,2.205) 

200 8,0206. 0,22221 1,22128 0,61002  8,0.8602 0,282.8 1,52282 0,.5.62 

 (0,82562) (1,10228) (0,82528) (0,60682)  (0,26028) (1,825.0) (0,52222) (0,22.22) 

1000 8,08226 0,60152 1,51202 0,22258  8,0220. 0,21502 1,52212 0,62212 

 (0,182.6) (0,22.01) (0,80822) (0,22.02)  (0,8021.) (1,00126) (0,80255) (0,62225) 

 (𝛽, 𝜃, 𝜆, 𝜂) =(5.8.8,2.1,2) 

800 5,02562 8,5262. 8,20555 1,.602.  2,226.2 8,8.262 8,22.22 2,02128 

 (1,02202) (8,15228) (0,52122) (8,12102)  (0,200.2) (1,22521) (0,268252) (2,528118) 

200 5,88002 1,25208 8,52522 1,22515  2,2620. 8,01551 8,22221 8,22225 

 (0,.1112) (1,12201) (0,82222) (1,20.21)  (0,62118) (1,82028) (0,85.12) (2,16015) 

1000 5,02822 1,26062 8,21025 1,2.285  2,22.12 1,2222. 8,26221 8,25262 

 (0,21222) (0,26552) (0,88828) (1,.6202)  (0,66222) (1,12102) (0,82251) (8,62621) 

 

 های واقعيآناليز داده. 8

. پردازیممی های مربوطهسایر مدل ابلدر مق PL-LEIW2و  PL-LEIW3های کاربرد توزیعبه مقایسه در این بخش، 

 نشان را مثانه سرطان به مبتلا بیمار 328 برای( ماه حسب بر) بهبودیها مربوط به زمان اولین مجموعه از داده

  [.25است ] هواپیما یک مطبوع تهویه سیستم خرابی زمانها مربوط به از داده دوم مجموعه و[ 20] دهدمی

را نشان  مطبوع تهویه خرابی هایزمان و بهبودی هایزمان هایداده مجموعه آماری معیارهای برخی، 5جدول 

 باشند.چوله به راست و کشیده می تجربی هایتوزیع. با توجه به نتایج به دست آمده، دهدمی
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 و PL-LEIW3 توزیع ML هایبرآوردگرتوان ، میآماریافزارهای نرم( توسط 0( و )8) نمودن روابطبا حداکثر  

PL-LEIW2  رآوردگرهای. ببه دست آورد استفاده از محاسبات عددی،را با ML اسمیرنوف-و فاصله کولموگروف 

(KS)  هر دو 1اساس جدول نشان داده شده است. بر  1در جدول  تجربیتوابع توزیع  شده ومقادیر برازشبین ،

به کار  15/1  داریهای واقعی در سطح معنامجموعه داده در برازشتوان را می PL-LEIW2 و PL-LEIW3 توزیع

برای  PL-LEIW3 بهتری نسبت به برازش PL-LEIW2 ، توزیع P-valueو KS فاصله برد. ولیکن، با توجه به

 نماید.ارائه میهای پیشنهادی مجموعه داده

دهیم تا شکل نشان می 1و  5را در شکل  واقعی هر دو مجموعه دادهبرای  (TTT) آزمایش زمان کل در ادامه، نمودار

با توجه . است مدیتک، مجموعه داده دارای نرخ شکست غیریکنوا و 5ر اساس شکل . بنرخ شکست را شناسایی کنیم

های پیشنهادی را ( است، بنابراین استفاده از توزیعی، مجموعه داده دوم دارای نرخ شکست یکنوا )کاهش1به شکل 

 د.توان برای هر دو مجموعه داده پیشنهاد کرمی
 

 های توصیفی دو مجموعه داده واقعیآماره :5جدول

Data set Mean Median Variance Skewness Kurtosis 

First data 2,552. 6,62 110,8286 2,8.22 12,5581 

Second data 22,6 88 216.,581 1,6226 5,2666 

 

 
 نتایج آنالیز مجموعه داده واقعی :1جدول

Data set Distribution �̂�𝑀𝐿 �̂�𝑀𝐿 �̂�𝑀𝐿 �̂�𝑀𝐿 K-S P-value 

First data 
PL-LEIW1 0,125. 2,5.2.e6 1,8828e2 2,282.e2 0,0522 0,2561 

PL-LEIW8 0,8821 556,60.5 22,2216 0,1282 0,02822 0,2221 

Second data 
PL-LEIW1 0,1521 2,0261e6 222,800. 1,2812e6 0,1122 0,.252 

PL-LEIW8 0,1652 1,8212e6 1.2,2882 18.6,822 0,11.1 0,..22 

 

 
 های اولبرای مجموعه داده TTTنمودار  :5شکل
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 های اولبرای مجموعه داده TTTنمودار  :1شکل

 

، (MW)یافته ، وایبل تعمیم(Wei)های قبلی توزیع وایبل از قبیل وایبل توزیع جدید را با برخی از نسخهدو 

، (GIW)یافته ، وایبل معکوس تعمیم(EW3)شده نمایی-، وایبل(IW) معکوس ، وایبل(KW)کوماسائومی وایبل 

ا توانی ـو آلف(MOEW)  وایبل-اولکین نمایی-، مارشال(MOW)بل ـین وایـاولک-ارشالـ، م(EW2) بلـیاو-اییـنم

یب ، به ترت8و  7جدول  .کنیممقایسه می .های واقعیرای برازش مجموعه دادهـب (APTW) بلـته وایـیافلـتبدی

د. دهنهر دو مجموعه داده را نشان می  (AIC))پارامترها و آماره نیکویی برازش )معیار اطلاع آکائیک ML برآوردهای

را دارند، که موید برتری  AIC کمترین مقدار PL-LEIW2 و  PL-LEIW3 های، توزیع8و  7 هایبر اساس جدول

 سازی هر دو مجموعه داده واقعی است.مدلهای رقیب برای های پیشنهادی در میان توزیعتوزیع

 
 

 

 ها.شده و معیار اطلاع آکائیک برای مجموعه اول دادههای برازشمدل MLEمقادیر  :7جدول

Models ML estimates AIC 

Wei �̂� =0,2825622, �̂� =8,8155222 1025,262 

MW �̂� =0,0022, 𝛾 =0,0121, �̂� =1,6222 220,2202 

KW �̂� =2,2225, �̂� =2,1502, �̂� =0,5602, 𝛾 =0,5658 221,6662 

IW �̂� =0,.522, �̂� =2,8225 222,2226 

EW1 �̂� =8,6622, �̂� =0,6622, 𝛾 =0,5852 282,2012 

GIW �̂� =2,8122, �̂� =0,.522, 𝛾 =0,.0.8 22.,2226 

EW8 �̂� =82,55.2, �̂� =82,268., �̂� =1,0008 222,285. 

MOW �̂� =1.02,1526, �̂� =862,2.65, �̂� =0,8662 221,806. 

MOEW �̂� =8,2102, �̂� =8,8662, �̂� =1,2.2., �̂� =0,221. 22.,8262 

APTW �̂� =0,0128, �̂� =0,0126, 𝛾 =1,8.81 282,.851 

PL-LEIW1 �̂� =0,125., �̂� =2,5.2.e6, �̂� =1,8828e2, �̂� =2,282.e2 28.,8826 

PL-LEIW8 �̂� =0,8821, �̂� =556,60.5, �̂� =22,2216, �̂� =0,1282 288,5205 
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 ها.شده و معیار اطلاع آکائیک برای مجموعه دوم دادههای برازشمدل MLEمقادیر  :8جدول

Models ML estimates AIC 

Wei �̂� =0,12.6012, �̂� =8,2822622 2..,6228 

MW �̂� =0,0002, 𝛾 =0,0211, �̂� =0,2.5. 202,2526 

KW �̂� =2,8.52, �̂� =0,1522,  �̂� =0,6206, 𝛾 =0,2522 210,8081 

IW �̂� =0,.822.66, �̂� =15,6122251 215,8822 

EW1 �̂� = 2.2822, �̂� =0,2218, 𝛾 =0,5211 202,.222 

GIW �̂� =2,821., �̂� =0,.822, 𝛾 = 8.0225 216,8822 

EW8 �̂� = 0.0122, �̂� =0,0512, �̂� =1,1828 202,2661 

MOW �̂� =0,8062, �̂� = 0.00.2, �̂� =1,12.1 202,2262 

MOEW �̂� =1,.221822, �̂� =0,8206, �̂� =0,12.1, �̂� =0,2.18 218,8502 

APTW �̂� =0,1282, �̂� =0,0185, 𝛾 =0,2.28 202,1212 

PL-LEIW1 �̂� =0,1521, �̂� =2,0261e6, �̂� =222,800., �̂� =1,2812e6 205,2222 

PL-LEIW8 �̂� =0,1652, �̂� =1,8212e6, �̂� =1.2,2882, �̂� =18.6,822  205,2208 

 

 گيرینتيجه

های ها، با ویژگیدر این تحقیق به ارائه یک توزیع جدید برای یک سیستم منسجم با تعداد نامعلومی از مولفه

های طول عمر، پرداخته شده است. دو توزیع جدید ترکیبی از پذیرتر و مطابق با انواع مختلفی از پدیدهانعطاف

است. خواص آماری توزیع پیشنهادی به طور جامع مورد بحث قرار گرفته است.  لیندلیواسنو پ LEIWهای توزیع

 های مختلف برآورد پارامتریپذیر با رفتار یکنوا و غیر یکنوا است. روشهای جدید دارای نرخ شکست انعطافتوزیع

 یحاصلضربحداکثر فاصله میسز و -ون-کرامر نمایی، حداقل مربعات، حداقل فاصلهدرست حداکثرو ناپارامتری شامل 

 است. 

های نمایی بهترین عملکرد را در میان سایر روشدرست حداکثر، روش PL-LEIW2و  PL-LEIW3های برای توزیع

نمایی، ریشه میانگین مربعات خطاهای درست حداکثرسازی، نشان دادیم که روش برآوردیابی دارد. با مقایسه شبیه

ند. کهای دیگر بهتر عمل میاز روش یحاصلضربفاصله  حداکثرنمایی، درست حداکثرس از برآورد کمتری دارد و پ

های واقعی کاربرد دو توزیع پیشنهادی نیز توسط دو مجموعه داده واقعی بررسی شده است. بر اساس مجموعه داده

های برازش را در میان سایر مدلبهترین PL-LEIW2  و PL- LEIW3های و برحسب معیار اطلاع آکائیک، توزیع

 دارند. توزیع وایبل مبتنی بر
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