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  چکیده

ثابت در فضاي مدولار، داراي کاربرد قابل توجهی در بخش وسیعی از مسائل ریاضی هستند، اگر چه قضایاي نقطه 

این قضایا به طور قوي وابسته به فرضیاتی هستند که اغلب در مسائل کاربردي، یا عملی نیستند و یا تعمیم واقعی 

ضایاي نقطه ثابت بنیادي همراه با از قضایاي نقطه ثابت فضاي برداري نرمدار نیستند. در تحقیقات اخیر تمرکز بر ق

حذف این فرضیات شده است. در واقع در بخش وسیعی از این تحقیقات در فضاي مدولار، فرض کرانداريِ تابع 

شود و منجر به تبدیل شدن فضاي مدولار به  حذف شده است. فرض محدب بودن مدولار نیز باعث القاي نرم می

گردد. اما  ین شرط نیز باعث اثبات قضایایی جدید و قوي بر فضاي مدولار میگردد از اینرو حذف ا فضاي نرمدار می

 اند. دانیم اکثر قضایاي نقطه ثابت بر فضاي مدولار محدب اثبات شده چنانچه می

دهیم. و قضایاي  مدولار را که در واقع تعمیمی از فضاي مدولار است را ارائه می در این مقاله، تعریف فضاي شبه

هاي  ي ثابت انطباق نگاشت نقطه , کنیم. قابل  یافته بر این فضا را اثبات می انقباضی به طور ضعیف تعمیم

مدولار است. از اینرو نتایج  شبه اینجا، بدون فرض کرانداري تابع و فرض تحدب ذکر است که قضایاي اثبات شده در 

آوریم و به  دهند. همچنین ما دو مثال می به دست آمده در این مقاله، قضایاي نقطه ثابت را در چند وجه تعمیم می

نوان کاربرد، وجود جواب کمک قضایاي اثبات شده در این مقاله وجود نقطه ثابت را نشان دهیم. علاوه بر این، بع

  دهیم. براي دستگاه خاصی از معادلات انتگرالی را به کمک نتایج اصلی نشان می

هاي  مدولار، نگاشت نقطه ثابت مشترك، فضاي شبه هاي کلیدي: واژه ,  انقباضی به طور ضعیف

  .یافته تعمیم

                                                 
  :Lael@bzeng.ikiu.ac.ir Email                                                      دار مکاتبات:                                         عهده. *
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  پیشینه تحقیق -1

، مشهور به اصل ]1[ي نگاشت انقباضی باناخ  قضیه

انقباض باناخ، از نتایج مشهور در نظریه نقطه ثابت 

است. این قضیه داراي کاربردهاي وسیعی در ریاضی 

کاربردي است. این اصل مهم توسط محض و 

. ]20- 21[نویسندگان زیادي تعمیم داده شده است

نتایجی از نقطه  ]2[اخیرا، سلیم، عباس، علی و رضا 

هاي چندمقداري سوزوکی  ثابت تعمیم نگاشت

( , , )f L انقباضی و نقطه انطباق و ثابت

دست آوردند. در سال   مشترك بر فضاي متریک به

انقباض جدیدي  ]3[، لی، عادل و ساواس 2019

انقباض تعریف کردند و قضایایی از نقطه Zبنام 

ثابت را بر فضاي متریک تام با این انقباض ثابت 

انقباضی توسط ردز هاي  کردند. مفهوم نگاشت

معرفی شد. سپس، برخی از محققان شرایط  ]4[

را تعریف کردند و وجود نقطه   انقباضیِ ضعیف

. به ]6-5[ها بحث کردند ثابت را براي این نگاشت

نتایجی در زمینه وجود نقطه ثابت  ]8- 7[ویژه، در 

انقباضی به طور ضعیف   هاي مشترك براي نگاشت

 اند. تعمیم یافته، مورد بررسی قرار داده شده

صورت دیگري از تعمیم قضایاي نقطه ثابت در واقع 

شوند.  تعمیم فضایی است که توابع بر آن تعریف می

مفهوم  ]9و  19[، عباس، لعل و سلیم 2020در سال

وانقباضی   مقداري هاي چند نگاشت

متریک فازي را bانقباضی یکنوا بر فضاهاي 

هاي  تعریف و نتایج نقطه ثابت را براي این نگاشت

 ]10[انقباضی ثابت کردند. سلیم، اقبال و رادنویک 

ابت مشترك و برخی قضایاي نقطه ثابت، نقطه ث

ها بر فضاي  انقباضFرا براينقطه انطباق و ثابت 

یافته به اثبات رساندند. از سوي دیگر،  متریک تعمیم

نظریه نقطه ثابت در فضاهاي مدولار مورد توجه 

زیادي قرار گرفت زیرا فضاي مدولار، تعمیمی از 

. دلیل رشد قضایاي ]11- 15[فضاي نرمدار است 

نقطه ثابت در فضاهاي مدولار به دلیل کاربردهاي 

وسیعی است که این قضایا در مکانیک کوانتومی، 

یادگیري ماشین و غیره دارند. نظریه نقطه ثابت در 

با استفاده از تکنیک ] 16[فضاهاي مدولار در 

ي همگرا به نقطه ثابت، مورد بررسی  ساخت دنباله

ار، مرجع بسیاري از مقالات نقطه قرار گرفت. این ک

. در واقع یک مدولار بر فضاي ]18-17[ثابت گردید 

است که  Xیک تابعک حقیقی بر Xبرداري

  شرایط زیر را دارد:

1( ( )x  xاگر و تنها اگر 0 0،  

2( ( ) ( )x x   

x,براي هر )3 y X  و,   که  0

    داریم 1

( ) ( ) ( )x y x y        

  

)در این صورت  , )X   فضاي مدولار نامیده

شده فضاي برداري  شود. براي یک مدولار داده می

Xمتناظر   شود: به صورت زیر تعریف می  

 : lim ( )  X x X x


 


  
0

0  

  

 شود.  که فضاي برداري مدولار نامیده می

مدولار که با حذف یکی  در  این مقاله،  مفهوم شبه

آید و تعمیمی از فضاي  ت میاز شرایط مدولار بدس

کنیم و مفاهیم مورد نیاز  مدولار است، را بیان می

مدولار را  جهت اثبات نتایج اصلی در فضاي شبه

کنیم. سپس در بخش نتایج اصلی، به  تعریف می

هاي  ي قضایاي نقطه ثابت مشترك نگاشت مطالعه

( , ) آن،  پردازیم. پس از انقباضی ضعیف می

هایی، براي تایید نتایج اصلی آورده شده است.  مثال

آمده براي اثبات وجود  در پایان، از نتایج به دست

  جواب براي معادلات انتگرالی استفاده خواهیم کرد. 

  

 مقدمات و تعاریف -2

ي اعداد  نماد مجموعه �مساله در این مقاله، 

]طبیعی و  , )  0ي  . همچنین مجموعه�

]:ي توابع صعودي و پیوسته , ) [ , )   0 0 
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ي توابع  دهیم و مجموعه نمایش می را با نماد 

]:ي  صعودي و پیوسته , ) [ , )   0 که 0

)در آن  )t 0  تنها در صورتی کهt 0  را با

 دهیم. نمایش می نماد 

  

یک مجموعه ناتهی  Xفرض کنید  .1-2تعریف

:است. نگاشت [ , )X  0 مدولار  را شبه

,ازاي هر  نامند در صورتی که به  ,x y z X 

  شرایط زیر برقرار باشد:

)اگر  )1( )x  x، انگاه 0 0،  

)2( ( ) ( )x x  ، 

,به ازاي هر  )3(  0که  1:داریم

( ) ( ) ( )x y x y       

زوج  ,X  نامند.  مدولار  می را فضاي شبه 

)مدولار  ) در فضاي شبه1بنابر بند ( )x 0 

x دهد که نتیجه می 0 اما عکس آن لزوما برقرار .

)نیست یعنی ممکن است که  ) عدد مثبت  0

  حقیقی باشد.

  

:فرض کنید تابع . 2- 2مثال  � به  �

x,ازاي هر  y �  در ویژگی ( )x y x y   
2 

صدق کند. در این صورت  ,�  را فضاي

  نامند.  مدولار می شبه

)از محدب بودن تابع اثبات.  )f x x 2 )x 0 (

,گیریم که به ازاي هر  نتیجه می [ , ]   01 ،

 a b a b     
2 2 در این  برقرار است. 2

,صورت به ازاي هر  ,x y z � داریم  

 

 

       ( )

       

 ( )

        ( ) ( )

x y

x y

x y

x y x y

  

 

 

   

 

 

  

  

2

2

2 2

 

  

بنابراین ,� نامند.  مدولار می را فضاي شبه  

  

فرض کنید. 3-2تعریف ,X   یک فضاي

مدولار و  شبه nx  یک دنباله درX .است  

دنباله  )1( nx  را همگرا بهx  گوییم هر گاه

lim ( ) ( )n
n

x x 


  0  

دنباله  )2( nx  را کوشی گوییم هر گاه

,
lim ( ) ( )n m

n m
x x 


  0 

فضاي  )3( ,X  ي  را تام نامیم هر گاه هر دنباله

کوشی  nx اي مانند  از آن همگرا به نقطهx 

باشد. یعنی 
,
lim ( ) lim ( ) ( )n m n
n m n

x x x x  
 

    0 

Bي  مجموعه )4( X  را بسته نامیم هر گاه

 Xهاي خود باشد که در  شامل حدهاي تمام دنباله

 همگرا هستند.

  

را بر مجموعه  gو fدو خودنگاشت . 4-2تعریف

X در نظر بگیرید. اگر به ازاي یکx X داشته

wباشیم که fx gx   در این صورتx  را

ي نقاط  نامند. مجموعه می gو f 1ي انطباق نقطه

)را با  gو fانطباق  , )C f g دهند. نمایش می  

  

را بر  gو fدو  خودنگاشت . 5-2تعریف

 gو fدر نظر بگیرید. در این صورت Xمجموعه 

به طور ضعیف قابل جابجایی نامند، هرگاه به ازاي 

)هر  , )x C f g :داشته باشیم  

fx gx fgx gfx    

  

)مدولار  براي فضاي شبه .6-2تعریف , )X  ،

]شود بر که تابع رشد نامیده می wتابع  , )0  به

  صورت زیر تعریف شود:

 : ( ) ( ) :( ) inf
 ,    ( )
w tx w xw t
x X x

 



 0

 

  

                                                 
1 Coincidence  point 



  80                                       1401 ديو  آذرهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و ششم، / پژوهشفاطمه لعل دولت آباد
 

 

 

یک مجموعه ناتهی و  Xفرض کنید  .7- 2لم

هاي   دنباله nxو ny  به ترتیب همگرا بهx  و

y :هستند. در این صورت داریم  

( ) ( )
( ) ( )

( ) lim inf ( )

                lim sup ( )

                ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n
n

n n
n

x y x x
w w

y y x y

x y

w x x

w y y w x y

 



 

 

 





 





  

   

 

  

  

2

2 2

1 1

2 2

2

2 2

 

  

)به ویژه، اگر  )x y  0 در این صورت خواهیم ،

limداشت  ( )n n
n

x y


 0 بعلاوه ، براي هر .

z X  داریم  

( ) ( )
( )

             lim inf ( )

            lim sup ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n
n

n
n

x z x x
w

x z

x z

w x z w x x



 

 





 





   

 

 

  

1

2

2 2

 

  

)همچنین، اگر  )x x  0  داریم  

  ( )
( )

lim inf ( )

lim sup ( ) ( ) ( )

n
n

n
n

x z
w

x z

x z w x z









 




 

 

  

1

2

2

 

  

مدولار  با استفاده از نامساوي مثلثی شبهاثبات. 

  توان دید که  آسانی می به

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

n n

n

x y w x x

w x y

w y y







 





   

 



2

2

2

2

2

 

  و

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n n n

n

x y w x x

w x y

w y y







 





   

 



2

2

2

2

2

 

  

nبا استفاده از حد پایینی وقتی    در اولین

نامساوي و حد بالایی در دومین نامساوي به اولین 

طور مشابه، با استفاده  رسیم. به  نتیجه مورد نظر می

  آیند. از نامساوي مثلثی بقیه روابط به دست می

  

فرض کنید. 8- 2لم ,X  مدولار  یک فضاي شبه

  است. در این صورت

اگر  )1( nx  یک دنباله باشد که

lim ( )n n
n

x x 


 1  داریم، آنگاه 0

lim ( ) lim ( )n n n n
n n

x x x x   
 

   1 1 0. 

 
xاگر  )2( y آنگاه ،( )x y  0. 

مدولار  بنابر نامساوي مثلثی در شبه )1(اثبات. 

  داریم

( ) ( ) ( )n n n nx x w x x    12 2  

  

با حد گیري از دو طرف نامساوي و بکارگیري فرض 

  گیریم که  نتیجه می

lim ( )n n
n

x x


 0 

  

  به طور مشابه داریم 

lim ( )n n
n

x x  


 1 1 0  

  

  شود. ي مطلوب حاصل می و نتیجه

) از اینکه 1بند ( 1- 2) از عکس نقیض تعریف 2(

x y  )گیریم که  نتیجه می 0 )x y   0 .

)در نتیجه  )x y  0.   

اکنون آمادگی این را داریم تا نتایج اصلی این مقاله 

  مدولار بیان و اثبات کنیم. را بر فضاي شبه
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  اصلینتایج  - 3

در این بخش، وجود و یکتایی نقطه انطباق ثابت و 

)هاي  نقطه ثابت مشترك، براي  نگاشت , ) 

یافته که به طور  انقباضی به طور ضعیف تعمیم

مدولار  ضعیف قابل جابجایی هستند بر فضاي شبه

 گیرند. تام مورد بررسی قرار می

  

 فرض کنید .1- 3قضیه ,X  یک فضاي شبه 

,مدولار است و   :f g X X هایی  خودنگاشت

)هستند که  ) ( )f X g X  و( )g X یک زیر 

اگر توابع  است. Xي بسته از  مجموعه   و

  که  وجود داشته باشد به طوري  
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داراي نقطه انطباق منحصر  gو  fدر این صورت 

X بفرد در داراي  gو  fاست. علاوه بر این،   

  است.  منحصر بفرد 1نقطه ثابت مشترك

xفرض کنید اثبات.  X0
. از اینکه 

( ) ( )f X g X ،x X1
وجود دارد که  

                                                 
1 common 

fx gx0 . حال دنباله 1 nx و ny  درX  را

nبه صورت  n ny fx gx   nبراي هر  1 � 

nکنیم. اگر به ازاي یک  تعریف می � ،

n ny y  n, ، آنگاه1 n n ny y gx fx    1 1 1 
داراي نقطه انطباق است.  gو  fدر این صورت 

nکنیم  بدون کاستن از کلیت، فرض می ny y  1 

)دانیم  ، می8-2لم  (با )n ny y  1 ) براي هر 0

n ) به ازاي 1- 3. با بکار بردن رابطه (�

nx x  وny x    ، داریم1
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nاگر براي یک    ، داشته باشیم �

( ) ( )n n n ny y y y    1 1  ، 

  

  ) داریم 4-3) و (3- 3(از رابطه 

 ( , ) ( )n n n nN x x y y  
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  ) و نامساوي فوق داریم2- 3از نامساوي (
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دهد  که نتیجه می  ( )n ny y   
2

1 یعنی  0

n ny y  و این تناقض است. بنابراین  1

( ) ( )n n n ny y y y    1 و 1 ( )n ny y  1 

rي ناصعودي است و بنابراین  یک دنباله 0  وجود

  دارد که

lim ( ) .n n
n

y y r 


 1  

  

  )، داریم4-3) و (3-3ي ( با بکاربردن مجدد رابطه
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  و 
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  دهد که این نتیجه می
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rحال فرض کنید که  0) وقتی5-3. در رابطه ،(

n  داریم ،( ) ( ) ( )r r r   2 2 که  2

  گیریم که  این تناقض است. یعنی نتیجه می

lim ( )n n
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)از آنجایی که  ) lim ( )n n
n
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دهیم که  حال نشان می
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که 
,
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 0دهد که  . این نشان می

 0 هایی مانند وجود دارد بطوریکه زیردنباله

 
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y از ny توان یافت که  میkn 

kکوچکترین اندیسی است که  kn m k   و

( )
k km ny y   و همچنین ( )

k km ny y  1 . 

  مدولار داریم: نامساوي مثلث شبه با استفاده از
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) و گرفتن حد بالایی از 6- 3با استفاده از تساوي (

kنامساوي بالا وقتی   داریم ،  
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  رسیم: با استدلالی مشابه،  به نتایج زیر می
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 و همچنین
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  )، داریم 9-3) و (8- 3از رابطه (
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  گیریم طور مشابه، نتیجه می به
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  دهد این نتیجه می
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)بر اساس تعریف  , )N x y1  داریم  
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  دهد که نتیجه می
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  توان نشان داد که  به آسانی می
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( ) ( ) ( )

k km n
k

M x x

w w w  

  


 

  
 

  

1

2 2 2

2 4 4

11 3

0 0
2 2 2

 

  

) به ازاي 1-3با بکار بستن رابطه (
km

x x  و

kn
y x  داریم 

 
 

   

                     ( )

            ( ) ( )

( , ) ( , )

k k

k k

k k k k

m n

m n

m n m n

y y

w y y

N x x M x x



 

 

 

   

   



2

2
2

1 1

2  

  

  گیریم نتیجه می) 10-3از (

 
 
 

                                           ( ( ) )

     ( ) lim sup ( )

                       lim sup ( , )

                       lim inf ( , )

( ( ) )

k k

k k

k k

m n
k

m n
k

m n
k

w

w fx fx

N x x

M x x

w







 

 





  









   







2 2

2
2

1

1

2 2

2

2

2  lim inf ( , )
k km n

k
M x x


1

 

  

  دهد  که نتیجه می

lim inf ( , ) ,
k kn m

k
M x x


1 0  

  

) است. بنابراین 11- 3و این متناقض با ( ny  یک

است و  Xي کوشی در  دنباله

,
lim ( ) ( )n m

n m
y y 


  یک فضاي  X. چون 0

uمدولار تام است،  شبه X  وجود دارد که 

,

( )          lim ( )

                    lim ( )

                  lim ( )

                 lim ( )

                               ( )

n
n

n
n

n
n

n m
n m

y u

fx u

gx u

y y

u u




















  

 

 

 

 

1

12 3

0

 

  

)علاوه بر این، چون  )g X  بسته است پس

( )u g Xتوان  . از اینرو، میz X را انتخاب

uکرد که  gz) را به صورت زیر 12- 3، و رابطه (

 بازنویسی کرد:

  lim ( )

 lim ( )

lim ( )

n
n

n
n

n
n

y gz

fx gz

gx gz














 

 

 1 0

 

  

fzاگر  gz با در نظر گرفتن ،
kn

x x  و

y z) داریم 1-3در رابطه ،(  

 
 

   

( )          ( ) ( )

                     ( ) ( )

              ( , ) ( , )

k

k

k k

n

n

n n

w y fz

w fx fz

N x z M x z





 

 

 

    

   



2
2

2
2

1 1

13 3 2

2  

 که

 

( , ) max{ ( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ( )

( ) ( )}

k k k

k

k k k

k k k

n n n

n

n n n

n n n

N x z y y

y gz

fz gz

y y y fz

y y y gz







 

 







 

   

  



 

 

2

1 1

2

1

2

1

1 1
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  و

 ( , ) max{ ( ) ,

( ) , ( ) ,

( ) ( )
}

( )

k

k k

k k k

k

n

n n

n n n

n

M x z fz gz

y gz y gz

y y y gz

y gz



 

 





 

 

       

           

   

2

1

2 2

1

2 2

1 1

2

1

1

 

  

  و بنابراین 

  
 

           lim sup ( , )

max , , ( ) , ,

                  ( )

knk
N x z

gz fz

gz fz








 



1

2

2

00 00  

  و

  
 

         lim inf ( , )

max ( ) , , ,

                ( )

knk
M x z

gz fz

gz fz








 



1

2

2

000  

  

k) وقتی 13-3ي ( حد بالایی رابطه   ،  

  

 

 
 

 

                          ( )

    ( ). ( )
( )

( ) lim sup ( )

                 lim sup ( , )

                lim inf ( , )

k

k

k

n
k

n
k

n
k

gz fz

w gz fz
w

w fx fz

N x z

M x z







 

 

 











 

 
   

 

   





2

22

2

2
2

1

1

1
2

2

2  

     ( ) ( ) ,gz fz gz fz     
2 2

 

  

دهد  که نتیجه می  ( )fz gz   
2

. در 0

)نتیجه  )fz gz  0 یعنی ،fz gz پس .

u fz gz   نقطه انطباقf  وg  .است

ي انطباق منحصر  دهیم که نقطه همچنین نشان می

کنیم که  بفرد است. فرض خلف می

, ( , )z z C f g  وz z با بکار بستن .

x) به ازاي 1- 3ي ( رابطه z  وy z داریم  

  
  

   

     

                               ( )

                    ( ) ( )

              ( , ) ( , )

( ) ( ) .

fz gz

w fz gz

N z z M z z

fz gz fz gz



 

 

 

   

 

 

  

   

2

22

1 1

2 2

2
 

  

fzبنابراین،  gzي انطباق منحصر  . یعنی نقطه

 gو  fبفرد است. با توجه به جابجایی ضعیف

fgzتوان نتیجه گرفت که می gfz  یعنی( )g z 

ست و از آنجایی که نقطه نیز یک نقطه انطباق ا

گیریم که  انطباق منحصر بفرد است نتیجه می

fz gz z  ي ثابت مشترك است و اثبات  نقطه

   �شود. کامل می

  

فرض کنید .2- 3قضیه ,X   یک فضاي

,مدولار است و شبه :f g X X  خودنگاشتی

)است که  ) ( )f X g X  و( )g X 

است. اگر توابع Xاي از  ي بسته زیرمجموعه

   و   وجود داشته باشد که  

  
   

( )        ( ) ( )

             ( , ) ( , )

w fx fy

N x y M x y

 

 

  



22

2 2

14 3 2
 

  

  که 

 

   

( , ) max{ ( ) ( ),

( ) ,

( ) ( )
}

( )

N x y fx fy gx gy

gx gy

fy gy fx gy

w

 



 

  



  



2

2

2 2

21 4 2

 

  و

 

   

( , ) m ax{ ( ) ,

( ) ,  ( ) ,

M x y fy gy

fx gy gx gy



 

 

 

2

2

2 2
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   

 

   

 

( ) ( )
,

( )

( ) ( )
}.

( )

fx gx gx gy

fx gy

gx gy gx gy

fx gx

 



 



   
 

 

   
 

 

2 2

2

2 2

2

1

1

1

1

 

  

 Xداراي نقطه انطباقِ ثابت در  gو  fبنابراین 

  است. 

ي  ، دنباله1- 3مشابه اثبات قضیه  اثبات. nx  و

 ny  درX  را به ازاي هرn   صورت  به �

n n ny fx g   کنیم. همچنین  تعریف می 1

nکنیم که به ازاي هر  فرض می � ،

1n ny y گیریم  ) نتیجه می14-3ي ( ، از رابطه

  که

  
  

   

( )                ( ) ( )

                        ( ) ( )

                 ( , ) ( , )

n n

n n

n n n n

w y y

w fx fx

N x x M x x





 

 

 





 

  

 



22
1

22
1

2 1 2 1

15 3 2

2  

  

 که 

 

   

( )                                ( , )

                 max{ ( ) ( ),

                 ( ) ,

( ) ( )
               }

( )

n n

n n n n

n n

n n n n

N x x

y y y y

y y

y y y y

w

 



 



 





 

 



  



2 1

1 1

2

1

2 2

1

2

16 3

1 4 2

 

  

  و

 

   

   

 

   

 

( )                         ( , )

                       max{ ( ) ,

       ( ) ,  ( ) ,

( ) ( )
 ,

( )

( ) ( )
}

( )

n n

n n

n n n n

n n n n

n n

n n n n

n n

M x x

y y

y y y y

y y y y

y y

y y y y

y y



 

 



 









 

 



 



 

   
 

 

   
 

 

2 1

2

1

2 2

1

2 2

1 1

2

2 2

1 1

2

1

17 3

1

1

1

1

 

  

nاگر ما فرض کنیم که براي یک  �، 

( ) ( ) ,n n n ny y y y     1 1 0  

  

  )، داریم17-3() و 16- 3از نامساوي (

 ( , ) ( ) ,n n n nN x x y y  
2

2 1 1  

  و

 ( , ) ( ) .n n n nM x x y y  
2

2 1 1  

  

 رسیم: )، به نامساوي زیر می15-3ي ( از رابطه

  
  

   

     

                            ( )

                   ( ) ( )

     ( , ) ( , )

( ) ( )

n n

n n

n n n n

n n n n

y y

w y y

N x x M x x

y y y y



 

 

 

   





 

 

 

 

 

  

2

1

22
1

2 1 2 1

2 2

1 1

2  

  

)در نتیجه  )n ny y  1 و این متناقض با  0

( )n ny y  1 است. از اینرو  0

( ) ( )n n n ny y y y    1 ي  . بنابراین، دنباله1

 ( )n ny y  1
ي ناصعودي است.  یک دنباله 

rیک عدد نامنفی   درنتیجه، حد دنباله 0  .است

limیعنی  ( )n n
n

y y r 


 1
.  

  )، داریم17-3) و (16-3بر اساس رابطه (

 ( , ) ( )n n n nN x x y y  
2

2 1 1  

  و

 ( , ) ( ) .n n n nM x x y y  
2

2 1 1  

  

  بنابراین، 

  
   

     

                             ( )

     ( , ) ( , )

( ) ( ) .

n n

n n n n

n n n n

y y

N x x M x x

y y y y

 

 

   



 

 

 

 

  

2

1

2 1 2 1

2 2

1 1

 

  

rاگر  0 در این صورت وقتی ،n  

  نامساوي فوق، داریم 
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( ) ( ) ( )r r r   2 2 2  
  

rگیریم  که نتیجه می 0  یعنی  

lim ( ) ( ),n n
n

y y 


  1 0 0  

  

دهیم که  حال نشان می
,
lim ( ) ( )n m
n m

y y 


  0. 

، 1-3در غیر اینصورت، مشابه قضیه  0  وجود

هاي  دارد که به ازاي آن زیردنباله 
km

y و 
kn
y 

از ny  وجود دارد کهkn  کوچکترین اندیس

k kn m k  هاي زیر برقرار است: و نامساوي  

( )      lim sup ( )

                    ( )

k km n
k

y y

w

 




  



18 3

2
 

1lim sup ( )
(2) k km n

k
y y

w


 


    

  lim su p ( )
( )

                         ( )

k km n
k

y y
w

w











 

 



1

2

2

2

 

  

)بر اساس تعریف  , )N x y2  و( , )M x y2
به  

  رسیم: هاي زیر می تساوي

                              ( , )

max{ ( ) ( ),

( ) ,

( ) ( )
}

( )

k k

k k k k

k k

k k k k

m n

m n m n

m n

n n m n

N x x

y y y y

y y

y y y y

w

 



 

 

 

 



 

  

        


2

1 1

2

1 1

2 2

1 1

21 4 2

 

  و

( , ) max{ ( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ( )
,

( )

( ) ( )

( )

k k k k

k k

k k

k k k k

k k

k k k k

k k

m n n n

m n

m n

m m m n

m n

m n m n

m m

M x x y y

y y

y y

y y y y

y y

y y y y

y y







 



 







 

  



   



   

  

  

           

   

           

   

2

2 1

2

1

2

1 1

2 2

1 1 1

2

1

2 2

1 1 1 1

1

1

1

1

1
}.

2

 

  ) داریم18-3با استفاده از رابطه (

                       lim sup ( , )

max ( ) , ( ) ,
( )

( )

k km n
k

N x x

w w
w

w

 






 






  
 

  

2

2
2 2 2 2

2

2 2

2 2
1 4 2

2

 

  و

( )        lim inf ( , )

                 max{ , , , ,
( ) ( )

                    ( )}
( ) ( )

                                    
( )

k km n
k

M x x

w w

w w

w

 

 



 

 




 

 

2

2 2

2 4

2 2

4 4

2

4

19 3

0 0
2 2

1
2 2

2

 

  

با قرار دادن 
km

x x و
kn

y x3ي ( در رابطه -

 )، داریم14

 
 

   

                   ( )

         ( ) ( )

( , ) ( , )

k k

k k

k k k k

m n

m n

m n m n

y y

w y y

N x x M x x



 

 

 

   

   



2

2
2

2 2

2  

  

  بنابراین داریم

 
  

 
 

                                     ( ( ) )

( ) lim sup ( )

                lim sup ( , )

                   lim inf ( , )

( ( ) ) lim inf ( , )

k k

k k

k k

k k

m n
k

m n
k

m n
k

m n
k

w

w fx fx

N x x

M x x

w M x x







 

 





  











   







2 2

2
2

2

2

2 2
2

2

2

2

 

  

limنتیجه  و در inf ( , )
k km n

k
M x x


2 0

 
که 

  ) است. بنابراین 19- 3ي ( متناقض با رابطه

,
lim ( ) .n m

n m
y y


 0  

  



  88                                       1401 ديو  آذرهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و ششم، / پژوهشفاطمه لعل دولت آباد
 

 

 

uکند که  تضمین می Xتام بودن  X  وجود

  دارد که

 
,

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

( ) .

n n
n n

n n m
n n m

y u fx u

gx u y y

u u

 

 



 


 

   

   

 

1

0

 

  

)از فرض بسته بودن  )g X گیریم که  نتیجه می

( )u g Xدهد که  . این نتیجه میz X  را

uتوان طوري انتخاب کرد که  می gz  و تساوي

  کنیم: صورت زیر بازنویسی می فوق را به

lim ( ) lim ( )

lim ( ) ( ).

n n
n n

n
n

y gz fx gz

gx gz

 

 
 




   

  1 0 0
 

  

fzاگر  gzبا قرار دادن ، 
kn

x x  وy z  در

  رسیم: ي زیر می ) ، به رابطه14-3ي انقباضی ( رابطه

 
 

( )   ( ) ( )

        ( ( , )) ( , ) ,

k

k k

n

n n

w fx fz

N x z M x z

 

 

    



2
2

2 2

3 20 2   

  

 که

 

( , ) max{ ( ) ( ),

( ) ,

( ) ( )
}

( )

k k k

k

k

n n n

n

n

N x z y fz y gz

y gz

fz gz y gz

w

 



 





  

  

    


2 1

2

1

22

21 4 2

 

 و

 ( , ) max{ ( ) ,

( ) , ( ) ,

( ) ( )
,

( )

( ) ( )
}

( )

k

k k

k k k

k

k k

k k

n

n n

n n n

n

n n

n n

M x z fz gz

y gz y gz

y y y gz

y gz

y gz y gz

y y



 

 



 





 

 



 

       

           

   

           
 

2

2

2 2

1

2 2

1 1

2

2 2

1 1

1

1

1

1

1

  

  

  در نتیجه داریم

 

 

        l im s u p ( , )

( )
m a x , ,

( )

           ( )

knk
N x z

fz g z

w

fz g z







 


  
 

  



2

2

2

2

0 0
1 4 2

 

  

  و

  
 

               lim inf ( , )

   max ( ) , , , ,

                ( )

knk
M x z

fz gz

fz gz








 



2

2

2

0000  

  

) وقتی 20-3ي ( رابطهدست آوردن حد بالایی  با به 

k  داریم ،  

  

 

 

                         ( )

   ( ). ( )
( )

( ) lim sup ( )
knk

gz fz

w gz fz
w

w fx fz







 

 

 


 

 
   

 

   

2

22

2

2
2

1
2

2

2

 

 lim sup ( , )
knk

N x z


2    

 
     

                   lim inf ( , )

( ) ( ) ,

knk
M x z

gz fz gz fz



   




  

2

2 2
 

  

)در نتیجه  )fz gz  0 یعنی .u fz gz  

با بکار بردن تکنیکی  است.gو fي انطباق  نقطه

ي  نقطه zتوان ثابت کرد که  ، می1-3مشابه قضیه 

 ثابت مشترك است. اثبات کامل شد.

  

فرض کنید. 3- 3نتیجه  ,X   یک فضاي

,و  مدولار تام شبه :f g X X  خودنگاشتی

)است که  ) ( )f X g X  و( )g X 

است. اگر نامساوي زیر  Xاي از  ي بسته زیرمجموعه

  برقرار باشد:
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 ( ) ( )

( , ) ( , )

w fx fy

N x y M x y

   



22

1 1

2
 

  

 Xداراي نقطه انطباق ثابت در  gو  fبنابراین 

داراي نقطه انطباق   gو  fاست. علاوه بر این، 

  ثابت یکسان است.

  

 فرض کنید. 4-3نتیجه  ,X   یک فضاي

,مدولار تام و  شبه :f g X X  خودنگاشتی

)است که  ) ( )f X g X  و( )g X زیر 

است. اگر نامساوي زیر  Xاي از  ي بسته مجموعه

  برقرار باشد:

 ( ) ( )

( , ) ( , )

w fx fy

N x y M x y

   



22

2 2

2
 

  

 Xداراي نقطه انطباق ثابت در  gو  fبنابراین 

داراي نقطه انطباق  gو  fاست. علاوه بر این، 

  ثابت یکسان است.

 2-3و 1-3، تاییدي براي قضایاي 4هاي بخش  مثال

  است.

  

  ها  مثال - 4

]فرض کنید. 1- 4مثال , ]X  و به ازاي هر  01

,x y X مدولار مجهز به شبه ( ) ( )x y x y    2 

,هاي  است. همچنین نگاشت :f g X X  با

  هاي ضابطه

x
fx 

64
 

  و

x
gx 

2
 

  

  شوند. توابع کنترل  تعریف می

, : [ , ) [ , )    0 0  

  

]به ازاي هر  , )t 0 هاي با ضابطه  

( )
t

t 
5

4
و  

 
( )t t 

48545

87846
اند.  تعریف شده 

)وضوح  به ) ( )f X g X ،( )g X بسته و 

( )w 2 x,است. به ازاي هر 2 y X داریم ، 

         ( ) ( )

         ( ).( )

. ( ) ( ) ,

w fx fy

x y
w

x y
x y





 



 

 
  

 

  

4

22

2

4 4

4

2

2
64 64

5 5
4

4 64 64 64

 

 

  
                    ( , )

           ( )

.( ) ( ) ,

( ) ,

( ) ( )

}.
( )

N x y

gx gy

x y
x y

x y

x x x y

x y



 



 

  



 
    

 

1

2

4 4

4

4 4

4

5 5

4 2 2 64

2 2

1
64 2 2 2

1
64 2

 

  

 بنابراین

 ( , )

max{( ) , ( ) ,

M x y

y y x y

 

 

1

4 4

64 2 64 2

 

                   ( , )

       .( )

.
. .( ) ( )

.

         ( )

M x y

x y

x y

x y







 
  

 


 



1

4

3
4 4

4

4

4

33 33
2

64 64

5 64 5 33
2

2 33 64

1310715

64

 

  

  یابیم که  آسانی می به
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  
  

   

22

2

4 4

1 1

   (2) ( )

            ( )

33
        2.( ) ( )

64

( , ) ( , )

w fx fy

gx gy

x y

N x y M x y

 

 



 

 

 

 
  

 



 

  

برقرار است. واضح است  1-3درنتیجه، شرایط قضیه 

  است. gو  fي ثابت مشترك  که صفر  نقطه

  

فرض کنید. 2- 4مثال  ,X  11  و به ازاي هر

,x y X،( ) ( )x y x y     X، بنابراین 2

مدولار است. فرض کنید   یک شبه

, :f g X X ي زیر تعریف شود: با ضابطه  

        [ , )

( )
       

x

f x
x

 


 


0 11

1
1

8

 

  و

( )
x

g x 
2

2
 

  

,هاي کنترل  تابع : [ , ) [ , )    0 به  0

,0]ازاي هر  )t  ي با ضابطه  

( )t bt   

  و

( ) ( 1)t b t    

  

bکه  
2048

1
2045 

 شود. تعریف می

  کنیم: حال ما چهار حالت را بررسی می

xحالت اول.  1  وy 1 واضح است که .  

  ( ) ( ) ( ) ,w fx fy    
22 2 0 0  

 

 

    ( , )

         ( , )

( )

    ( ) ,

N x y

bN x y

b gx gy

x y
b









 



2

2

2

2 2
4

2 2

 

         ( , )

    ( ) ( , )

( ). ( ) ,

M x y

b M x y

x y
b

 

 

 

2

2

2 2
4

1

1 2
2 2

 

 بنابراین

  

   

            ( ) ( )

                                                

( ) ( )( )

( , ) ( , ) .

w fx fy

x y x y
b b

N x y M x y

 

 

 



    



22

2 2 2 2
4 4

2 2

2

0

2 1
2 2 2 2

 

  

xحالت دوم.  1  وy 1 بنابراین .  

  ( ) ( ) ( ) ,
b

w fx fy b    
22 41

2 4
8 1024

 

                  ( , )

                      ( , )

( ) ( )

                ( )

                  . ,

N x y

bN x y

b fx fy gx gy

b y

b b



 





  

 



2

2

2
21

64 2 2

1

64 4 256

 

 ( , ) ( ) ( , )

( )

M x y b M x y

b

  

 

2 21

2 1
 

  

 گیریم که  نتیجه می
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  

   

      ( ) ( , )

                                

                   ( )

( , ) ( , ) .

w d fx fy

b

b
b

N x y M x y



 





  



22

2 2

2

1024

2 1
256

 

  

xحالت سوم.  1 ،y 1طور خلاصه نتیجه  . به

 گیریم که  می

  ( ) ( , ) ( ) ,
b

w d fx fy b  
22 41

2 4
8 1024

 

 ( , ) ( , )

                   ( , ) ( , )

                   ( )

                   . ,

N x y bN x y

bd fx fy d gx gy

b x

b b

 



 

 

2 2

2
21

64 2 2

1

64 4 256

 

  و

 ( , ) ( ) ( , )

                    ( ),

M x y b M x y

b

  

 

2 21

2 1
 

 

  نتیجه در

  

   

      ( ) ( , )

                                

                   ( )

( , ) ( , )

w d fx fy

b

b
b

N x y M x y



 





  



22

2 2

2

1024

2 1
256

 

  

xحالت چهارم.  1  وy 1توان  . به آسانی می

  نشان داد که 

  ( ) ( )

                   ( ) ,

w fx fy

b
b

   

 

22

4

2

1 1
4

8 8 64

 

                ( , )

                    ( , )

( ) ( )

( ) .( ) ,

N x y

bN x y

b fx fy gx gy

b
b



 





  

  

2

2

2 21 1 1 1

8 8 2 2 16

 

 ( , ) ( ) ( , ) ( ).M x y b M x y b    2 21 2 1  

  

به وضوح، براي هر  , ,x y 11 داریم ،  

  

   

   ( ) ( )

                                   

                    ( )

( , ) ( , )

w fx fy

b

b
b

N x y M x y

 

 

 



  



22

2 2

2

64

2 1
16

 

  

داراي نقطه ثابت gو f، 2-3در نتیجه بنابر قضیه 

  .است X0مشترك منحصر بفرد در 

)اگر  )t t   و( )t t 3و  1-3هاي  در قضیه -

  باشند، به نتایج زیر دست خواهیم یافت: 2

  

  حل دستگاه معادلات انتگرالی -5

براي نشان دادن  1- 3در این بخش، ما از قضیه 

وجود جواب براي دستگاه معادلات انتگرالی استفاده 

  کنیم: می

( ) ( , ( ))

( )      

( ) ( )

t

t

x t K r x r dr

x t x r dr





 

 







0

0

1 5  

  

فرض کنید   ,X C T 0
 

ي توابع  مجموعه

ي بسته  حقیقی مثبت تعریف شده بر بازه ,T0 

:مدولار  باشد. شبه [ , )X  0 صورت  را به

  کنیم  زیر تعریف می
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[ , ]
( ) max( ( ) ( ) )

m

t T
x y x t y t


   2

0
 

  

m که  ). واضح است که 2 , )X   یک

)مدولار تام با  شبه )
m

w  22 2 هاي  است. نگاشت 1

, :f g X Xهاي زیر در نظر  را با ضابطه

  بگیرید:

( ) ( , ( )) ,
t

fx t K r x r dr 
0

 

( ) ( )
t

gx t x r dr 
0

 

  

) را در 1-5دستگاه معادلات انتگرالی ( .1- 5قضیه 

 نظر بگیرید و فرض کنید شرایط زیر برقرار باشد:

)i ( : ,K T  0 �   پیوسته است،�

)ii اگر به ازاي هر ( ,r T 0 ،

( , ( )) ( )K r x r x rآنگاه داریم  

, ( ) ( , ( ))
t t

K r x d K x d    
 

 
 

 
0 0

 

  

)iiiي  ) تابع پیوسته : , [ , )T  0 وجود 1

دارد که به ازاي هر  ,r T 0،  

( , ( )) ( ) ( )K r x r r x r  

  

)iv عدد ثابت (L  وجود دارد که براي هر

 ,r T 0،  

 ,

sup ( ( ))
( )

T

m

t T

r dr
w L




 
 2

0 0

1
1

2
 

  

) 1- 5در این صورت دستگاه معادلات انتگرالی (

xداراي جواب منحصر بفرد  X .است  

ii ،(,fوضوح، با شرط ( به اثبات. g طور ضعیف  به

x,جابجایی است. فرض کنید  y X از شرایط ،

(i)،) (iii و(iv) براي هر ، ,t T   ، داریم 0

                               ( ) ( ) ( )

                                  ( )( ( , ( ))

                                       ( , ( )) )

        ( )( ( , ( )) ( , ( ))

m

t

t
m

t

w fx t fy t

w K r x r dr

K r y r dr

w K r x r K r y r dr







 













2

2

0

0

2

0

2

2

2

 

 

 

)

                 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) . ( ( ) ( ))

( )
                    ( ( ) ( ))

( )

            ( ) ( ( ) ( ))
( )

              

m

mt

mt

w r x r y r dr

w r dr gx t gy t

w
gx t gy t

w L

L
gx t gy t

w L













 







 
  

 

 
   

 

 


  






2

0

22

0

2
2

2

2

2

2

2 1

2

2

1
2

    ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))N x t y t LM x t y t1 1

 

  

  دهد که نتیجه می

 ( ) ( ( ) ( ))

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

w fx t fy t

N x t y t LM x t y t

   



22

1 1

2
 

  

)نهایتا، قرار دهید )x x  و ( )x Lx  تمام ،

برقرار است. از اینرو بنابر قضیه  1- 3شرایط قضیه 

f,، توابع 3-1 g  داراي نقطه ثابت مشترك است

)یعنی تابع  )x t  وجود دارد که

( ) ( ( )) ( ( ))x t f x t g x t   از این تساوي و

  ي ضابطه

( ) ( , ( )) ,
t

fx t K r x r dr 
0

 

  و

( ) ( )
t

gx t x r dr 
0

 

  

  گیریم که  نتیجه می
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( ) ( , ( ))

( ) ( )

t

t

x t K r x r dr

x t x r dr






 






0

0

 

  

  پس دستگاه معادلات انتگرالی داراي جواب است.

  

 گیرينتیجه

کافی جدیدي که وجود نقطه در این مقاله ما شرایط 

)هاي  ثابت مشترك براي نگاشت انطباق , )  

بدون فرضیات کند،  ضعیف را تضمین می انقباضی

مدولار و کرانداري تابع، بیان کردیم.  تحدب بر شبه

هاي  همچنین با طرح مثال و به کار بردن قضیه

اثبات شده در این مقاله، نشان دادیم که این قضایا 

نشده با ضایایی که تاکنون در  بر مسائل زیاد حل

  سازي است. مقالات مطرح شده است، قابل پیاده
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