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 چکيده

کدشعاع پوششی یک 
22( )s

nC  کوچکترین عدد صحیح ،با متر لیr   است که هر برردار
22( )s

n  در

مقردار تحرحیح کددردگی    برای محاسبه گیرد. شعاع پوششی یک کد قرار می Cکلمات از کد r لی حداکثرفاصله 

هرای صر ر و یکاهرای    علیره ما کدهای تکررار را کره برا اسرت اده از مق رو       خطای آن کد مهم است. در این مقاله،

22 sZ Z کدیم. همچدین، شرعاع  لی محاسبه میفاصله ها را با کدیم و شعاع پوششی آنشود، معرفی میساخته می

پوششی کدهای تکرار روی
22 s  کدیم.بررسی میرا 

 

 کليدی: هایواژه
22 sZ Z -بلوکی. کدهای تکرار ها،روی حلقهنگاشت گری، کدهای  جمعی، کدهای 
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 مقدمه -0

و  mحلقه اعداد صحیح به مدول  mفرض کدید 
n

m
زیر  باشد. mتایی روی -nمجموعه همه  

nاز  Cمجموعه ناتهی 

m
و هر  nیک کد به طول  

شود. هر زیر گروه کلمه نامیده می یک کد Cعضو 
n

m
یک کد خطی و هر زیر فضای  

2

n  را کد

 گویدد. خطی دودویی می

کدهای جمعی را به روش انتقال جمعی به  دل ارت،

 های آبلی تعریف کردهایی از گروهصورت زیرگروه

ثابت شد که تما  کدهای  1997در سال  .]1.2[

 هایی ازدودویی با زیرگروه
2 4 8Q    

گروه غیرآبلی  8Qنایزومورف ه تدد، که در آ

است. بدابراین تدها ساختار  8به از مرت 1کواترنیون

هایی های آبلی جمعی به صورت زیرگروهبرای گروه

از
2 4

  2 است که n   ]1[ . هر زیر

گروه 
2 4

   2یک کد جمعی نامیده -4

، تعریف کدهای جمعی روی اشود. اخیرمی

2 4

  به 
22 s برای s زرگتر از یک ب

2هر زیرگروه  .]0[تعمیم داده شده است 2s

  ،

یک 
22 s- شود. در نتیجه، کد جمعی نامیده می

جمعی روی کدهای
22 s  ایزومورف با ساختار

1یک گروه آبلی  2

2 4 2
... s

s

kk k
    است، پس

 مول ه اول هر کد کلمه از یک کد جمعی روی

22 s  و  2متعلق به  مول ه بعدی متعلق

به
2s .است 

 rاگر مجموعه بردارها در فاصله کوچکتر یا م اوی 

 rهایی به شعاعرا به عدوان کره cاز یک کدکلمه 

nدر نظر بگیرید، شعاع پوششی یک کد 
mC  ،

هایی به است که کره rکوچکترین مقدار صحیح 

nبتواندد کل فضا  Cحول کدکلمات  rشعاع 
m 

 را پوشش دهدد. کوهن و همکاران، شعاع پوششی

                                                 
1 Nonabelian quaternion group 

کدهای دودویی را مورد مطالعه قرار  ب یاری از

نوی ددگان زیادی شعاع در دهه اخیر  .]5 [اندداده

2، 4پوششی کدهای روی  kpو 4
را برای  

در  .]8-0 [اندمورد بررسی قرار داده pاعداد اول 

این مقاله شعاع پوششی کدهای روی 
22 s  را

 دهیم.مورد بررسی قرار می

ای از کدهای جمعی روی زمیدهابتدا پیش
22 s 

پس، کدهای تکرار و شعاع پوششی کدیم. سارائه می

ها روی آن
22 s کدیم. در انتها به را بررسی می

 پردازیم.بررسی شعاع پوششی کدهای تکرار می

 

  پيش نياز -2

و  ]9[ تعاریف مورد است اده در این بخش از مدبع

 است. ]16[

یک  Cفرض کدید 
22 s  کد جمعی باشد. چون

C  2یک زیرگروه 2s

   است، بدابراین

ایزومورفیک با یک ساختار آبلی ماندد 
1 2

2 4 2

s
s

kk k
  باشد. در نتیجه تعداد می

1، برابر Cکد کلمات  22
| | 2 sk k sk
C

 
  .است

kماتریس n ،G  که سطرهایش یک پایه برای

نامیده  Cتشکیل می دهدد ماتریس مولد  Cکد 

 شود.می

 وزن همیدگ
2

nxهای غیر ، برابر تعداد مول ه

miاست. وزن لی یک عضو  x ص ر Z  به

mو  iصورت میدیمم  i شود. وزن تعریف می

لی هر 
2s

nxهای آن ، مجموع وزن لی مول ه

 میان دو بردار 1و فاصله لی 2است. فاصله همیدگ

2
, s

nx y به ترتیب برابر ،

( , ) ( )H Hd x y wt x y  و ( , ) ( )L Ld x y wt x y  

شود. میدیمم فاصله همیدگ و میدیمم می تعریف

، برابر حداقل فاصله همیدگ و Cفاصله لی یک کد

                                                 
2 Hamming 

1 Lee 
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باشد می Cحداقل فاصله لی میان تما  کد کلمات 

) و با )Hd C و( )Ld C دهدد. همچدیننشان می 

، Cمیدیمم وزن لی یک کد میدیمم وزن همیدگ و

برابر حداقل وزن همیدگ و حداقل وزن لی میان 

) باشد و بامی Cتما  کدکلمات  )Hwt C و

( )Lwt C دهدد. نشان می 

 d و میدیمم فاصله M ، اندازهnیک کد به طول 

)به صورت  , , )n M d  و یک کد خطی به طولn

به صورت  Ld و Hdو میدیمم فاصله  k، بعد

 , , ,H Ln k d d شود.نمایش داده می 

12گرینگاشت

22
: 

s-1

s  به صورت زیر

  :]11[شودتعریف می

(1  ) 

-10 1 0 2
-12

( )
-1 -11 ( - 2 ) 2

-12

si
s ii

i
s si i

s





  
 

 
  
 

 

حال این نگاشت را با تعریف 

1 2 1 2, ,..., ) ( ( ), ( ),..., ( ))n nv v v v v v   ( 

 به
2s

n دهیم. توجه داشته باشید که تعمیم می

نگاشت گری یک ایزومتری است که فاصله لی روی 

2s

n 2را به فاصله همیدگ در

2

s-1

نگارد. برای می 
12sn     نگاشت گری را به صورت

2 22
( , ) : s

nx y     دهیمتوسیع می ،

1 2( , ) ( , ( ), ( ),..., ( ))x y x y y y    و  

1 2 2( , ,..., )x x x x 

  و

1 2 2
( , ,..., ) sy y y y 

  و  است  همان

یک  ( تعریف شده است، آنگاه 1که در رابطه )

ایزومتری بین فاصله لی تعریف شده روی

2 2s

   و فاصله همیدگ تعریف شده روی
2

n 

2کدد. بر اساس این تعریف ایجاد می 2s
- 

                                                 
1 Gray map 

توان به صورت کدهای دودویی کدهای جمعی را می

انشان داد. این کدها ر
2 2s

کدهای دودویی  -

 نامدد. می

1برای هر بردار  2 2 2
, ) sv v v    (وزن لی ،

v 1برابر 2( ) ( )H Lwt v wt v است. حاصلضرب

u,داخلی دو بردار  v  2متعلق به 2s

   برابر

 است با:

1

1 1

, 2 .s

i i i j

i j

u v u v u v
 






  

     

 

 یک C فرض کدید
2 2s

جمعی باشد. کد  کد-

شود و نشان داده می Cبا  C دوگان جمعی

 داریم:

2 2
{ : , 0 for all u C}.sC v u v       

 

 

روی Cو Cتوضیحات بیشتر درباره ساختار 

2 2s

  آورده شده است.  ]0[ رد 

دهدده کد کلمات  نشان 1iو  0i،در این مقاله

 6. . .6⏞
𝑖

.1و   . .1⏞
𝑖

s-iهمچدین است.  
کد کلمه ای  2

2sهای آن است که تما  مول ه i  است و طول آن

  شود.با توجه به متن مشخص می

 

s2پوششي شعاع  -3 2
 کدها-

روی  Cاین فحل شعاع پوششی یک کد در

s2 2
معرفی شده است. در ابتدا شعاع پوششی  

کدیم. شعاع پوششی کدهای دودویی را یادآوری می

 برابر است با: Cیک کد دودیی 

2

( ) max{min ( , )}.H
c Cu

r C d u c


 

 

 این تعریف معادل تعری ی است که در چکیده بیان

s2ی این تعریف را به کدهای رو 2
با متر لی  

یک شعاع پوششی ، دهیم. به این ترتیبتعمیم می
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s2در  Cکد  2
است که  rکوچکترین مقدار  

s2هر نقطه در  2
از  rدر فاصله لی حداکثر 

 گیرد. بدابراین،قرار می Cکدکلمات 

2
2

( ) max {min ( , )}.
s

L L
c Cu

r C d u c
   

  

 

 توانیم بگوییممیپس 
2 2

( )s
Lr

c C

S c 



  ، به طوری

2که . 2
( ) { ; ( , ) }s

Lr L LS c v d u v r    
 

)گزاره  توسط آوکی 4زیر برای کدهای روی زارهگ

ی و برای کدهای رو (]0[ ،1.2
2s  توسط گوپتا

. از آنجایی که بیان شده است( ]12[ ،2 )گزاره

با است اده حافظ وزن و فاصله است، پس  نگاشت 

s2ه آن را بتوان از تعریف شعاع پوششی می 2
 

 شود.تعمیم داد، که در گزاره زیر بیان می

 

2یک  Cفرض کدید  .0-3 گزاره 2s

   کد و

( ) C  تحویر نگاشت گری از کدC  باشد. در این

)صورت، ) ( ( ))L Hr C r C. 
 

کدهای تکرار روی -4
22 s  و شعاع

 هاپوششي آن

به طور کلی، اگر 
0 1 1{ 0, 1,..., }q qF       

ای آرایه q ، یک کد تکراریک میدان متداهی باشد

{ ( , ,..., ) | }       n

qC F  یک( , , )n q n کد

روی ست. شعاع پوششی این کد ا
qF  برابر

( )1 
 
 

n q

q
در این بخش برخی . ]11[ است 

کدهای تکرار روی 
2 2s

 کدیم.را معرفی می 

 

 . کدهای تکرار مقسوم عليه صفر 4-0

یک مق و  علیه ص ر روی  z فرض کدید
2s

 

]باشد. کد تولید شده توسط ماتریس مولد  ... ]zz z

شود. ، یک کد تکرار مق و  علیه ص ر نامیده می

تعداد مق و  علیه ص ر 
2s که به صورت

1 2 1

1 2 12 2 ... 2s s

sa a a 

   ، 0 , 1ia  ،

12برابر  1s  0[ است[. 

های ص ر ابتدا مق و  علیه
22 s

را  2از مرتبه  

کد تولید شده به  2Cکدیم. فرض کدید بررسی می

1وسیله ماتریس مولد  1 1

2 [02 02 ...02 ]

n

s s sG     .باشد 

 

3 .0-4قضيه 

2( ) 2
4

s

L

n
r C n  . 

، یک بردار 2Cبرای بررسی شعاع پوششی اثبات: 
1(2 1)

1 1 1 100...0001...01...02 ...02 10...1011...11...12 ...12

sn lll l l l
s s s sx

 

   

را در 
22( )s

n  نظر بگیرید. فرض کدید

1 2( , )x x x1، به طوری کهx 2و  2درx در

2s باشد. در این صورت 

2 2

( ,00 00) ( ,0 0) ( ,0 0)
1 2

1 12 (2 1) 1                      2(2 2 ) 1
4 2 2 2

1                               (2 1)
2 2

3                      2 ,
4

1 1( ,02 ...02 )

n n
n

d x d x d x
L H L

s sn l ls

n ls

n sn

n

s sd x
L

 

       

  

 

 

2
2

1 1( ,0...0) ( ,2 ...2 )
1 2

1 12 (2 1) 1                                 2(2 2 )
4 2 2

1                                        (2 1 2 )
2

                                        (2

n
n

s sd x d x
H L

s sn ls

ls s

  

      

  

 1 1

                                                   

1 2 )( (2 1) )
2 2

32 ,
4

s s sn l

n sn

    

 

 

 بدابراین،

3

2( ) ( , ) 2
4

s

L L

n
r C d x C n    . 

 

بردار دلخواه در یک xفرض کدید ، رعکسب

22( )s

n   1باشد وx2وx  .ماندد قبل تعریف شود
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برای  2xدر  iهای تعداد مول ه iwفرض کدید 
10 2 1si   12باشد. یعدی 0 1 2 1

( , ,..., )sx w w w  
 

که 
12 1

0

s

i

i

w n

 



. 

2 2

( ,00...00) ( ,0...0) ( ,0...0)
1 2

                      0( )
04 2

                           1( )
1 12 1 2 1 2 1

1                            ... 2 ( ),
1 12 2 2

1( ,02 .

n n
n

d x d x d x
L H L

n
w w

s

w w w w
s s s

s w w
s s s

sd x
L

 

  

   
  

  
 



    

2
2

1 1 1..02 ) ( ,0...0) ( ,2 ...2 )
1 2

                                 0( )
1 14 2 2 2

                                       1(
1 12 1 2 1

                            

n
nn

s s sd x d x
H L

n
w w

s s s

w w
s s

   

  
 

 
  

           

                                                           

 )
1 12 2 1 2 2 1

1... 2 ( ),
0 2

w w
s s s s

s w w
s

 
    

  

 

دانیم که میدیمم حد فاصل بین کد کلمات از می

ها کوچکتر است. بدابراینمیانگین آن

2

2( ) 2
4 2

s

L

n n
r C   . به این ترتیب اثبات کامل

 □شود. می

فرض کدید دهیم.اکدون قضیه فوق را تعمیم می

2iC  کد تولید شده به وسیله ماتریس مولد

[02 02 ...02 ]s i s i s i   ،قضیه در این صورت  باشد

 زیر را خواهیم داشت.

 

3. 2-4 قضيه

2
( ) 2

4
i

s

L

n
r C n  . 

است. برای  1-0روند اثبات ماندد قضیه  اثبات.

یک بردار  ˛iC بررسی شعاع پوششی
1(2 1)

1 1 1 100...0001...01...02 ...02 10...1011...11...12 ...12

sn lll l l l
s s s sx

 

   

 

را در 
22( )s

n  نظر بگیرید و فرض کدید

1 2( , )x x x1 ، به طوری کهx در 
2

 در 2xو 

2s ،باشد. در این صورت 

2 2

( ,00...00) ( ,0...0) ( ,0...0)
1 2

1 12 (2 1) 1                      2(2 2 ) 1
4 2 2 2

1                               (2 1)
2 2

3                      2 ,
4

n n
n

d x d x d x
L H L

s sn l ls

n ls

n sn

 

       

  

 

 

2
2

( ,02 ...02 ) ( ,0...0) ( ,2 ...2 )
1 2

1 12 (2 1)
                                 2(2 2 )

4 2 2

                                      (2 1 2 )
2

                  

n
nn

s i s i s i s id x d x d x
L H L

s sn ls i

ls s i

    

      

  

1                    (2 1 2 )( (2 1) )
2 2

3                                2 ,
4

n ls s i s

n sn

     

   
2

2
1 1 1 1( ,02 ...02 ) ( ,0...0) ( ,2 ...2 )

1 2
1 12 (2 1) 1                                 2(2 2 )

4 2 2

1                                      (2 1 2 )
2

                  

n
nn

s s s sd x d x d x
L H L

s sn ls

ls s

    

      

  

1 1                     (2 1 2 )( (2 1) )
2 2

3                                 2 ,
4

n ls s s

n sn

     

 

                                                                        

2

( ,02 2 ...02 2 ) ( ,0...0)
1

2

( ,2 2 ...2 2 )
2

                                          

nl

s s i s s id x d x
L H

n

s s i s s id x
L

   

   

1 12 (2 1)
   2(2 2 )

4 2 2

                                                  (2 1 2 2 )
2

s sn ls i

ls s s i

      

   

 

 دابراینب

3

2( ) ( , ) 2
4

s

L L

n
r C d x C n    . 
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یک بردار دلخواه در  xفرض کدید  ˛برعکس

22( )s

n  1باشد کهx ،2x وiw  ماندد قبل

 . در این صورت،تعریف شده باشد

2 2

( ,00...00) ( ,0...0) ( ,0...0)
1 2

                     0( ) 1( )
0 1 14 2 2 1 2 1 2 1

1                             ... 2 ( ),
1 12 2 2

n n
n

d x d x d x
L H L

n
w w w w w w

s s s s

s w w
s s s

 

      
  

  
 

 

2
2

( ,02 ...02 ) ( ,0...0) ( ,2 ...2 )
1 2

                     0( )
4 2 2 2

                           1( )
2 1 2 1 2 2 1 2 2 1

                      

n
nn

s i s i s i s id x d x d x
L H L

n
w w

s i s s i

w w w w
s i s i s s i s s i

    

  
 

   
        
1    ... 2 (

1 12 2 2 2
                          ),

1 12 2 2 2 2 2

s w w
s i s s i s

w w
s s i s s s i s

  
    

 
      

 
2

2
1 1 1 1( ,02 ...02 ) ( ,0...0) ( ,2 ...2 )

1 2

                     0( ) 1(
1 1 1 14 2 2 2 2 1 2 1

1                             ) ... 2 ( ),
1 1 02 2 1 2 2 1 2

n
nn

s s s sd x d x d x
L H L

n
w w w w

s s s s s

sw w w w
s s s s s

    

    
     

    
    

 

2
2

( ,02 2 ...02 2 ) ( ,0...0) ( ,2 2 ...2 2 )
1 2

                     0 1( )
4 2 2 2 2 1 2 2 1

1                            ... 2 (
12 2 2 2

n
nn

s s i s s i s s i s s id x d x d x
L H L

n
w w w

s s i s s i s s i

s w w
s s i s s

        

   
      

 
   

),
12 2s i s 

 

 

دانیم که میدیمم حد فاصل بین کد کلمات از می

ها کوچکتر است. بدابراین میانگین آن

2

2
( ) 2

4 2
i

s

L

n n
r C   به این ترتیب اثبات  .

 شود. کامل می

11...11فرض کدید . 3-4 قضيه

n

یک واحد در  

22 s  ،باشد. در این صورت[ , 1, , ]n s n n 

[11...11]یک کد تکرار تولید شده توسط ماتریس 

n

 

 است. 

با است اده از تعاریف قبلی،  اثبات.
1(2 1)

1 1 1 100...0001...01...02 ...02 10...1011...11...12 ...12

sn lll l l l

s s s sx

 

   

را در 
22( )s

n  بگیریدنظر . 

2 2

( ,00...00) ( ,0...0) ( ,0...0)
1 2

1 12 (2 1) 1                      2(2 2 ) 1
4 2 2 2

1                               (2 1)
2 2

3                      2 ,
4

n n
n

d x d x d x
L H L

s sn l ls

n ls

n sn

 

       

  

 

 

3بدابراین، 

2( ) ( , ) 2
4

s

L L

n
r C d x C n   برعکس . ،

یک بردار دلخواه در  xفرض کدید 
22( )s

n 

ماندد قبل تعریف شود. پس  iwو 1x ،2xباشد که 

 داریم:

2 2

( ,00...00) ( ,0...0) ( ,0...0)
1 2

                     0( ) 1( )
0 1 14 2 2 1 2 1 2 1

1                             ... 2 ( ),
1 12 2 2

n n
n

d x d x d x
L H L

n
w w w w w w

s s s s

s w w
s s s

 

      
  

  
 

 

2
2

1 1 1 1( ,02 ...02 ) ( ,0...0) ( ,2 ...2 )
1 2

                     0( ) 1(
1 1 1 14 2 2 2 2 1 2 1

1                             ) ... 2 ( ),
1 1 02 2 1 2 2 1 2

n
nn

s s s sd x d x d x
L H L

n
w w w w

s s s s s

sw w w w
s s s s s

    

    
     

    
    

 

2 2

( ,10...10) ( ,1...1) ( ,0...0)
1 2

                     0( ) 1( )
0 1 14 2 2 1 2 1 2 1

1                             ... 2 ( ),
1 12 2 2

n n
n

d x d x d x
L H L

n
w w w w w w

s s s s

s w w
s s s

 

      
  

  
 
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2
2

( ,12 2 ...12 2 ) ( ,1...1) ( ,2 2 ...2 2 )
1 2

                     0 1( )
4 2 2 2 2 1 2 2 1

1                            ... 2 (
12 2 2 2

n
nn

s s i s s i s s i s s id x d x d x
L H L

n
w w w

s s i s s i s s i

s w w
s s i s s

        

   
      

 
   

),
12 2s i s 

 

دانیم که میدیمم حد فاصل بین کد کلمات از می

ها کوچکتر است. بدابراین میانگین آن
2

2
( ) 2

4 2
i

s

L

n n
r C  . 

 

شعاع پوششي کدهای تکرار بلوکي روی  -8

22 s 

12 در این بخش ابتدا کدهای تکرار بلوکی 1sn
C

  

را روی 
22  s

کد جمعی به طول -

12 1
1

s
n n

j j

   
به صورت  Gبا ماتریس مولد 

 کدیم:زیر تعریف می

1 12 2 11 2
1 1 1 1[01...01...02 ...02 10...10...12 ...12 ].

n nns sn s

s s s sG

  

   

 

حال کد بلوکی 
1(2 1)s n

C
   محدود به یکی از

مقادیر  jn n  2,...,11,2را برای 1sj   

 دهیم.مورد بررسی قرار می

کدیم و در ابتدا با یک مثال م ئله را روشن می

 کدیم.سپس حالت کلی را بیان و اثبات می

 

کد بلوکی روی  7nCفرض کدید  .0-8مثال 

2  با ماتریس مولد 4

7 [01...0102...0203...0310...1011...1112...01213...013]

n n n n n n n

nG 

 

برداربرای 

(01...0102...0203...0300...0001...0102...0203...03)

n n n n n n n

x 

7( , ) 2L
nd x C n .7بدابراین( ) 2n

Lr C n.  

 برابر است با: 7nCنگاشت گری کد  ،از سوی دیگر
000000000000000000000...000000000000000000000,

001011010000001011010...001011010000001011010,

011000011000011000011...011000011000011000011,

010011001000010011001...010011001000010011001,

000000000100100100100...000000000100100100100,

011000011100111100111...011000011100111100111,

010011001100110111101...010011001100110111101

 

 

)7، 1-1دابراین، بدا به ب ) 2n
Lr C n. 

 

شعاع پوششی کد تکرار بلوکی برابر . 2-8قضيه 
1(2 1) 1( ) 2

s n s
Lr C n

  . 

 

 اگر اثبات. 

1 1 1 1(01...0102...02...02 ...02 00...0001...0102...01...02 ...02 )

n nn n n n n

s s s sx    

 

را در 
1

2

(2 1)

2( )
s

s

n  در نظر بگیرید ، 

.
1(2 1) 1( , ) 2

s n s

Ld x C n
   

 

 بدابراین
1(2 1) 1( ) 2

s n s

Lr C n
  . 

تحویر گری ، سوی دیگراز 
1(2 1)( )

s nC
   شامل

 کدکلمه 
1 1

1 1 1 1

(2 1) (2 1)

2 2 2 2

000...00...000...00100...00...100...00

s s

s s s s

n n 

   

 

  

،1-1است. با توجه به 
  
1(2 1) 1. ( ) 2

s n s

Lr C n 

 

 و پيشنهاد گيرینتيجه -6

در این مقاله ما شعاع پوششی کدهای تکرار روی 

22 s  را بررسی کردیم و دیدیم که برابر

32
4

sn
n   است. همچدین شعاع پوششی کدهای

تکرار بلوکی روی 
22 s 12 برابرs n  .است 
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 کدهای مک و شعاع پوششی کدهای سیمپلکس

روی  دونالد
2 4

 مطالعه قرار گرفته استمورد  

  توان این سوال را مطرح کرد که:اکدون می .]1[

توان ده از شعاع پوششی کدهای تکرار میاست ا با آیا

شعاع پوششی کدهای سیمپلکس و کدهای 

دونالد تعریف شده روی مک
22 s  را محاسبه

 کرد؟
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