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  16/06/1401تاریخ پذیرش مقاله:    13/12/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

هاي اتورگرسیو غیرخطی بر فرض نرمال بودن خطاها بنا نهاده شده است، این هاي متداول براي تحلیل مدلروش

ها به استفاده از این روشدهند و ها ساختاري غیرنرمال را نشان میدر حالی است که در بسیاري از کاربردها، مانده

هاي پارامتري و شود. همچنین در این شرایط روشهاي گمراه کننده و غیرقابل اعتماد منجر مییینیپیش

ناپارامتري در برآورد تابع رگرسیون غیرخطی از کارایی لازم برخوردار نیستند. در این مقاله مدل اتورگرسیو 

پارامتري براي برآورد قسمت چوله نرمال معرفی و یک روش نیمه ي اول با خطاهاي وابسته وغیرخطی مرتبه

کارگیري الگوریتم غیرخطی مدل پیشنهاد شده است. پارامترها با استفاده از روش ماکسیمم درستنمایی و با به

EM ی سازي و تحلیل یک مجموعه داده واقعاند.کارایی مدل پیشنهادي با استفاده از یک مطالعه شبیهبرآورد شده

  هاي روزانه نرخ برابري یورو به دلار، مورد بررسی قرار گرفته است.مربوط به داده

  

  پارامتري.، برآورد نیمهEMمدل اتورگرسیو غیرخطی، خطاهاي چوله نرمال، الگوریتم  هاي کلیدي: واژه
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 مقدمه  - 1

معرفی  هاي متفاوتیهاي زمانی مدلدر تحلیل سري

هاي اتورگرسیو مدل اند کهو مورد بحث قرار گرفته

از آن جمله هستند. با توجه به  خطی و غیرخطی

هاي زمانی، حاکم بر برخی سري ساختار غیرخطی

مورد توجه بسیاري 1 هاي اتورگرسیو غیرخطیمدل

با توجه  .)]3[و ]2[،]1[(اند از پژوهشگران قرار گرفته

هاي پارامتري و ها روشبه اینکه در این مدل

آورد تابع رگرسیونی چندان کارا ناپارامتري در بر

-هاي نیمههاي اخیر به توسعه مدلنیستند، در سال

یک روش  ]3[اي شده است. پارامتري توجه ویژه

پارامتري براي مدل اتورگرسیو غیرخطی ارائه نیمه

 هاي پارامتري و تعدیلاند که ترکیبی از روشداده

ست. ي ناپارامتري براي برآورد تابع رگرسیون اکننده

را براي  ]3[پارامتري ارائه شده توسط روش نیمه ]4[

ي اول با خطاهاي مدل اتورگرسیو غیرخطی مرتبه

وابسته داراي میانگین صفر و واریانس ثابت، مورد 

-اند. در بسیاري از کاربردها، فرضیهمطالعه قرار داده

عنوان هاي مستقل مناسب نیستند. بهي باقیمانده

الی با نوسانات ریسک با مثال، در مطالعات م

هاي با میانگین و واریانس شرطی ناثابت مدل

در بیشتر ). ]6[،  ]5[(خطاهاي وابسته کاربرد دارند 

صورت مدل اتورگرسیو مطالعات، وابستگی خطاها به

شود یعنی خطاها در ي اول در نظر گرفته میمرتبه

ي زمانی قبلی ي زمانی با خطاهاي دورهیک دوره

دارند. این نوع وابستگی خطا بسیار متداول وابستگی 

است زیرا علاوه بر سهولت، طیف وسیعی از مسائل 

ها، هاي سالانه بانکگذاريکاربردي از جمله سپرده

نرخ برابري یورو به دلار، شاخص قیمت نفت به 

  ).]4[(گیرد قیمت گاز و موارد مشابه را در بر می

                                                 
1. Nonlinear autoregressive models 
2. Skew normal distribution 
3. Maximum Likelihood 
4. Expectation Maximization (EM) 
5. Euro (EUR) to US dollar (USD) exchange 
rate 

-ی در مدلاز طرفی نرمال بودن خطاها فرض متداول

هاي اتورگرسیو است. اما در کاربردهایی که خطاها 

داراي ساختاري غیرنرمال هستند، توزیع نامتقارنی 

تواند که داراي خواصی مشابه توزیع نرمال باشد می

کند. توزیع چوله ها نقشی اساسی ایفا در تحلیل داده

متقارن - اي چوله) خانواده1985(آزالینی،  2نرمال

نرمال را به عنوان یک حالت خاص  است که توزیع

اخیرا برخی از پژوهشگران به  .]7[گیرد در بر می

هاي زمانی در هاي سريي تحلیلتحقیق در زمینه

-شرایطی که فرض نرمال بودن وجود ندارد پرداخته

مدل اتورگرسیو غیرخطی با خطاهاي  ]8[اند. 

-مستقل و چوله نرمال را معرفی و با یک روش نیمه

اند. ري قسمت غیرخطی مدل را برآورد کردهپارامت

ها همچنین پارامترهاي نامعلوم مدل را با استفاده آن

کارگیري و با به 3از روش ماکسیمم درستنمایی

 EMالگوریتم 
مدل معرفی  ]9 [اند.برآورده کرده 4

هاي رویش بندي دادهرا براي مدل ]8[شده توسط 

ي مدل را با سالانه درخت کاج استفاده و پارامترها

هاي دوم غیرخطی استفاده از روش کمترین توان

  اند.شرطی، برآورده نموده

 ]8[هدف از این تحقیق تعمیم مدل معرفی شده 

براي خطاهاي وابسته با استفاده از روش برآورد 

پارامتري است. همچنین از این مدل جدید نیمه

هاي روزانه نرخ برابري یورو به بینی دادهبراي پیش

اکتبر  23تا  2020ژانویه  20(دوره زمانی  5لارد

کارگیري روش ) استفاده شده است. با به2020

ابتدا روش کمترین  ،]3[پارامتري ارائه شده نیمه

هاي دوم غیرخطی شرطی براي برآورد تابع توان

کار رفته و سپس براي برآورد غیرخطی مدل به

دوم ي ي ناپارامتري روش برازش درجهکنندهتعدیل

ي بعد، مورد استفاده قرار گرفته است. در مرحله

پارامترهاي نامعلوم مدل با  MLبرآوردگرهاي 

هاي تکراري محاسبه و فرم EMاستفاده از الگوریتم 

  اند.دست آمدهبسته براي این برآوردگرها به
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ساختار مقاله به این صورت سازماندهی شده است: 

پایه بیان در بخش دوم، نمادها و برخی مفاهیم 

اند. بخش سوم به معرفی مدل پرداخته و سپس شده

برآورد قسمت غیرخطی مدل با استفاده از روش 

پارامتري مطرح شده است. بخش چهارم شامل نیمه

 EMپارامترهاي مدل از طریق الگوریتم  MLبرآورد 

سازي به ي شبیهاست. در بخش پنجم، یک مطالعه

ه است. یک منظور بررسی کارایی مدل اجرا شد

مجموعه داده واقعی مربوط به نرخ روزانه برابري 

یورو به دلار نیز در بخش ششم مورد بررسی قرار 

بخش مقاله گیري پایانگرفته است. بحث و نتیجه

  است. 

  

 مفاهیم پایه -2

داراي توزیع چوله نرمال  �متغیر تصادفی  :1تعریف 

 و چولگی ��، مقیاس �با پارامترهاي مکان 

� ، هرگاه تابع (�,��,�)��~�است ، ∋

 صورتچگالی احتمال آن به

��� (�)=
�

�
� �

���

�
� � ��

���

�
� 	� ∈ ,  

  

- ترتیب نشانبه (.)�و  (.)�باشد، که در آن 

ي توابع چگالی احتمال و توزیع تجمعی دهنده

   نرمال استاندارد هستند.

� 0ازاي به داراي توزیع نرمال  �تصادفی  ، متغیر=

  .]7[است  ��و  �هاي با پارامتر

  

  ، آنگاه روابط (�,��,�)��~�اگر  :1لم 

(a) �(�)= � + ��
�

�
�(�), 

(b) ���(�)= �� �1
�

�
��(�)�, 

(c) ��(�)=
√�(���)��

{��(���)��}�.�
 , 

(d) ��(�)= 3 +
�(���)��

{��(���)��}�
 , 

  

=(�)�ها برقرارند، که در آن
�

√����
است.  

  ي دهندهترتیب نشانبه (�)��و  (�)��

  .]7[هستند  2و کشیدگی 1هاي چولگیاندازه

  

داراي توزیع نرمال   �متغیر تصادفی :2تعریف 

 است، (��,��)ي در فاصله 3بریده شده

، هرگاه تابع چگالی {�������}�(��,�)��~�	

  صورت احتمال آن به

�(�|�,��)= �� �
�� �

�
� � �

�� �

�
��

��

 

   ×
�

�����
��� �

�

���
(� �)�� 

  

  .]11[باشد 

  

 201ي و صفحه ]10[در  1ي طبق قضیهبر :2لم 

و  {���}�(��,0)��~�ر ، اگ]11[در 

�آنگاه متغیر تصادفی  (��,0)�~� = � +

�(�)� + ��1 داراي توزیع چوله نرمال  (�)��

خواهد بود. همچنین تابع  �و   ��،�با پارامترهاي 

  صورت زیر است:به �و  �چگالی توأم 

��,�(�,�)=
√����

���
  

× exp�
��

���
�(� �)� + (1 + �)� ��

�

√����
(� �)�

�

��.  

  

 (��,0)�~�، {���}�(��,0)��~�اگر  :3لم 

  صورتبه � متغیر تصادفی و

� = � + �(�)� + ��1 ��(�),  
  

  تعریف شود، آنگاه

�|� = �~��(��,��
�)������������  

  

                                                 
1. Skewness 
2. Kurtosis 
3. Truncated normal distribution 
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  و همچنین 

�(�|� = �)= �� +
� (

��
��

)

�(
��
��

)
��, 

�(��|� = �)= ��
� + ��

� +
� (

��
��

)

�(
��
��

)
����. 

  

  کهطوريبه

�� = 	�(�)(� �), 

�� = ��1 ��(�) 

  

  رجوع شود). ]12[(براي اثبات به 

 

مدل پیشنهادي و روش برآورد تابع  - 3

  اتورگرسیو غیرخطی

ي اول با خطاي مدل اتورگرسیو غیرخطی مرتبه

  صورتوابسته به

�� = �(����)+ ��,			� ∈ , )1(                   

�� = ����� + ��,						|�| < 1, 
  

یک تابع  (.)�نظر بگیرید، که در آن  را در

یک فرآیند  ��اتورگرسیو غیرخطی نامعلوم است، 

را نشان  [(1)��]ي اول اتورگرسیو ماناي مرتبه

  )، 1با توجه به ( .(�,��,�)��~��دهد و می

  توان نوشتمی

�� = �� �(����)→ ���� = ���� �(����),  

  

  بنابراین

�� = �(����)+ �(���� �(����))+ �� .  

  

  توسط یک حدس  (�)�ابتدا تابع اتورگرسیو 

 �شود که در آن برآورد می (�,�)�ي اولیه

پارامتري نامعلوم است و براي برآورد آن از روش 

  صورت به 1هاي دوم غیرخطی شرطیکمترین توان

                                                 
1. Conditional nonlinear least squares 
2. Adjustment factor 

�� = ��� min�∈� ∑ ���
�
���

�(��|����,����)�
�

                                   )2(  

   = ��� min�∈� ∑ ��� �(����,�)�
���

�(���� �(����,�)� ���)
� 

  

…,��,��شود، که در آن استفاده می مشاهدات  ��,

، 1متوالی از مدل هستند و بر پایه لم 

��� = � + ��
�

�
  است. (�)�

است،  (�)�اي از حدس اولیه (�,�)�که از آنجا 

براي  (�)�(�,�)�پارامتري فرم نیمه ]2[در 

تعدیل این تقریب اولیه پیشنهاد شده است که در 

است. بنابراین یک  2کنندهیلعامل تعد (�)�آن 

ي ناپارامتري کنندهروش ترکیبی پارامتري و تعدیل

براي برآورد تابع اتورگرسیو مدل پیشنهاد شده که 

پارامتري معروف است. به منظور به برآورد نیمه

با استفاده از  (�)�ي کنندهبرآورد عامل تعدیل

اي برازش چندجمله ]8[و  ]4[، ]3[ي مشابه ایده

  صورت ي دوم بهدرجه

��(�,�)=
�

��
∑ � �

������

��
� ��(����)

�
���

�(����,��)��
�
  

+
�

��
∑ � �

������

��
� ��(����)

�
���

�(����,��)��
�
,                                                  )3(  

  

و  3یک تابع کرنل (.)�شود، که در آن تعریف می

) 3هستند. با حداقل کردن ( 4پهناي پنجره �

- به (�)��، برآوردگر ناپارامتري (�)�نسبت به 

 صورت 
��(�)

=
∑ [� + �]�
���

∑ [� �
������

��
� ��(����,��)�

��� + � �
������

��
� ��(����,��)]

 

  

 آید، که در آندست میبه

� = 	� �
������

��
� ������,����(����), 

                                                 
3. Kernel function 
4. Window width 
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� = 	� �
������

��
� ������,����(����). 

  

است،  (.)�شامل تابع نامعلوم  (�)��ي رابطه

 طبنابراین با استفاده از رواب

��̃ = �� ��� = �� �(����) ���, 

��̃�� = ���� ����� 

      = ���� �(����) �����, 

  

ه خطاهاي مدل مقادیر و با توجه به این مطلب ک

  ي رابطه کوچکی هستند
��(�)

=
∑ [� + �]�
���

∑ [� �
������

��
� ��(����,��)�

��� + � �
������

��
� ��(����,��)]

 

  

  آید، که در آندست میبه

� = � �
������

��
� ������,������ ����,  

� = 	� �
������

��
� ������,�������� ������.  

  

پارامتري تابع اتورگرسیو در نهایت، برآوردگر نیمه

  صورت به

f�(�)= ���,�����(�). 

  

   آید.دست میبه

  

 برآورد ماکسیمم درستنمایی  - 4

استفاده  MLبراي برآورد پارامترهاي مدل از روش 

شده است. تابع درستنمایی شرطی مدل پیشنهادي 

  صورت به

�(�|�)= ∏ ��� (��|����,����,�)�
���   

= ∏
�

�

�
��� � �

����(����)��(������(����))��

�
�  

× Φ�� �
����(����)��(������(����))��

�
��  

= (
�

�
)���exp	{

��

�
∑ ��� �(����)
�
���

	�(���� �(����)� �)�}  

×∏ Φ�� �
����(����)��(������(����))��

�
���

��� , )4 (  

  

� است، که در آن = بردار  (�,�,��,�,�)

 پارامترهاي نامعلوم است و 

�(����)= �(����,	�)�(����),  
�(����)= �(����, �)�(����). 

  

) 4با توجه به اینکه پیچیدگی تابع درستنمایی (

یابی به شکل بسته براي برآوردهاي مانع از دست

ماکسیمم درستنمایی پارامترهاي مدل است، در 

 EMادامه براي برآورد این پارامترها یک الگوریتم 

 شود.توسعه داده می

، {���}�(��,0)��~�با فرض اینکه 

  تعریف و با (��,0)�~�

 �� = �(����)+ �(���� �(����))+ �  

+ �(�)�� + �1 ��(�)��,  
  

  ) را 1، توزیع شرطی مشاهدات در (3و استفاده از لم 

 صورت توان بهمی

��|����,����~�� ���(����)+ �(����

�(����)� + �),	��,	�� ,		  

	� = 3,4, … ,�. 

  

;��}نوشت، با در نظر گرفتن  	� = 3, …  �و  {�,

و  1هاي گمشدهي دادهدهندهترتیب نشانکه به

، تابع 2هستند و همچنین با استفاده از لم  2ناقص

 صورت توان بههاي کامل را میتوأم دادهچگالی 

���,��
(��,��)=

√����

���
exp	{

��

���
[(��

�(����) �(���� �(����)) �)� +

(1 + �)�(��
�

√����
(�� �(����)

�(���� �(����)) �))�]}  

=
�

��������(�)
exp	{

��

��������(�)�
×

[(�� �(����) �(����
																												�(����)) �)�  
2���(�)(�� �(����) �(����

�(����)) �)+ ��
�]},  

  

                                                 
1. Missing data 
2. Incomplete data 
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نوشت. بنابراین توابع درستنمایی و لگاریتم 

 صورت ترتیب بههاي کامل بهدهدرستنمایی دا

��(�|�,�)= ∏ ���,��
(��,��)

�
���   

    = (���)�(���)(1 ��(�))�
���

�   

    = (���)�(���)(1 ��(�))�
���

�   

    × exp	{
��

��������(�)�
∑ [(�� �(����)
�
���

�(���� 	�(����)) 	�)� 2���(�)(��
�(����) �(���� �(����)) �)+ ��

�]},  

 و 

��(�|�,�)  

= (� 2)log(��)
���

�
����1

��(�)�
�

��������(�)�
  

  × [∑ (�� �(����) �(����
�
���

�(����)) �)�  
2�(�)∑ ��

�
��� (�� �(����) �(����

�(����)) �)  

+ ∑ ��
��

��� ].                              )5(  

  

  آیند.دست میبه

) 5، امید ریاضی شرطی (EMاز الگوریتم  Eدر گام 

 ، رابطه3شود. بر پایه لم محاسبه می

��|Z� = ��~������ ,��
�������,  

  

 برقرار است، که در آن

��� = �(�)(�� �(����) �(����
�(����)) �),  
�� = ��1 ��(�) .  

  

  صورتبه) 5(طی بنابراین، امید ریاضی شر

���������,��|�� = (� 2)log(���)
(���)

�
��� �1 �������  

�

��������������
[∑ ��� ��(����)

�
���

��(���� ��(����)) 	��
�
  

2����� ∑ ���
�
��� ��� (����) ��(����

��(����)) ��  

+ ∑ ���
�
��� ],            )6(  

  

  شود، که در آنمحاسبه می

��� = ���(��|����,����)= ��� +
�(

����
���

)

�(
����
���

)
���,  

��� = ���(��|����,����)= ���
� + ���

� +

�(
����
���

)

�(
����
���

)
������,  

��� = �(��)��� ��(����) �� �����

��(����)� ��,  

��� = ����1 �������,  

��(����)= r(����,��)��(����),  

��(����)= r(����,��)��(����).  

  

، مقادیري از پارامترها را در EMاز الگوریتم  Mگام 

کند که امید ریاضی فضاي پارامتري جستجو می

  را ماکسیمم  Eشرطی محاسبه شده در گام 

نند. با در نظر گرفتن برآورد ماکسیمم کمی

توان امین تکرار، میkدر  μدرستنمایی براي پارامتر 

 صورترا به k+1ي برآورد این پارامتر در مرحله

�(���) =
�

���
[∑ ��� ��(�)(����)

�
���

��(�)(���� ��(�)(����))�  

�(��(�))∑ ���
(�)�

��� .  

  

) 6گیري از (طور مشابه با مشتقدست آورد. بهبه

 ��برآورد  Eي کارگیري مرحلهو به ��نسبت به 

 صورت به k+1ي در مرحله

���(���) =
�

�(���)(����(��(�))
[∑ ���

(�)�
���   

2����(�)� ∑ ���
(�)�

��� ��� ��(�)(����)

��(�)(���� 	��(�)(����)) �(���)�  

+ ∑ ��� ��(�)(����) ��(�)(����
�
���

	��(�)(����)) �(���)�
�
].  

  

در  ρآید. همچنین برآورد پارامتر دست میبه

 صورتبه k+1ي مرحله

��(���) =
∑ �������

(�)(����)���
(���)������(�)� ∑ ���

(�)
��

���
�
���

∑ ���
���
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 است، که در آن

� = ����� ��(�)(����)� .  

  

  اکنون با فرض

μ = �(���) ،�� = و   (���)��� ρ = ��(���)  

  ي را از حل معادله (���)��توان می

��(���) = ��� max � ∑ Φ(� × ��
��� ) ,  )7 (    

  

  محاسبه کرد، که در آن

� =
�����

(�)(����)���
(���)(�������

(�)(����))���
(���)

��(���)

  

توان از یک الگوریتم تکراري ) می7و براي حل (

 استفاده کرد. 1مانند نیوتن رافسون

���ي اکنون با محاسبه
(���)

= �(���)+

��(���)�
�

�
)، 2و با توجه به رابطه ( ((���)��)�

  صورتبه �برآورد پارامتر 

��
(�+ 1)

= ��� min�∈Θ ∑ (��
�
�=3

�(�� 1,�) ��
(�+1)

(�� 1 �(�� 2,�))

��
��

(�+ 1)
)
2
  

  

  توان به شکل را می �آید. بنابراین دست میبه

��(���)(�)=
∑ [���]�
���

∑ [����
��� ]

  

  

  در آن برآورد نمود، که

� = � �
������

��
� ������,��(���)� ��� ��

��

(�+1)�,  

� = � �
������

��
� ������,��(���)�,  

� = � �
������

��
� ��(����,��(���)),  

� = � �
������

��
� ��(����,��(���)).  

  

پارامتري تابع اتورگرسیو در در نهایت، برآوردگر نیمه

 صورت به k+1ي مرحله

��(���)(����)= ������,��(���)���(���)(����), 
                                                 
1. Newton Raphson 

��(���)(����)=

������,��(���)���(���)(����), 
  

  آید.دست میبه

  

 سازي شبیه مطالعه -5

در این بخش، کارایی روش پیشنهادي با استفاده از 

  .گیردسازي مورد ارزیابی قرار مییک مطالعه شبیه

  دو مدل 

	�� = �(����)+ ��,			� ∈               :   1مدل 

�� = �(����)+ ��,			� ∈               :    2مدل 

�� = ����� + �� ,						|�| < 1  

  

  با فرض را در نظر بگیرید.

��(�)= 5���
�
,	�(�,��)= ���

���    
��(�)= 0.8 sin(�)+ 0.1�,	�(�,��)= ������  

  

و  n=50و100و 200نمونه  با اندازه 2ها از مدل داده

با  2ایه لم بر پ (0.5,0.5,1)��~��با فرض 

- اند. جدولتولید شده Rاستفاده از محیط نرم افزار 

هاي هاي توصیفی براي دادهشاخص 2و  1هاي 

دهند. با توجه به مقادیر سازي شده را نشان میشبیه

 1ي آزمون کولموگروف اسمیرنوفچولگی و آماره

داري ها در سطح معنینرمال بودن مجموعه داده

صورت تابع بع کرنل بهشود. تاپنج درصد رد می

) با استفاده از تکنیک �و پهناي پنجره ( 2گوسی

رجوع شود) انتخاب شده ] 13[(به  3ي بازپنجره

است. به منظور ارزیابی کارایی مدل پیشنهادي، 

  صورت بینی بهپیش 4ریشه توان دوم خطاي

���� = �
�

���
(�(��) ��(��))

�  

  

با اندازه پهناي  2و  1هاي براي مدل محاسبه و

� 08/0 و 12/0پنجره   4و  3هايدر جدول =

شود که با افزایش آورده شده است. ملاحظه می

  باید.کاهش می RMSEاندازه نمونه مقادیر 
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  )،2سازي شده از مدل اتورگرسیو غیرخطی با خطاي وابسته (مدل هاي شبیههاي توصیفی داده: شاخص1جدول 

��(�)= ����
�

  1     2     3      4   

مقدار- آماره آزمون چولگی انحراف معیار میانگین ماکسیمم مینیمم اندازه نمونه مجموعه داده p 

1 50 5890/0  6975/4  1169/2  7766/0  9251/0  81/0  88/8  e-16 

2 100 1 3873/3  1443/2  4722/0  3084/0  89/0  < 2/2 e-16 

3 200 9955/0  7694/3  0793/2  4246/0  2445/0  88/0  < 2/2 e-16 

  
  سازي شده از مدل اتورگرسیو غیرخطی با خطاي وابسته،هاي شبیههاي توصیفی داده: شاخص2جدول 

 ��(�)= �.� ���(�)+ �.��  

دارمق- آماره آزمون چولگی انحراف معیار میانگین ماکسیمم مینیمم اندازه نمونه مجموعه داده p 

1 50 1 6843/3  6136/2  5157/0  4309/0-  93/0  88/8  e-16 

2 100 1 5313/3  5326/2  4529/0  1501/0-  94/0  < 2/2 e-16 

3 200 1 2016/4  5878/2  4799/0  0941/0-  92/0  < 2/2 e-16 

  
=(�)��، 2و  1هاي بینی براي مدل: مقادیر ریشه میانگین توان دوم خطاي پیش3جدول ����

�
  

1مدل  پهناي پنجره اندازه نمونه 2مدل    

50 08/0  8276/1  3931/1  

 12/0  2321/1  8641/0  

100 08/0  7842/0  7527/0  

 12/0  7591/0  6332/0  

200 08/0  6991/0  6985/0  

 12/0  5777/0  5258/0  

 
=(�)��، 2و  1هاي بینی براي مدل: مقادیر ریشه میانگین توان دوم خطاي پیش4جدول  �.� ���(�)+ �.��  

1مدل  پهناي پنجره اندازه نمونه 2مدل    

50 08/0  4841/1  1951/1  

 12/0  2873/1  8717/0  

100 08/0  4571/1  1775/1  

 12/0  1088/1  8617/0  

200 08/0  4360/1  0831/1  

 12/0  0942/1  8073/0  

 

                                                 
 

1. Kolmogorov Smirnov test 
2. Gaussian function 
3. Opening the window technique 
4. Root Mean Square Error (RMSE) 
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-آن پارامتريو برآورد نیمه (��)�هاي توابع منحنی

� 08/0 و  n=100ازاي ها با خطاي وابسته به = 

و برآورد  ��، مقادیر 2و  1هاي ) شکلaدر قسمت (

ها نشان ) این شکلbها در قسمت (پارامتري آننیمه

شود که برآوردها به داده شده است. ملاحظه می

مقادیر واقعی بسیار نزدیک هستند. براي بررسی 

تابع خودهمبستگی خطاها نیز مناسبت مدل، نمودار 

دهد ها آمده است که نشان می) شکلcدر قسمت (

  خطاهاي مدل داراي ناهمبستگی هستند.

به ازاي  2و  1هاي براي مقایسه مدل 4و 3هايشکل

50=n  12/0 و �   اند.آورده شده =

  

  
 2ها براي مدل پارامتري آنو برآورد نیمه ��) مقادیر b( 2 ها براي مدلپارامتري آنو برآورد نیمه (��)�) مقادیر a: (1شکل 

)c نمودار (ACF 100  به ازاي=n ،08/0 �� =(�)��و  = ����
�

  

  

  
 2ا براي مدل هپارامتري آنو برآورد نیمه ��) مقادیر b( 2ها براي مدل پارامتري آنو برآورد نیمه (��)�) مقادیر a: (1شکل 

)c نمودار (ACF 100  به ازاي=n ،08/0 �� =(�)��و  = ����
�

   1  

                                                 
1. Autocorrelation Function (ACF) 
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 2ها براي مدل پارامتري آنو برآورد نیمه ��) مقادیر b( 2ها براي مدل پارامتري آنو برآورد نیمه (��)�) مقادیر a: (2شکل

)c نمودار (ACF 100  به ازاي=n ،08/0 �� =(�)��و  = �.� ���(�)+ �.��  

  

  
  به ازاي هاپارامتري آنو برآورد نیمه ��) مقادیر bها (پارامتري آنو برآورد نیمه (��)�) مقادیر a: (3شکل

  50=n  12/0 و �� =(�)��و  = ����
�
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   ها به ازايپارامتري آنو برآورد نیمه ��) مقادیر bها (پارامتري آنو برآورد نیمه (��)�) مقادیر a: (4شکل 

 50=n  12/0 و �� = =(�)��و    �.� ���(�)+ �.��  

  

  مثال واقعی - 6

منظور بررسی کارایی مدل در این بخش، به

هاي نرخ برابري یورو به دلار در پیشنهادي از داده

 2020اکتبر  23تا  2020ژانویه  20ه زمانی دور

ها از سایت رسمی استفاده شده است. داده

www.investing.com اند. استخراج شده  

پارامتري ارائه شده و با در با استفاده از روش نیمه

=(�,�)�نظر گرفتن  ����
�

، تابع غیرخطی 

هاي با توجه به شاخص مدل برآورد شده است.

ارائه  5ها که در جدول فی این مجموعه دادهتوصی

منظور مقایسه، ها چولگی دارند. بهشده است، داده

-هاي با خطاهاي وابسته و مستقل براي پیشمدل

 اند و مقادیر برآوردهايها استفاده شدهبینی داده

ها و ریشه ماکسیمم درستنمایی پارامترهاي مدل

 6دولبینی در جمیانگین توان دوم خطاي پیش

هاي نرخ برابري یورو آورده شده است. نمودار داده

ها (خط آبی به دلار (خط مشکی) و برآوردهاي آن

) در قسمت 2و خط قرمز براي مدل  1براي مدل 

)a نشان داده شده است. قسمت ( 3) شکلb شکل (

خطاهاي برآورد مدل اتورگرسیو  ACF، نمودار 3

  ا نشان ي اول با خطاي وابسته رغیرخطی مرتبه

و همچنین با توجه به  4دهد. با توجه به جدول می

ي اول با ، مدل اتورگرسیو غیرخطی مرتبه5شکل 

بندي این خطاهاي چوله نرمال و وابسته براي مدل

  ها از کارایی بیشتري برخوردار است.داده

  

  هاي نرخ برابري یورو به دلارهاي توصیفی داده: شاخص5جدول 

نگینمیا اندازه نمونه  مجموع چولگی واریانس ماکسیمم مینیمم 

200 1298/1  0691/1  2325/1  001/0  2335/0  9/255  

  

0 10 20 30 40 50

-2
0

2
4

6
8

1
0

(a)

- Regression Function (f(z))
--- Fitted Function (Model 1)
.... Fitted Function (Model 2)

0 10 20 30 40 50

-2
0

2
4

6
8

1
0

(b)

- z
... Estimation of z (Model 1)
--- Estimation of z (Model 2)



  42                                   1401 ديو  آذرریاضی/ سال هشتم، شماره سی و ششم، هاي نوین در و همکاران/ پژوهش لیلا سخابخش
 

 

 

  RMSEپارامترها و مقادیر  ML: برآوردهاي 6جدول 

�� ��� �� مدل  �� �� RMSE 

1 02/0  025/0  50/1  54/3  - 1703/0  

2 03/0 -  001/0  14/2  14/5  9/0  1518/0  

  
 2خطاهاي برآورد مشاهدات در مدل  ACF) نمودار bها (پارامتري آننحنی مشاهدات واقعی و برآورد نیمه) مa: (5شکل 

  

  

  گیري بحث و نتیجه - 7

هاي اتورگرسیو مبتنی بر فرض نرمال بودن مدل

هاي چوله مناسب بندي دادهخطاها براي مدل

  هاي گمراه کننده بینینیستند و منجر به پیش

- وي دیگر در برخی کاربردها با پدیدهشوند. از سمی

  ي غیرخطی بودن حاکم بر سري زمانی مواجه 

رو، در این پژوهش یک مدل شویم. از اینمی

ي اول با خطاي وابسته و اتورگرسیو غیرخطی مرتبه

پارامتري چوله نرمال معرفی و از یک روش نیمه

براي برآورد قسمت غیرخطی آن استفاده شده است. 

از طریق  MLمدل با استفاده از روش  پارامترهاي

دهد اند. نتایج نشان میبرآورد شده EMالگوریتم 

پارامتري در مدل پیشنهادي داراي که برآورد نیمه

  دقت و کارایی مطلوبی است.
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