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 چکیده 

تعر از  استفاده  حق  فیبا  توس  L(t)  یق ینگاشت  نظر،  مورد  تابع  تحدب  از  استفاده  معروف   ینامساو  یبرا  یعیو 

است که    یاضیر یهایمختلف در بحث نامساو  یکاربردها یدارا دیجد ینامساو  نی. اشودیهادامارد ارائه م-تیهرم

  افته یمیتعم  یتمیلگار  نیانگ یو م  یحساب  نیانگیاست شامل م  ینیانگیم  ینامساو  کیدهنده  میدر حالت خاص تعم

  ی نامساو کی فراوان هستند. در واقع  یکاربردها ی شناخته شده و دارا  یاضیر یهانیانگیکه در مباحث مربوط به م 

  ی عیطب  یهاتوان  ی برا  یاضیر  زیدر مباحث آنال   افتهیمیتعم  یتمیلگار  نیانگ یو م  ی حساب  نیانگیدر مورد م   کیکلاس

 داد. در  میتعم  دتریجد  یهاو صورت  یقیحق  یهاآن را به توان  توانیمقاله م  نیا  جیاز نتا  ستفادهوجود دارد که با ا
  ی ان ی. در بخش پامیکن یو اثبات م یمقاله بررس  نیرا در ا L(t) مربوط به نگاشت دیجد یاز خواص تابع یضمن برخ

تا با استفاده از   شودیشرط تحدب تابع مورد نظر م  نیگزیتابع، جا  یبودن و شرط کراندار  "لیپشیتس-𝑀" شرط  

 .دیخاص بدست آ یعدد  یهانیانگیدر رابطه با م  افتهیمیتعم و دتریجد یهایآن نامساو
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 معرفي و مقدمات -1

نامند  اند را مقدار مرکزی میها در اطراف آن توزیع شده مقدار نماینده که اندازه  جامعه آماریدر مطالعه توزیع یک  

ترین  میانگین از متداول. نامندها باشد، معیار گرایش به مرکز می و هر معیار عددی را که معرف مرکز مجموعه داده 

ها است. در واقع میانگین یک تابع آماری است که به عنوان شاخص تمایل مرکزی داده   معیارهای گرایش به مرکز

های حسابی، هندسی، هارمونیک )همساز(، لگاریتمی توان به میانگینها میترین میانگینشود. از معروفمطرح می

تعمیم لگاریتمی  میانگینو  از  کدام  هر  فرمول  کرد.  اشاره  میانگین  یافته  مثال  عنوان  به  دارد.  معینی  کاربرد  ها 

میانگین برای  نسبتهندسی  و  رشدها  از  دادهگیری  محاسبه  برای  هارمونیک  میانگین  است،  مناسب  که ها  هایی 

غلب مورد استفاده قرار  ا گیرد و میانگین حسابی که در سایر موارد واحدهای آن ترکیبی است مورد استفاده قرار می

 کنیم. گیرد اشاره میها که در این مقاله مورد استفاده قرار میدر ادامه به دو مورد از میانگین .گیردمی

,𝑎برای   𝑏 ∈ ℝ+ گیریمدو میانگین خاص زیر را در نظر می: 

𝐴(𝑎𝑏) =
𝑎 + 𝑏

2
 میانگین  حسابی       ,

𝐿𝑛(𝑎, 𝑏) = [
𝑏𝑛+1 − 𝑎𝑛+1

(𝑛 + 1)(𝑏 − 𝑎)
]

1
𝑛

,    میانگین  لگاریتمی  تعمیم یافته

𝑎جاییکه   < 𝑏   و𝑛 ∈ 𝑁 . 

های طبیعی  لگاریتمی تعمیم یافته برای توان در مورد ارتباط بین میانگین حسابی و میانگین کلاسیک زیر  نتیجه  

 برقرار است: 

,𝑎(: برای هر  [1]) 1قضیه  𝑏 ∈ ℝ   0با شرط ≤ 𝑎 < 𝑏   و𝑛 ∈ 𝑁 :نامساوی زیر برقرار است ، 

𝑨𝒏(𝒂, 𝒃) ≤ 𝑳𝒏
𝒏(𝒂, 𝒃) ≤ 𝑨(𝒂𝒏, 𝒃𝒏).        (𝟏. 𝟏) 

های توان توانهادامارد می-نامساوی معروف هرمیت که با استفاده ازاین است    (1.1در مورد نامساوی )نکته اصلی  

,1]به بازه حقیقی  از اعداد طبیعی  نامساوی فوق را     به عنوان یک نتیجه جزئیات آن تعمیم داد که در ادامه    (∞+

 شود. بیان می

:𝑓یک تابع محدب  کنیم که یادآوری می [𝑎, 𝑏] → ℝ :تابعی است که در شرایط زیر صدق کند ، 

𝑓(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (1− 𝑡)𝑓(𝑦),  
,𝑥برای هر   𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]  و𝑡 ∈ [0,1]. 

( تابع با شرایط فوق را محدب نامید و خواص جدید و جالبی را  Jensenقابل ذکر است که برای اولین بار ینسن )

 (. [2,3]برای آن ارائه کرد)

هرمیت نامساوی  به  معروف  ریاضی  متون  در  زیر  آن  -نامساوی  در  که  است،  روی   𝑓هادامارد  محدب  تابع  یک 

[𝑎, 𝑏] باشد. می 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1
𝑏 − 𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
.                   (1.2) 

برای توابع محدب است با کاربردهای فراوان بخصوص   اولین نتیجه بنیادی  نامساوی هرمیت هادامارد بدون اغراق 

میانگین زمینه  میانگیندر  نظیر  بنام  های خاص عددی  ابتدا  در  نامساوی  این  لگاریتمی.  و  هندسی  های حسابی، 

ارائه و اثباتی برای آن بیان    1893گذاری شد، ریاضیدانی که در سال  نام  (Hadamard)هادامارد   میلادی آن را 

ای به  در نامه(Hermite) میلادی ریاضیدانی دیگر بنام هرمیت  1881کرد. اما بعدها مشخص شد که قبلا در سال

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AC%D8%A7%D9%85%D8%B9%D9%87_%D8%A2%D9%85%D8%A7%D8%B1%DB%8C
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به   Mathesisمجله   از آن  لگاریتم  تابع  پایین  بالا و  را در مورد کران  نتایجی  ارائه کرده است و  را  نامساوی  این 

 صورت زیر استخراج نموده است: 

𝑥 −
𝑥2

𝑥 + 2
< 𝑙𝑜𝑔(𝑥 + 1) < 𝑥 −

𝑥2

2(𝑥 + 1)
    (𝑥 > 0),    

نامساوی   هرمیت(1.2) امروزه  بنام  )هادامارد می-را  تعمیم  [4]شناسیم  ببینید(.  برای  را  زیادی  کاربردهای  و  ها 

هرمیت نامساوی  و  محدب  طول  -توابع  در  به   120هادامارد  را  علاقمند  خواننده  که  است  شده  ارائه  اخیر  سال 

 کنیم. دعوت می [10-1,4] مطالعه مراجع 

-از حالت توان  (1.1)، تعمیم رابطه (1.2)هادامارد  -همانطور که بیان کردیم از جمله کاربردهای نامساوی هرمیت

𝑟هادامارد به ازای  -های حقیقی است، به این ترتیب که در نامساوی هرمیتهای طبیعی به توان ∈ [1, و     (∞+

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] کافیست قرار دهیم  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑟 مقدماتی خواهیم داشت: انتگرال . بنابراین با کمی محاسبات 

𝐴𝑟(𝑎, 𝑏) ≤ 𝐿𝑟
𝑟 (𝑎, 𝑏) ≤ 𝐴(𝑎𝑟 , 𝑏𝑟),         (1.3) 

 

,𝑎برای هر   𝑏 ∈ ℝ   0با شرط ≤ 𝑎 < 𝑏  و𝑟 ∈ [1, +∞). 

 . کنیم دعوت می [1,5]های میانگینی، خوانندگان علاقمند را به مطالعه مراجع نامساویبیشتر در باره برای مطالعه 

:𝐿(𝑡)، نگاشت حقیقی  [11]از سوی دیگر در   [0,1] → ℝ    اولین بار برای تابع انتگرالپذیر ,𝑎]بر    𝑓برای  𝑏]  

 :بصورت زیر معرفی شد

𝑳(𝒕) ≔
𝟏

𝟐(𝒃 − 𝒂)

× ∫ [𝒇(𝒕𝒂 + (𝟏 − 𝒕)𝒙) + 𝒇((𝟏 − 𝒕)𝒙 + 𝒕𝒃)]𝒅𝒙
𝒃

𝒂

,                 (𝟏. 𝟒)    

𝑡 برای هر   ∈  و خواص مقدماتی زیر برای آن ارائه و اثبات شد.  [0,1]

 

:𝑓(: فرض کنید  [11]) 2قضیه  [𝑎, 𝑏] → ℝ   یک نگاشت محدب باشد. آنگاه 

 محدب است.  [0,1]روی   𝐿نگاشت 

 است: نامساوی زیر برقرار 

𝐿(𝑡) ≤
1 − 𝑡
𝑏 − 𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑡.
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
, 

𝑡 برای هر   ∈ [0,1] . 

 تساوی زیر برقرار است:

𝑠𝑢𝑝 
0≤𝑡≤1

𝐿(𝑡) =
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
. 

 دهیم. ارجاع می [12]برای مطالعه جدیدترین نتایج در رابطه با نگاشت فوق خوانندگان را به 

تعمیمی برای   𝐿(𝑡)ی فوق، در این مقاله ما با استفاده از نگاشت حقیقی  های بیان شدهبا توجه به نتایج و نامساوی

 ارائه خواهیم کرد.   (1.3)و در نتیجه تعمیمی برای نامساوی میانگینی   (1.2)هادامارد -نامساوی هرمیت

پایانی شرط   نظر جایگزین  تابع  بودن    (M-Lipschitz)  "لیپشیتس-𝑀" در بخش  تابع مورد  و شرط کرانداری 

تحدب   هرمیتشرط  نامساوی  در  اساسی  تا  میهادامارد(  -)شرط  و  شود  با  نامساوینتایج  رابطه  در  های جدیدی 

 های عددی خاص بدست آید.  میانگینهادامارد و -نامساوی هرمیت
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 نتایج اصلی  -2

و   (1.2)تعمیمی برای نامساوی  تظریف و    𝐿(𝑡)در این بخش به عنوان نتایج اصلی با استفاده از تعریف نگاشت   

همچنین در یک گزاره برخی از خواص تابعی،  ارائه خواهیم کرد. (1.3)تعمیمی برای نامساوی  تظریف و در نتیجه 

 کنیم. را بررسی و اثبات می 𝐿(𝑡)مربوط به  

:𝑓: اگر  3قضیه  [𝑎, 𝑏] → ℝ  یک تابع محدب باشد، آنگاه 

𝑡برای هر    ∈ [0,1)\{1
2
 داریم:  ، {

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
)                     (2.1) ≤

1 − 𝑡

|
1

2
− 𝑡|

𝐿(𝑡) −
1

(𝑏 − 𝑎)|1 − 2𝑡|
∫
𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

≤
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)

2
. 

𝑡بعلاوه اگر   =
1

2
 آنگاه   

𝐿 (
1
2
) =

1
(𝑏 − 𝑎)

∫
𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. 

𝑡اثبات: اگر  =  ، آنگاه نتیجه 1

𝐿(1) =
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
, 

تعریف از  )  𝐿(𝑡) که  می 1.4در   بدست  هرمیتآید  (  نامساوی  بجز  جدیدی  نمی هادامارد-دستاورد  کند.  ارائه 

𝑡بنابراین گیریم   ≠ 𝑢 باشد. با استفاده از دو تغییر متغیر  1 = 𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑥 و 

𝑢 = (1− 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑏  کنیم( رسیم )جزئیات را بیان نمی، به تساوی زیر می(1.4)در : 

𝐿(𝑡) =
1

2(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎)
                  (2.2) 

× [∫
𝑡𝑎+(1−𝑡)𝑏

𝑎

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 +∫
𝑏

𝑡𝑏+(1−𝑡)𝑎

𝑓(𝑢)𝑑𝑢]. 

 

 و فرض   اکنون با کمی محاسبات

𝑀(𝑡) = 𝑀𝑎𝑥{𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏, 𝑡𝑏 + (1− 𝑡)𝑎}  

 و

𝑚(𝑡) = 𝑀𝑖𝑛{𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏, 𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎}, 
𝑡 برای هر   ∈ [0,1)\{1

2
 از رابطه فوق بدست می آوریم:  {

       𝟐(𝟏 − 𝒕)(𝒃 − 𝒂)𝑳(𝒕)    

                          =

{
 
 

 
 ∫

𝒃

𝒂

𝒇(𝒖)𝒅𝒖 + ∫
𝒕𝒂+(𝟏−𝒕)𝒃

𝒕𝒃+(𝟏−𝒕)𝒂

𝒇(𝒖)𝒅𝒖,  𝟎 ≤ 𝒕 <
𝟏

𝟐
;

∫
𝒃

𝒂

𝒇(𝒖)𝒅𝒖 + ∫
𝒕𝒃+(𝟏−𝒕)𝒂

𝒕𝒂+(𝟏−𝒕)𝒃

𝒇(𝒖)𝒅𝒖,  
𝟏

𝟐
< 𝒕 < 𝟏.

 

 

= ∫
𝑏

𝑎

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 +∫
𝑀𝑎𝑥{𝑡𝑎+(1−𝑡)𝑏,𝑡𝑏+(1−𝑡)𝑎}

𝑀𝑖𝑛{𝑡𝑎+(1−𝑡)𝑏,𝑡𝑏+(1−𝑡)𝑎}

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 
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= ∫
𝑏

𝑎

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 +∫
𝑀(𝑡)

𝑚(𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑢.                        

 

 گیریم که:از تساوی فوق نتیجه می

1
(𝑏 − 𝑎)|1 − 2𝑡|

∫
𝑀(𝑡)

𝑚(𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑢                                                           (2.3)    

=
1 − 𝑡

|
1

2
− 𝑡|

𝐿(𝑡) −
1

(𝑏 − 𝑎)|1− 2𝑡|
∫
𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.      

 همچنین بدون ارائه اثبات، دو تساوی زیر را برای هر

 𝑡 ∈ [0,1)\{1
2
 گیریم : در نظر می  {

 
𝑀(𝑡) −𝑚(𝑡) = |1 − 2𝑡|(𝑏 − 𝑎) 

 و
𝑀(𝑡) +𝑚(𝑡)

2
=
𝑎 + 𝑏

2
, 

 

کنار   در  محدب     ( 1.2)  هادامارد-هرمیتنامساوی  که  تابع  هر     𝑓برای  برای  معین   انتگرال  خواص  𝑡و  ∈

[0,1)\{1
2
     دهند:نتیجه می  {

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) = 𝑓 (

𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏 + 𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎
2

) 

= 𝑓 (
𝑀(𝑡) +𝑚(𝑡)

2
) ≤

1
𝑀(𝑡) − 𝑚(𝑡)

∫
𝑀(𝑡)

𝑚(𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 

=
1

(𝑏 − 𝑎)|1− 2𝑡|
∫
𝑀(𝑡)

𝑚(𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 ≤
𝑓(𝑀(𝑡)) + 𝑓(𝑚(𝑡))

2
 

=
𝑓(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏) + 𝑓(𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)

2
.  (2.4)    

 ( و انجام محاسبات مربوطه، به نامساوی مورد نظر دست پیدا خواهیم کرد.  2.4(، ) 2.3حال با توجه به روابط )

𝑡 بعلاوه برای  =
1

2
 داریم:  

 𝐿 (
1
2
) =

1
2(𝑏 − 𝑎)

∫ [𝑓 (
𝑥 + 𝑎

2
) + 𝑓 (

𝑥 + 𝑏

2
)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

=
1

(𝑏 − 𝑎)
[∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 + ∫ 𝑓(𝑣)𝑑𝑣

𝑏

𝑎+𝑏

2

𝑎+𝑏

2

𝑎

] =
1

(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥. 

 

 ■  دهد.این تساوی نتیجه مورد نظر را بدست می

 کنیم. را بررسی و اثبات می 𝐿(𝑡)در گزاره زیر برخی از خواص تابعی جدید مربوط به  
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:𝑓 : تابع1گزاره  [𝑎, 𝑏] → ℝ را در نظر بگیرید  . 

𝑝به ازای   > 𝑡و   1 ∈ [0,1)\{1
2
} 

|𝐿(𝑡)| ≤ [(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎)]
−

1
𝑝‖𝑓‖𝑝 

𝑡در حالت خاص برای   =
1

2
 ، 

|𝐿 (
1
2
)| ≤ (𝑏 − 𝑎)

−
1
𝑝‖𝑓‖𝑝 

 در ضمن

𝐿(𝑡) ≤ ‖𝑓‖∞ 

,𝑎]یک تابع محدب  روی    𝑓اگر   𝑏]    باشد، آنگاه تظریف(refinement)  برقرار  هادامارد-زیر از نامساوی هرمیت

  شود:می

𝒇 (
𝒂 + 𝒃

𝟐
) ≤

𝟏

𝒃 − 𝒂
∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 ≤
𝒃

𝒂

𝟏

𝟐(𝒃 − 𝒂)
× 

[∫ ∫ 𝒇(𝒕𝒂 + (𝟏 − 𝒕)𝒃)𝒅𝒙𝒅𝒕 +
𝒃

𝒂

𝟏

𝟎

 

∫ ∫ 𝒇(𝒕𝒃 + (𝟏 − 𝒕)𝒙)𝒅𝒙𝒅𝒕
𝒃

𝒂

𝟏

𝟎

] ≤
𝒇(𝒂) + 𝒇(𝒃)

𝟐
. 

,𝑎]بر   𝑓فرض کنید 𝑏]  :پیوسته باشد. نتیجه زیر برقرار است 

lim
𝑡→1

𝐿(𝑡) =
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
. 

,𝑎]بر   𝑓فرض کنید 𝑏]  پیوسته باشد. حداقل یک 

t0 ∈ (0,
1

2
 موجود است که   (

𝐿(t0) = 
𝑓(t0𝑎 + (1− t0)𝑏) + 𝑓(t0𝑏 + (1− t0)𝑎)  

2
. 

 

 اثبات:

𝑞عدد   > انتخاب کنید که    1 1را طوری 

𝑝
+

1

𝑞
= از )  1 با استفاده  نامساوی هولدر  2.2. اکنون    (Hölder)( و 

 داریم: 

|𝐿(𝑡)| ≤
‖𝑓‖𝑝

2(1−𝑡)(𝑏−𝑎)
×[(∫ 𝑑𝑢

𝑡𝑎+(1−𝑡)𝑏
𝑎

)

1
𝑞

 

+(∫ 𝑑𝑢
𝑏

𝑡𝑏+(1−𝑡)𝑎 )

1
𝑞
 ]=

[(1−𝑡)(𝑏−𝑎)]
1
𝑞

(1−𝑡)(𝑏−𝑎)
‖𝑓‖𝑝 = [(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎)]

−
1
𝑝‖𝑓‖𝑝 

,𝑎]بر    𝑓اگر   𝑏]  ( در قضیه  1محدب باشد، آنگاه طبق قسمت )نگاشت  2 ،𝐿(𝑡)    محدب است و طبق    [0,1]بر

 هادامارد داریم: -نامساوی کلاسیک هرمیت

𝐿 (
1
2
) ≤ ∫ 𝐿(𝑡)𝑑𝑡

1

0
≤
𝐿(0) + 𝐿(1)

2
=

𝑓(𝑎)+𝑓(𝑏)

2
+

1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

2
. 

,𝑎]بر   𝑓حال چون تابع  𝑏]  هادامارد داریم:-محدب است با استفاده مجدد از نامساوی هرمیت 
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𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤ 𝐿 (

1
2
) 

 و
𝑓(𝑎)+𝑓(𝑏)

2
+

1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

2
≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
. 

 دهند.  ها نتیجه مورد نظر را بدست میاین نامساوی

( نتیجه  2.2)مشتقگیری از انتگرال( در ) (Leibnizو  قضیه لایبنیتز)   (L’Hôpital)با استفاده از قاعده هوپیتال  

 آید. مورد نظر بدست می 

𝐿(0)از آنجا که   = 𝐿(
1

2
,𝑎]پیوسته بر      𝐿و نگاشت    ( 𝑏]    پذیر بر  مشتقو(𝑎, 𝑏)    است آنگاه طبق قضیه رل

(Rolle)  یک ،t0 ∈ (0,
1

2
𝐿′(𝑡0)موجود است بطوریکه    ( =  . در نتیجه  0

−2(1− 𝑡0)(𝑏 − 𝑎)2 × [ 𝑓(𝑡0𝑎 + (1 − 𝑡0)𝑏) + 𝑓(𝑡0𝑏 + (1− 𝑡0)𝑎)]  

+2(𝑏 − 𝑎) [∫
𝑡0𝑎+(1−𝑡0)𝑏

𝑎

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 +∫
𝑏

𝑡0𝑎+(1−𝑡0)𝑏

𝑓(𝑢)𝑑𝑢] = 0. 

 بنابراین 

1
(1− 𝑡0)(𝑏 − 𝑎)

[∫
𝑡0𝑎+(1−𝑡0)𝑏

𝑎

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 +∫
𝑏

𝑡0𝑎+(1−𝑡0)𝑏

𝑓(𝑢)𝑑𝑢]

= 𝑓(𝑡0𝑎 + (1− 𝑡0)𝑏) + 𝑓(𝑡0𝑏 + (1− 𝑡0)𝑎) 
 

 این معادل است با اینکه 

2𝐿(t0) = 𝑓(t0𝑎 + (1− t0)𝑏) + 𝑓(t0𝑏 + (1− t0)𝑎). 
■ 

 ( مراجعه کنید. [13]به )قضیه رل قضیه لایبنیتز و قاعده هوپیتال ، نکته: برای مشاهده 

هادامارد است و نتیجه  -ساوی کلاسیک هرمیتم نا در موردشود که نتیجه اول حاصل می  3نتیجه زیر از قضیه   چند

 های عددی خاص است.  دوم تعمیمی از یک نامساوی کلاسیک بین میانگین

 

قضیه  1  نتیجه هرمیت3:  نامساوی  از  توسیعی  می-،  ارائه  زیرا  هادامارد  هر  کند  برای  آمده  بدست  𝑡نتیجه  ∈

[0,1)\{1
2
:𝑓برای تابع محدب  در حالت خاص معتبر است و   { [𝑎, 𝑏] → ℝ  ، به ازای 

 𝑡 =  آوریم: بدست می 0

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1
(𝑏 − 𝑎)

∫
𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
, 

 هادامارد است. -که همان نامساوی کلاسیک هرمیت

 

 اگر قرار دهیم   ،3 : با توجه به روند اثبات قضیه2نتیجه  

 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑟  ;  𝑟 ∈ [1, 0 آنگاه برای،   (∞ ≤ 𝑎 < 𝑏  و 

 𝑡 ∈ [0,1)\{1
2
 خواهیم داشت:                                  {
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𝐿(𝑡) =
(𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏)𝑟+1 − (𝑡𝑏 + (1− 𝑡)𝑎)𝑟+1 + 𝑏𝑟+1 − 𝑎𝑟+1

2(𝑏 − 𝑎)(1− 𝑡)(𝑟 + 1)
 

 دهد که نتیجه می
1 − 𝑡

|
1

2
− 𝑡|

𝐿(𝑡) 

=
(𝑀(𝑡))𝑟+1 − (𝐿(𝑡))𝑟+1 + 𝑏𝑟+1 − 𝑎𝑟+1

(𝑏 − 𝑎)|1− 2𝑡|(𝑟 + 1)
. 

 است که از طرفی دیگر واضح 

1
(𝑏 − 𝑎)|1 − 2𝑡|

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏𝑟+1 − 𝑎𝑟+1

(𝑏 − 𝑎)|1− 2𝑡|(𝑟 + 1)

𝑏

𝑎

. 

 بدست خواهیم آورد:  با استفاده از دو تساوی فوق و کمی محاسبه در نهایت

1− 𝑡
1

2
− 𝑡

𝐿(𝑡) −
1

(𝑏 − 𝑎)|1− 2𝑡|
∫
𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
(𝑀(𝑡))

𝑟+1
− (𝑚(𝑡))

𝑟+1

(𝑏 − 𝑎)|1− 2𝑡|(𝑟 + 1)

= 𝑙𝑟
𝑟(𝑀(𝑡),𝑚(𝑡)), 

𝑡برای هر   ∈ [0,1)\{1
2
 دست خواهیم یافت:زیر  هاینامساوی ( به2.1. اکنون با جایگزینی روابط فوق در )  {

𝐴𝑟(𝑎, 𝑏) = 𝐴𝑟(𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏, 𝑡𝑏 + (1− 𝑡)𝑎)                                    (2.3)    
= 𝐴𝑟(𝑚(𝑡),𝑀(𝑡)) ≤ 𝐿𝑟

𝑟(𝑚(𝑡),𝑀(𝑡)) ≤ 𝐴(𝑚𝑟(𝑡),𝑀𝑟(𝑡)) 

= 𝐴((𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏)𝑟 , (𝑡𝑏 + (1− 𝑡)𝑎)𝑟),        
𝑡برای هر   ∈ [0,1)\{1

2
}  . 

نتیجه ) 3نتیجه   قرار دهیم  2.3رابطه )(  5: اگر در  𝑡(، در حالت خاص  = برای   0 0، آنگاه  ≤ 𝑎 < 𝑏    و𝑟 ∈

[1,  : رسیمزیر می نامساوی میانگینیبه  (∞

 𝐴𝑟(𝑎, 𝑏) ≤ 𝐿𝑟
𝑟 (𝑎, 𝑏) ≤ 𝐴(𝑎𝑟 , 𝑏𝑟), 

که پیشتر در بخش مقدمات   دهد( بدست می1.3از رابطه ) جدید  تعمیمی    تظریف و   ( 2.3) ابطه  دهد رکه نشان می

𝑟اگر فرض کنیم    در خاص ترین حالت   . بعلاوهبه آن اشاره شده است = 𝑛 ∈ 𝑁      کلاسیک  آنگاه به نامساوی

 رسیم. ( در بخش مقدمات می1.1)

 و کراندار  " لیپشیتس-𝑴"توابع -3

که    تخمین تفاضل دو سمت نامساوی استترین مسائل بررسی و  یکی از رایج  ،هر نامساویآنالیز ریاضی برای  در   

البته اگر این نامساوی از نوع تابعی یا انتگرالی باشد آنگاه بر حسب خواص تابع مورد بحث، میزان تخمین متفاوت  

را برای تفاضل میانگین  جدید  ، تخمینی  𝐿(𝑡). در این بخش سعی داریم با استفاده از تعریف نگاشت  خواهد بود

شرط تحدب تابع را برداشته و  ( بدست آوریم. برای انجام اینکار  1.3یافته در )حسابی و میانگین لگاریتمی تعمیم

دلیل  شرط کرانداری صدق کند.  در  همچنین  یا  و    "لیپشیتس-𝑀" کنیم که تابع مورد نظر در یک شرط  فرض می

 انتخاب این دو رده از توابع بجای توابع محدب قضیه زیر است: 

,𝑎]بر  𝑓اگر  (: [14]) 4قضیه  𝑏]   محدب باشد، آنگاه روی[𝑎, 𝑏]  ،"𝑀-و کراندار است.  "لیپشیتس 

کنیم و سپس به توابع کراندار و  بیان می  "لیپشیتس -𝑀" هایی در مورد توابع  در این بخش ابتدا نتایج و نامساوی

 پردازیم. نتایج مربوط به آن می
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بگیرید.    𝐼(:  [14])  1  تعریف نظر  در  بازه حقیقی  یک  :𝑓تابع  را  𝐼 → ℝ    را"𝑀-روی    "لیپشیتس𝐼  نامیم،  می

𝑀 هرگاه عدد حقیقی ≥ ,𝑥موجود باشد بطوریکه برای هر    0 𝑦 ∈ 𝐼  داشته باشیم 
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑀|𝑥 − 𝑦|. 

 است:  "لیپشیتس -𝑀" در رابطه با توابع  𝐿(𝑡)قضیه زیر بیانگر برخی خواص نگاشت  

:𝑓: فرض کنید  5 قضیه 𝐼 → ℝ ، تابع"𝑀-روی   "لیپشیتس𝐼   باشد. برای هر𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼   با شرط𝑎 < 𝑏 :آنگاه 

𝐿(𝑡)    یک نگاشت𝑀(𝑏−𝑎)

2
 لیپشیتس است. - 

0برای هر   ≤ 𝑡 ≤ 1 ، 

|𝐿(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤
𝑀𝑡(𝑏 − 𝑎)

2
.               

 

0برای هر   ≤ 𝑡 ≤ 1 ،  

|𝐿(𝑡) −
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
| ≤

𝑀(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎)

2
.    

 نامساوی زیر برقرار است: 

|𝐿 (
1
2
) − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| ≤

𝑀(𝑏 − 𝑎)

4
.              

0برای هر   ≤ 𝑡 ≤ 1 ، 

|𝐿(𝑡) − 𝑡
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
− (1− 𝑡)

1
𝑏 − 𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ 𝑀𝑡(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎).                

 اثبات:

 را در نظر بگیرید. برای این دو نقطه داریم:  [0,1]در   𝑡2و  𝑡1دو نقطه  

|𝐿(𝑡2) − 𝐿(𝑡1)|

≤
1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ [|𝑓(𝑡2𝑎 + (1− 𝑡2)𝑥) + 𝑓((1− 𝑡2)𝑥 + 𝑡2𝑏)
𝑏

𝑎

− 𝑓(𝑡1𝑎 + (1− 𝑡1)𝑥) − 𝑓((1− 𝑡1)𝑥 + 𝑡1𝑏)|]𝑑𝑥

≤
1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ [|𝑓(𝑡2𝑎 + (1− 𝑡2)𝑥) − 𝑓(𝑡1𝑎 + (1 − 𝑡1)𝑥)|
𝑏

𝑎

+ |𝑓((1− 𝑡2)𝑥 + 𝑡2𝑏) − 𝑓((1− 𝑡1)𝑥 + 𝑡1𝑏)|]𝑑𝑥

≤
𝑀

2(𝑏 − 𝑎)
∫ (|(𝑡2 − 𝑡1)𝑎 + (𝑡1 − 𝑡2)𝑥|
𝑏

𝑎

+ |(𝑡1 − 𝑡2)𝑥 + (𝑡2 − 𝑡1)𝑏)|)𝑑𝑥

=
𝑀

2(𝑏 − 𝑎)
∫ (|𝑡2 − 𝑡1|
𝑏

𝑎

|𝑎 − 𝑥| + |𝑡2 − 𝑡1||𝑏 − 𝑥|)𝑑𝑥

=
𝑀

2(𝑏 − 𝑎)
|𝑡2 − 𝑡1|∫ (𝑥 − 𝑎

𝑏

𝑎

+ 𝑏 − 𝑥)𝑑𝑥

=
𝑀(𝑏 − 𝑎)

2
|𝑡2 − 𝑡1|,        (3.1) 

𝑀(𝑏−𝑎)یک نگاشت    𝐿(𝑡)که نشان می دهد 

2
 لیپشیتس است. - 
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𝑡2( قرار دهیم  3.1اگر در رابطه ) = 𝑡  و𝑡1 =  آنگاه خواهیم داشت:  0

|𝐿(𝑡) − 𝐿(0)| ≤
𝑀(𝑏 − 𝑎)

2
|𝑡|, 

 : دهد که نتیجه می

|𝐿(𝑡) −
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤
𝑀𝑡(𝑏 − 𝑎)

2
, 

0برای هر   ≤ 𝑡 ≤ 1. 

𝑡2( قرار دهیم  3.1کافیست در رابطه ) = 𝑡  و𝑡1 = 1 . 

𝑡برای   =
1

2
 𝑓اینکه تابع  و 𝐿(𝑡)، از تعریف نگاشت   

  "𝑀-روی   "لیپشیتس[𝑎, 𝑏] خواهیم داشت: ت،اس   

|𝐿 (
1
2
) − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)| ≤

≤
1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ |𝑓 (

𝑎 + 𝑥

2
) − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

+
1

2(𝑏 − 𝑎)
∫ |𝑓 (

𝑥 + 𝑏

2
) − 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
)|𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑀

2(𝑏 − 𝑎)
∫ |

𝑎 + 𝑥 − (𝑎 + 𝑏)

2
|

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

+
𝑀

2(𝑏 − 𝑎)
∫ |

𝑏 + 𝑥 − (𝑎 + 𝑏)

2
|

𝑏

𝑎

𝑑𝑥

=
𝑀

4(𝑏 − 𝑎)
 ∫ (|𝑥 − 𝑏|

𝑏

𝑎

+ |𝑥 − 𝑎|)𝑑𝑥 =
𝑀(𝑏 − 𝑎)

4
. 

tهر  به ازایچون  ∈ 𝐿(𝑡) در نظر گرفت کهتوان می [0,1] = 𝑡𝐿(𝑡) + (1− 𝑡)𝐿(𝑡) بنابراین ، 

|𝐿(𝑡) − 𝑡
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
− (1 − 𝑡)

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ 𝑡 |𝐿(𝑡) −
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
| + (1 − 𝑡) |𝐿(𝑡) −

1
𝑏 − 𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤
𝑀𝑡(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎)

2
+
𝑀𝑡(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎)

2
≤ 𝑀𝑡(1− 𝑡)(𝑏 − 𝑎), 

 ■ را نتیجه خواهد داد. مورد نظر که نامساوی

:𝑓فرض کنید نگاشت  را یک بازه حقیقی در نظر بگیرید.    𝐼  :4نتیجه   𝐼 → ℝ  پذیر روی  ، محدب و دیفرانسیل𝐼  

با شر ,𝑎ط  وباشد  𝑏 ∈ 𝐼    ،𝑎 < 𝑏    و𝑀 = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[𝑎,𝑏]|𝑓
′(𝑥)| < موجود در    هاینامساویتمام  . آنگاه  ∞

 شوند.، مجددا برقرار می 8صورت قضیه 

,𝑥برای هر   [14](Lagrange) اثبات: طبق قضیه لاگرانژ  𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]  یک𝑧   در بین آنها موجود است بطوریکه 
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = |𝑥 − 𝑦||𝑓′(𝑧)| ≤ 𝑠𝑢𝑝𝑥∈[𝑎,𝑏]|𝑓

′(𝑥)| = 𝑀|𝑥 − 𝑦|. 

نامساوی نشان می  ,𝑎]بر    𝑓دهد که  این  𝑏]    تابع نتیجه  "لیپشیتس-𝑀" یک  موجود در  روابط    تمام  است و در 

 ■  افتند.، مجددا اتفاق می 8صورت قضیه 

 ( قرار دهیم 2( قسمت ) 8اگر در قضیه ) :1مثال 
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 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑟  ;  𝑟 ∈ [1, 0 ، آنگاه برای (∞ ≤ 𝑎 < 𝑏   :داریم 

|𝑙𝑟
𝑟((𝑡𝑎 + (1− 𝑡)𝑏), (𝑡𝑏 + (1− 𝑡)𝑎)) − 𝑙𝑟𝑟(𝑎, 𝑏)| ≤ |

𝑡(1− 𝑡)

1 − 2𝑡
| 𝑟𝑏𝑟−1(𝑏 − 𝑎), 

𝑡  هر برای ∈ [0,1]\{1
2
 ( داریم: 8( قضیه )3همچنین با همین فرضیات از قسمت ) .{

|(1 − 2𝑡)𝑙𝑟
𝑟((𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏), (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)) + 𝑙𝑟

𝑟(𝑎, 𝑏) − 2(1 − 𝑡)𝐴(𝑎𝑟 , 𝑏𝑟)|

≤ (1 − 𝑡)2𝑟𝑏𝑟−1(𝑏 − 𝑎), 
𝑡  هر برای ∈ [0,1]. 

𝑡در نامساوی قبل قرار دهیم   در حالت خاص اگر =
1

2
 آنگاه: 

|𝑙𝑟
𝑟(𝑎, 𝑏) − 𝐴(𝑎𝑟 , 𝑏𝑟)| ≤

𝑟𝑏𝑟−1(𝑏 − 𝑎)

4
. 

نامساوی اول   فوق  قابل ذکر است که  آمده در مثال  از نوع میانگینبدست  نامساوی جدید  تعمیم    یک  لگاریتمی 

که   است  [15]( از مرجع  2.3از اولین نامساوی بدست آمده در نتیجه )  جدید است و نامساوی دوم تعمیمی  یافته

تعمیمجدید  تخمینی    به لگاریتمی  میانگین  و  حسابی  میانگین  تفاضل  فرض پردازدمی  یافتهبرای  با  ضمن  در   .

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
    ،𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  و𝑓(𝑥) = −𝑙𝑛𝑥   که همگی توابعی محدب روی بازه[𝑎, 𝑏]  البته با این    هستند(

0شرط که   ≤ 𝑎 < 𝑏،)  وجود دارند را تعمیم    [15]( از  2.3دیگری که در نتیجه ) جدید  های  توان نامساویمی

   کنیم.اما خواننده علاقمند را تشویق به تحقیق در این زمینه می  داد که در اینجا به آنها نخواهیم پرداخت

هرمیت نامساوی  ارتباط  مورد  در  بیشتر  مطالعات  توابع  -برای  با  مراجع  "لیپشیتس-𝑀"هادامارد  را    [15,16]، 

 مطالعه نمایید.

، تخمین دیگری را برای  𝐿(𝑡)در قضیه زیر با اعمال شرط کرانداری بر تابع مورد نظر و با استفاده از تعریف نگاشت 

 آوریم. ( بدست می1.3یافته در )تفاضل میانگین حسابی و میانگین لگاریتمی تعمیم

:𝑓: اگر  6قضیه   [𝑎, 𝑏] → ℝ     برای هر باشد، یعنی  𝑥کراندار  ∈ [𝑎, 𝑏]    باشیم 𝑚داشته  ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀    ،

 آنگاه:

𝑚 ≤ 𝐿(𝑡) ≤ 𝑀. 

|L(t) −
𝑚+𝑀

2
| ≤

𝑀−𝑚

2
   ، 

𝑡برای هر   ∈ [0,1]. 

 اثبات: 

𝑚گیری از اجزای نامساوی  با انتگرال ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀   نسبت به متغیر𝑥   روی بازه[𝑎, 𝑏] .اثبات واضح است ، 

𝑚با استفاده از نامساوی   ≤ 𝐿(𝑡) ≤ 𝑀( بدست آمده است می توان نوشت: 1، که در قسمت ) 

𝑚 −
𝑚 +𝑀

2
≤ 𝐿(𝑡) −

𝑚 +𝑀

2
≤ 𝑀 −

𝑚 +𝑀

2
, 

 دهد  که نتیجه می
𝑚 −𝑀

2
≤ 𝐿(𝑡) −

𝑚 +𝑀

2
≤
𝑀 −𝑚

2
. 

■ 
 را ببینید(   [10]چون هر تابع محدب، کران دار است )

 می توان به نتیجه زیر دست یافت. 11بلافاصله از قضیه  

:𝑓فرض کنید نگاشت  : 5نتیجه   [𝑎, 𝑏] → ℝ   محدب باشد. اعداد حقیقی ،𝑚   و𝑀  موجودند بطوریکه 
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𝑚 ≤ 𝐿(𝑡) ≤ 𝑀 

|L(t) −
𝑚+𝑀

2
| ≤

𝑀−𝑚

2
𝑡، برای هر    ∈ [0,1]. 

 

 ( قرار دهیم 11اگر در قضیه ) : 2مثال 

 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑟  ;  𝑟 ∈ [1, 0 ، آنگاه برای  (∞ ≤ 𝑎 < 𝑏   :داریم 

|(1 − 2𝑡)𝑙𝑟
𝑟((𝑡𝑎 + (1 − 𝑡)𝑏), (𝑡𝑏 + (1 − 𝑡)𝑎)) + 𝑙𝑟

𝑟(𝑎, 𝑏) − 2(1 − 𝑡)𝐴(𝑎𝑟 , 𝑏𝑟)|

≤ (𝑏𝑟 − 𝑎𝑟)(1− 𝑡). 
𝑡در حالت خاص اگر   =

1

2
 در نظر گرفته شود آنگاه 

|𝑙𝑟
𝑟(𝑎, 𝑏) − 𝐴(𝑎𝑟 , 𝑏𝑟)| ≤

𝑏𝑟 − 𝑎𝑟

2
, 

ذکر این نکته لازم است   کند.ارائه مییافته  تفاضل میانگین حسابی و میانگین لگاریتمی تعمیمکه تقریبی جدید از  

محدب(   توابع  از  استفاده  )با  کلاسیک  حالت  در  لگاریتمی  که  میانگین  و  حسابی  میانگین  تفاضل  برای  تخمین 

 ارائه شده است:  [8]بصورت زیر در  یافتهتعمیم

|𝐴(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛) − 𝑙𝑛
𝑛(𝑎, 𝑏)| 

≤
𝑛(𝑏 − 𝑎)

4
𝐴(|𝑎|𝑛−1, |𝑏|𝑛−1), 

𝑛برای   ∈ 𝑁    و𝑛 ≥ در  2 البته  آمده  تعمیم  [18]و    [17].  بدست  زیر  بصورت  نامساوی فوق  از  های جدیدی 

 است: 

|𝐴(𝑎𝑟 , 𝑏𝑟) − 𝑙𝑟
𝑟(𝑎, 𝑏)| ≤

𝑟(𝑏 − 𝑎)

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
𝐴(|𝑎|𝑟−1, |𝑏|𝑟−1) [

1
2𝑘
+ 𝑘], 

𝑟که در آن   ∈ (−∞,−1) ∪ (−1,0) ∪ (1, ∞) ،𝑘 ≤ 𝑘و  1 ≠ −2, −1 . 

𝑓(𝑥)در نهایت قابل ذکر است که برای توابع محدب   نکته:   =
1

𝑥
    ،𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥   و𝑓(𝑥) = −𝑙𝑛𝑥   و غیره

خواننده علاقمند را تشویق به تحقیق در این زمینه  های غیرمیانگینی اما جالبی را بدست آورد که توان نامساویمی

 کنیم. می
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