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  04/11/1399تاریخ پذیرش مقاله:    17/07/1399تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده

است. یک  GE)( هايو مجموعه یال GV)(ي بدون جهت با مجموعه رئوس   یک گراف ساده G کنیمفرض می
uveبه صورت  eیال مانند   شود، که در آن  در نظر گرفته می)(, GVvu   و گوییمu  وv  در گراف

بر آن واقع است و آن را با  uهایی است که رأس  برابر تعداد یال Gاز گراف  uرأس مجاورند. درجه  Gرئوس 
uGdeg شود به  دهیم. یک شاخص توپولوژیک یک کمیت عددي است که به یک گراف نسبت داده مینشان می

باشد،  Gیک شاخص توپولوژیک روي گراف  GTop)(کنیم  ها پایاست. فرض می حت یکریختی گرافکه ت طوري
)()(، داریم: Hو  Gبه ازاي هر دو گراف یکریخت  HTopGTop هایی که بر اساس درجه  . اولین شاخص

در این مقاله روي نوع دیگري ازین پایاهاي  باشند. ، شاخص هاي زاگرب نوع اول و دوم میاند رئوس تعریف شده 
صورت  به Gنظمی کامل گراف نظمی کامل مطالعاتی خواهیم داشت. شاخص بیگراف، به نام شاخص بی
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2
1)(

GVvu
GGt vuGirr ال روي زنجیرهاي شود،. در این مقاله ابتدا دو روش انتق تعریف می

ها، کران بالا و پایین براي شاخص بی نظمی کامل به دست  پولیومینو معرفی کرده سپس با استفاده از این انتقال
هاي زنجیرهاي پولیومینو تحت شاخص ، فرینهنیم که زنجیر خطی و زنجیر زیگزاگکعلاوه ثابت می آوریم. به می
  باشند. نظمی کامل می بی
  

  نظمی کامل، زنجیر پولیومینو، زنجیر خطی، زنجیر زیگزاگ. درجه رأس، انتقال، بی هاي کلیدي: واژه
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  مقدمه -1
یک گراف ساده با مجموعه  G کنیم فرض می

است.  GE)(هاي  و مجموعه یال GV)(رئوس 
uveورت به ص eیک یال مانند    در نظر گرفته

,)(شود، که در آن  می GVvu صورت  ، در این
مجاورند. درجه رأس  Gدر گراف  vو  uگوییم 
u  از گرافG  هایی است که رأس  تعداد یالبرابر
u  بر آن واقع است وآن راuGdeg  با نشان
  دهیم.  می

یک شاخص توپولوژیک یک کمیت عددي است که 
که تحت  شود، به طوري به یک گراف نسبت داده می

ها پایاست. تا کنون هزاران شاخص  یکریختی گراف
ها بر  ه است، این شاخصتوپولوژیک تعریف شد

ي رئوس،  اساس پارامترهاي مختلفی مانند، درجه
اند. ها و ... تعریف شده ي یال ي رئوس، فاصله فاصله

توسط  1947اولین شاخص توپولوژیک در سال 
شیمیدان آمریکایی به نام هارولد وینر تعریف شده 

. این شاخص به صورت جمع تمامی [1]است، 
شود: فرض  تعریف می Gفواصل بین رئوس گراف 

صورت  یک گراف همبند است، در این Gکنیم  می
به صورت زیر تعریف  Gشاخص وینر گراف 

  شود: می
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هاي  براي اطلاعات بیشتر در مورد شاخص

ده توصیه توپولوژیک مطالعه منابع مشخص ش
. اولین شاخصی که بر اساس درجه [4-2]گردد،  می

سال پیش توسط  30رئوس تعریف شده، بیش از 
هاي زاگرب،  گوتمن و تریناجستیک به نام شاخص

هاي زاگرب به صورت  . شاخص[5]ارائه شده است 
  شوند:  زیر تعریف می
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1)(که به  GM رب نوع اول و به شاخص زاگ
)(2 GM شود.  شاخص زاگرب نوع دوم گفته می

هاي زاگرب  براي اطلاعات بیشتر در مورد شاخص
  شود.  توصیه می  [6,7]نوع اول و دوم مطالعه منابع

آلبرستون با توجه به درجه رئوس یک گراف شاخص 
ر تعریف کرده را در به صورت زی Gنظمی گراف  بی

  : [8]است،
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پس از آن ابدو و همکارانش نسخه جدیدي از 

نظمی  نظمی گراف به نام شاخص بی شاخص بی
به صورت  Gکامل معرفی کردند، که براي گراف 

  :[9]شود، زیر تعرف می
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هاي با بیشترین  فو ثابت شده است که همه گرا

نظمی کامل تعیین شده و  مقدار شاخص بی
هاي از  همچنین اثبات شده که از بین تمام درخت

نظمی کامل  مرتبه یکسان، ستاره بیشترین مقدار بی
  را داراست. 

 nهمچنین اثبات شده که براي یک گراف ساده 
  برقرار است:نامساوي زیر  Gرأسی 
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نظمی کامل هر دو  نظمی و بی هاي بی مقادیر شاخص

 Girrt)(صفرند اگر و تنها اگر گراف منظم باشد و 
اي  باشد. مقایسه می Girr)(یک کران بالا براي 

ها  نظمی کامل گراف نظمی و بی بین شاخص بی
. در این مرجع ثابت شده  [10]،صورت گرفته است

رأس  nبا  Gاست که، براي هر گراف همبند 

4
)()( 2 GirrnGirrt علاوه، اگر  . بهG  درخت
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)()2()(گاه  باشد، آن GirrnGirrt  براي .
 اطلاعات بیشتر در مورد شاخص بی نظمی کامل

شود. در این مقاله به  توصیه می  [11,12]مطالعه
نظمی کامل زنجیرهاي پولیومینو  مطالعه شاخص بی

  پردازیم.  می
در این قسمت به یادآوري برخی مفاهیم مرتبط با 

پردازیم که، در این مقاله از  زنجیرهاي پولیومینو می
شود. یک دستگاه پولیومینو یک  ها استفاده می آن

که هر  طوري تناهی مسطح است بههمبند م- 2گراف 
وجه داخلی آن توسط یک مربع احاطه شده باشد. 
به عبارت دیگر وجوه داخلی توسط یک پیوند یالی 

شوند. به یک دستگاه پولیومینو،  به هم متصل می
شود، هر گاه مرکز  یک زنجیر پولیومینو گفته می

ي،  هم متصل کنیم دنباله هاي مجاور را به  مربع
nccc ,,, 21  که در آن) ،ic مرکز ،i امین مربع

  . [13]باشد) تشکیل یک مسیر دهد، می
مربع باشد، به  nیک زنجیر پولیومینو با  nBاگر 

|)(|22وضوح   nBV n  13و|)(|  nBE n .

هر مربع در یک زنجیر پولیومینو در مجاورت با یک 
یا دو مربع دیگر قرار دارد. اگر یک مربع، فقط با یک 

مربع را، مربع پایانه و اگر   مربع دیگر مجاور باشد، آن
یک مربع با دو مربع مجاور بوده و داراي یک رأس از 

، 1گویند. در شکل  باشد، به آن گره می 2درجه 
 Kها با حرف  و گره  Tیانه با حرف هاي پا مربع

  اند.نشان داده شده
یک زنجیر پولیومینوي بدون گره را یک زنجیر 

دهیم.  نمایش می nLنامیم و آن را با  خطی می
  )2(شکل 

در یک زنجیر پولیومینو، به زنجیر خطی ماکسیمال 
ل مربع پایانه و (یا) گره باشد، یک بند گفته که شام

هاي موجود در یک بند را طول  شود. تعداد مربع می
نشان داده  Sl)(با  Sنامیم، طول بند  بند می

از یک زنجیر پولیومینو با  Sشود. براي هر بند  می
2n  ،مربع داریمnSl  ، 3. در شکل 2)(

بند هاي یک زنجیر پولیومینو با خطوط جهت دار 
  نشان داده شده است. 

  
K

K K

T

T

  
  نشان داده شده است. Kها با حرف  و گره  Tهاي پایانه با حرف  : مربع1شکل 

  

  
  .nL. یک زنجیر خطی 2شکل 

  

S1

S2

S3

S4

S5  
  : بندهاي یک زنجیر پولیومینو.3شکل 
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 2nمربع که داراي  nیک زنجیر پولیومینو با 
نامیم و آن را با  گره باشد را یک زنجیر زیگزاگ می

nZ بارت دیگر یک زنجیر دهیم. به ع نمایش می
نامیم اگر و تنها  پولیومینو را یک زنجیر زیگزاگ می

  )4باشد. (شکل  2اگر هر بند آن داراي طول 
هاي زنجیرهاي  زنگ و ژانگ، مطالعاتی روي فرینه

مجموعه مستقل kو   تطابقkپولیومینو تحت 
را روي  PIژو و چن نیز شاخص  .[14]اند،داشته

. [15]زنجیرهاي پولیومینو مورد بررسی قرار دادند،
ها روند این سري مطالعات توسط چن و  پس از آن

. نویسنده حاضر این [16]همکارانش ادامه یافت،
طالعاتی را با محاسبه شاخص هاي زاگرب روند م

ها را  هاي آن زنجیرهاي پولیومینو ادامه داد و فرینه
. در این مقاله نیز قصد داریم، [17]به دست آورد،

نظمی کامل را روي زنجیرهاي پولیومینو  شاخص بی
مورد بررسی قرار دهیم و زنجیرهاي پولیومینوي 

  دست آوریم. فرینه را تحت این شاخص به
  

  نتایج اصلی -2
در این بخش هدف اصلی یافتن زنجیرهاي 

نظمی کامل  بر اساس شاخص بی  پولیومینوي فرینه
باشد. نتایج این بخش را با استفاده از روش  می

آوریم. ابتدا دو نوع انتقال روي  انتقال به دست می
  دهیم.  زنجیرهاي پولیومینو شرح می

  

اول، از یک  براي انجام انتقال نوع انتقال نوع اول:
با  nBمربع، یک بند از  nبا  nBزنجیر پولیومینو 

بیشترین طول که حداقل شامل یک مربع پایانه 
کنیم طول این  کنیم. فرض می باشد را انتخاب می

نامیم. حال  می tLا باشد، بند انتخابی ر tبند برابر 
واقع نیست) را حذف  tLیک مربع پایانه (که روي 

 1tLکنیم تا  متصل می tLکرده و به مربع پایانه 
1ایجاد شود. این زنجیر پولیومینوي جدید را 

nB 
، انتقال نوع اول روي یک زنجیر 5یم. شکل نام می

  نمایش داده شده است. Bپولیومینو 

  
  .7Zو 6Zزنجیرهاي زیگزاگ  :4شکل 

  

B

B1  
  انتقال نوع اول. :5شکل 
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باید توجه داشت که در این روش انتقال، ساخت 
1
nB  ممکن است به شکل منحصر به فرد نباشد، ولی

اره با انجام تعداد متناهی از انتقال نوع اول روي همو
کنیم.  دست پیدا می nLبه زنجیر خطی  nBزنجیر 

یک زنجیر خطی باشد،  nBبدیهی است که اگر 
1گاه  آن

nn BB .  
ل نوع اول روي ، با انجام انتقا6به عنوان مثال شکل 

مرتبه به ترتیب  4، به تعداد Bزنجیر پولیومینوي 
1B ،2B ،3B  ً4و نهایتاB  که همان زنجیر خطی
7L  ،شود. ایجاد میاست 

براي انجام انتقال نوع دوم، از یک  دوم: انتقال نوع
با  nBمربع، یک بند از  nبا  nBزنجیر پولیومینو 

امل یک مربع پایانه بیشترین طول که حداقل ش
نامیم. حال  می Lکنیم و آن را  می باشد، انتخاب

را به دیگر  را حذف کرده و آن Lبند  مربع پایانه

به  کنیم که طوري متصل می به nBمربع پایانه 
زنجیر زیگزاك تشکیل شود. زنجیر ایجاد  تدریج یک

)1(را با  nBشده از زنجیر پولیومینوي 
nB  نمایش

، انتقال نوع دوم روي یک زنجیر 7دهیم. شکل  می
  نمایش داده شده است. Bپولیومینو 

باید توجه داشت که در روش انتقال دوم نیز، ساخت 
)1(

nB  ،ممکن است به شکل منحصر به فرد نباشد
ولی همواره با انجام تعداد متناهی از انتقال نوع دوم 

 nZبه زنجیر زیگزاگ  nBروي زنجیر پولیومینوي 
یک زنجیر  nBکنیم. به وضوح اگر  دست پیدا می

)1(گاه  زیگزاگ باشد، آن
nn BB  با 8. در شکل ،

، به Bانجام انتقال نوع دوم روي زنجیر پولیومینوي 
و  2(B(، B)1(مرتبه، به ترتیب زنجیرهاي 3تعداد 

است،  7Zکه زنجیر زیگزاگ  B)3(در آخر زنجیر 
  )8(شکل به دست آمده است. 

  

  
  براي دست یافتن به زنجیر خطی. B مرتبه روي زنجیر پولیومینوي 4انتقال نوع اول، به تعداد  :6شکل 

 

B

B(1)

  
  انتقال نوع دوم. :7شکل 
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  و ایجاد زنجیر زیگزاگ.  Bمرتبه روي زنجیر پولیومینوي 3انتقال نوع دوم، به تعداد : 8شکل 

  
نظمی کامل ص بیدر مقدمه اشاره شد که، شاخ

  شود:  به صورت زیر تعرف می Gگراف 
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است. به  Gدر  uدرجه رأس  uGdegکه در آن 
توان دید که براي هر زنجیر پولیومینوي  وضوح می

nB:داریم ،  
   .4,3,2)(|deg  nB BVuu

n
 

  
، 2nرا به ترتیب  4و  3، 2اگر تعداد رئوس از درجه 

3n  4وn  ،42بنامیم، به وضوح n  و
432|)(| nnnGV .  
  

یک زنجیر  nBکنیم  فرض می :1- 2قضیه 
1که  طوري مربع به nپولیومینو با 

nB 1(و(
nB  به

هاي  ترتیب، زنجیرهاي پولیومینوي حاصل از انتقال
  صورت نوع اول و دوم باشد. دراین

.)()()( )1(1
ntntnt BirrBirrBirr    

  
یک زنجیر پولیومینو با  nBکنیم  فرض می اثبات:
n  به  4و  3، 2مربع بوده و تعداد رئوس درجه

باشد. با توجه به تعریف  4nو  2n ،3nترتیب 
  نظمی کامل، داریم: شاخص بی

.|degdeg|
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در یک زنجیر پولیومینو  با توجه به درجه رئوس

},{)(براي هر دو رأس  nBVvu  همواره قدر ،
 2یا  1مطلق تفاضل درجه رئوس مقادیر صفر، 

|degdeg|2,1,0باشد. در واقع  می  vu
nn BB حال .

با توجه به این بحث و بنا بر تعریف شاخص 
  نظمی کامل داریم:  بی

).2(
2
1)( 434232 nnnnnnBirr nt   

  
1وع اول اگر با انتقال ن

nB  را ازnB  ،به دست آید
1دو حالت وجود دارد. اگر تعداد بندهاي 

nB  وnB 
 4و  3، 2رئوس از درجه  مساوي باشد، پس تعداد

1زنجیر 
nB  2نیز به ترتیبn ،3n  4وn  ،باشد
)()(بنابراین  1

ntnt BirrBirr  حال اگر پس از .
انجام انتقال تعداد بندها یکی کم شود، تعداد رئوس 

1در  4و  3، 2از درجه 
nB 12ترتیب  به n ،

23 n  14و nباشد و داریم: می  
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




nn
nn

nnBirr nt

 

  
)()(02ي  با محاسبه 3

1  nBirrBirr ntnt،  
)()(شود،  نتیجه می 1

ntnt BirrBirr  به روش .
کنیم،  اعمال می nBمشابه انتقال نوع دوم را روي 

nnاگر  ZB 1(1گاه  ، آن(
nn BB  پس در این ،

)()(حالت  )1(
ntnt BirrBirr . کنیم  حال فرض می

nn ZB  2، در این صورت تعداد رئوس از درجه ،
)1(در  4و  3

nB  12به ترتیب n ،23 n  و
14 nتوان  میه به بحث فوق، باشد. با توج . می

  مشاهده کرد:



.)1)(2(
)1)(1(2

)2)(1(
2
1)(

43

42

32
)1(






nn
nn

nnBirr nt

 

  
)()(022به وضوح،  2

)1(  nBirrBirr ntnt  و در
)()(  نتیجه )1(

ntnt BirrBirr  و اثبات کامل
  شود.  می
  

نظمی کامل زنجیر خطی و  شاخص بی :2-2نتیجه 
  آید: زنجیر زیگزاگ به صورت زیر به دست می

)(44الف)   nLirr nt،  
)(42) ب 2  nnZirr nt  
  

، تعداد رئوس nLالف) در زنجیر خطی  اثبات:
22، 4به ترتیب  4و  3، 2درجه  n  و صفر

  داریم: 1- 2باشد. بنا بر قضیه  می
44)(  nLirr nt . 

 

 3، 2تعداد رئوس درجه  ،nZب) در زنجیر زیگزاگ 
است، به وضوح  2nو  2n ،2به ترتیب  4و 

  شود.  نتیجه حاصل می
  

 nبا  nBبراي هر زنجیر پولیومینو  :3-2نتیجه 
 مربع، نامساوي

)()()( ntntnt ZirrBirrLirr    
  

در سمت راست (چپ) تساوي رخ برقرار است. 
nnدهد اگر و تنها اگر  می ZB  ،)nn LB  .( 

1iکنیم با انتقال نوع اول  فرض می اثبات:
nB از

i
nB ،i

nB  1ازi
nB ،... ،2

nB 1از
nB 1و

nB  از
nB داریم:  1-2حاصل شود. با توجه به قضیه  
.)()()( 1

ntnt
i
nt BirrBirrBirr    

  
، kتوان دید که به ازاي عدد طبیعی مانند  می
n

k
n LB .   

)()()(بنابراین،  nt
k
ntnt BirrBirrLirr  به .

روش مشابه نامساوي سمت راست را با استفاده از 
 شود.  انتقال نوع دوم اثبات می

  
  گیرينتیجه

نظمی  در این مقاله به مطالعه روي شاخص بی
ایم، روشی ابداعی ارائه زنجیرهاي پولیومینو پرداخته

توان  ایم که با استفاده از دو نوع انتقال مینموده
ظمی کامل براي زنجیرهاي ن مقادیر فرینه شاخص بی

تواند براي  پولیومینو را به دست آورد. این روش می
رسد، به  مسائل مشابه کارگشا باشد. به نظر می

هاي شش  عنوان مثال براي مطالعه روي سیستم
توان از این  دوري میk4  ضلعی، یا زنجیرهاي

ه هاي مختلف استفادها براي یافتن شاخص انتقال
  کرد.
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