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در   ی اساس ي مرز طی اعمال شرا يبرا   دیجد دهیا کی

حل معادلات با مشتقات   يبرا   نیروش بدون المان گالرک
  ي ضویب  یجزئ

  
  

 *2کمیل ایزدپناه، 1فروشعلی مس
  

  شاهرود، ایران شاهرود،   یدانشگاه صنعتی، اضیدانشکده علوم ر گروه ریاضی کاربردي،   )2و1(
  
  

  02/1400/ 07تاریخ پذیرش مقاله:    1398/ 12/06اریخ ارسال مقاله: ت
  چکیده 

  ي مرز   ط یاست. اعمال شرا  ی حل معادلات با مشتقات جزئ  يروش شناخته شده برا   ک ی  نیروش بدون المان گالرک
همراه است. از    ییهایدگیچ یشود، با پیمربعات متحرك انجام م  نیکمتر  بیروش که بر اساس تقر  نیدر ا  یاساس

توان همانند  یکنند، نمیکر صدق نمیکرون  يدلتا  تیمربعات متحرك در خاص  نیکمتر  بیآنجا که توابع شکل تقر
به   ازیمعادله اعمال کرد و ن نیگالرک فیدر فرم ضع می صورت مستق به را یاساس   يمرز طی شرا ،یروش عناصر متناه

در   ی اساس  يمرز ط یاعمال شرا ي برا دیجد دهی ا ک یمقاله  ن ی. در امیمعادله دار ف یفرم ضع ي برا ی اصلاح يهاروش
گالرک المان  با مشتقات جزئ  يبرا   نیروش بدون    اساس روش بر  دهیا   نیشود. ا یم  یمعرف  يضوی ب  ی حل معادلات 

مربعات متحرك تابع   ن یکمتر بیرا در تقر يمرز ط یروش ابتدا شرا ن یاست. در ا ابیمربعات متحرك درون نیکمتر
به صورت    يرزم  طی شرا  نی. بنابرامیبریبه کار م  نیحاصل را در روش بدون المان گالرک  بیسپس تقر  می کنیاعمال م

شود و سپس نحوه  یم  یمعرف  ابیت متحرك درونبعامر  نیکمتر  بیمقاله ابتدا تقر  نیشود. در ایاعمال م  میمستق
  . میدهیروش را نشان م ییخواهد شد. در انتها با ارائه چند مثال مختلف کارا انیب  يمرز طی اعمال شرا

  

کلیدي:واژه  درون  نیکمتر  بیتقر  ،یاساس  يمرز  طیشرا  هاي  متحرك  گالرک  ،ابیمربعات  المان  بدون   ،نیروش 
. يضویب یمعادلات با مشتقات جزئ

 
  Email: k.izadpanah@shahroodut.ac.ir                                                                                :   دار مکاتباتعهده .* 
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  مقدمه -1
گالرک المان  بدون  شبکه    روش  کی  نیروش  بدون 

برا شده  جزئ  يشناخته  مشتقات  با  معادلات    ی حل 
تقر  . [1]است توابع شکل  مربعات    نیکمتر  بیچون 

کند،  یصدق نم  کریکرون  يدلتا  تیمتحرك در خاص
روش عناصر    یبه سادگ  ی اساس  ي مرز  ط یاعمال شرا

  . ستین یمتناه
در روش    ی اساس  يمرز  طی شرااعمال    ي برا  ییهادهیا

مانند    ف یاصلاح فرم ضع  ه یبر پا  نیبدون المان گالرک
وجود    چهیو روش ن  مهیلاگرانژ، روش جر  بیروش ضرا

اعمال آن    یراحت  لاگرانژ به علت  بیدارند. روش ضرا 
مسئله پرکاربردتر  یک یگوناگون،    يهادر      ن یاز 

به نام    دیجد  مجهولتابع    کی روش    نیهاست. اروش
 بیضر  یابیدرون  يکند. فضایم  دیلاگرانژ تول  بیضر

به   دنیرس يبرا رایبه دقت انتخاب شود ز دیلاگرانژ با
  م یدار  ازین  ي با درجه بالاتر  يجواب قابل قبول به فضا

شود دستگاه    شتر یب  يهر چه درجه آزاد   یو از طرف
  ش یبه سمت منفرد شدن پ   يحاصل از گسسته ساز

د  از  .رودیم جر  گریطرف  به   ازین  چهین  و  مهیروش 
  ي برا   مهیدارند. در روش جر  يپارامتر عدد  کی انتخاب  

اعمال    یبه شکل مناسب  یاساس  يمرز  ط یشرا  نکهیا
از پارامتر را استفاده کرد. در  یبزرگ ریمقاد دیشوند با
شود که  یم  ی دستگاه بد وضع منته  کیبه    نیعمل ا

. بر خلاف روش  ددهیروش را کاهش م   يریکاربرد پذ
را ندارد گر چه    یمشکل بد وضع  چه ین  روش   مهیجر

  ا یلاگرانژ    بیروش ضرا   یبه سادگ  چهیاعمال روش ن
هر   يبرا  فیچون اصلاح فرم ضع  ستین مه یروش جر

  . [2]متفاوت است مسئله
درون   ن یکمتر  روش متحرك  توسط    ابیمربعات 

شد ارائه  سالکائوسکاس  و  شکل    . [3]لنکستر  توابع 
کمتر درون  نیروش  متحرك  خلاف   ابیمربعات  بر 
کمتر خاصمتحرك    مربعات  ن یروش    ي دلتا  تیدر 

م  کریکرون بنابرایصدق  ا  ن یکنند  از  استفاده    ن یبا 
شرایم  یژگیو صورت   را  یاساس  يمرز  ط یتوان  به 

  ي برا  دیجد  دهیا  کیمقاله    نیاعمال کرد. در ا  میمستق

شرا ابتدا    یاساس  ي مرز  ط یاعمال  شد.  خواهد  ارائه 
تقر  يمرز  طیشرا در  مجتاب  بیرا  اعمال ع    هول 

تقر  میکنیم تابع  را در روش    بیسپس  اصلاح شده 
گالرک المان  با مشتقات    يبرا   نیبدون  حل معادلات 

  ي مرز  طی شرا  نی. بنابرامیبریبه کار م  يضویب  یجزئ
  شود. یاعمال م میبه صورت مستق

  
 ابیمربعات متحرك درون نیروش کمتر -2

1 فرض 2{ , , , }N X x x x نقاط در  ز  ا  يامجموعه
کراندار n دامنه  که � نقاط  N باشد  تعداد 
پارامتر تاثش I است.  دامنه   و Ix ,نقطه  ریعاع 

 ‖‖  اقل م  یدسینرم  نشان  ت  یرا  دامنه    ر یاثدهند. 
} به شکل Ix  نقطه : , }I I I    x x x x‖ ‖ 
  .شودیم فیتعر

  فرض max
I I  x X برا داده   يباشد.  نقطه 

}س یاند مجموعه،xشده | | , }I II    x x x x X‖
  .میکنیم فیرا تعر
) فرض )u x متغ  یتابع باشد.   رد  دانیم  رییاز 

تقر ) بیتابع  )u x نماد ) با  )hu x داده   شینما  
ایم منظور  به  ) بیتقر  نکهیشود.  )hu x   روش در 

درون  نیکمتر متحرك  خاص  ابیمربعات   تیدر 
 ریرا به شکل ز يمنفرد تابع وزنصدق کند  یابیدرون
  ، میکنیم فیتعر
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  . زوج است حیعدد صح کی  پارامتر که

  را به صورت، یداخل ضرب
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را مشخص    در  نقطه  کی x که  میکنیم  فیتعر

  است،  ریبه شکل ز زین x رکند. نرم متناظر دیم
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0 فرض 1( ) 1, ( ), , ( )mp p p x x x ياهیتوابع پا 

که 1m باشند   پا توابع  مشخص    ياهیتعداد    را 
توابع    نیبا استفاده از ا  را  ي دیجد  ي اهیابع پاکند. تویم
)0 . ابتدامیسازیم ياهیپا )p x  م، یکنیمرا نرمال  
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پا  سپس 0 را عمود بر  دیجد  ياهیتوابع  ( ; )p x x  به

  م،یسازیم ریصورت ز
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ز  یاپراتور خط  کی ip که به صورت  که    ر یاست 
  شود،یم فیتعر
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) تابع , )Iv x x [1] است ریز يهاتیخاص يدارا .  

  
وزن  :1-2لم   تابع  آنگا)  1( اگر  شود،   هاستفاده 

( , ) ( ),Iv C x x و  
)                 )الف , ) , , ,I J IJv I J    xx x 
)                         ب) , ) 1, ,I

I
v
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0                              ج) ( , ) 1, ,Iv   x x x  
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( , ) 0, , .I Jv I J 


  
 x
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x
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) بیتابع تقر  يمایس بدست آوردن    يبرا )hu x   که
خاص و    یابیدرون  تیدر  لنکستر  کند،  صدق 

ز  ی محل  بیتقر  [3]  سالکائوسکاس  صورت  به    ر یرا 
  کردند،  فیتعر
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تاث  کی x که دامنه  در  و  x رینقطه   است 

( ), 1,2, ,ia i m x،  ي اهیمجهول توابع پا  بیضرا  
  .هستند

ب x کی  يبرا تفاضل  شده،  تقر  نیداده   ب یتابع 
) یمحل , )hu x x وتابع ( )u x کمتر روش   نیبا 

  منظور نرم   نیشود. بد یم  ي ساز  نهیکم  یمربعات وزن
2L م، یکنیم فیتعر ریرا به صورت ز یگسسته وزن  
)3(   2
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I I I
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) ,که , )Iw x x با محمل فشرده است که   یتابع وزن
I  هر  يبرا Ix داده شد و  شیمان)  1( در  x ینقاط  

که  تاث x هستند  دامنه  و آن  ریدر  دارد  قرار   ها 
( )I Iu u x باشدیم .  

وزن 2L نرم  ي سازنهیکم  با داده    ش ینما  یگسسته 
  م،یدار )3( شده در
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  :نوشت ریتوان به صورت ز یم را) 4( تعامد لیدل به
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  : میدار ،یضرب داخل فیو تعر) 2( توجه به با
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  . شودینوشته م ریه شکل زب) 5( نیبنابرا
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  . توان ساده کردیرا م )6( ،ریز توجه به لم با
  

تابع وزن  :2-2لم   برا )  1(  اگر   هر  ياستفاده شود, 
 xمیدار:  

, 0, 1, 2, , .iu p i m    x  
 

  .مراجعه شود [4] اثبات به  دنید يبرا اثبات:
توان به شکل  یم  را)  6و معادله (  2-2 توجه به لم  با
  ساده کرد ریز
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  : نوشت ریتوان به شکل زیرا م )7معادله (

( ) ( ) ( ) ,wA x a x F x u  
  که 
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) و ) ( )w kJ m N F x x سیماتر  کیm N

Jxکه براي  است  x  
   , ;( ) k JkJ Jw p  xx x x x  

  
Jxو براي   x  
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محاسبه    ریمجهول را به شکل ز  ب یضرا  می توانیم  پس
  : میکن

1( ) ( ) ( ) .w
a x A x F x u  

  
بدست    ریکل زبه ش   توان  یرا م  یمحل  بیتابع تقر  آنگاه
  .آورد

1
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) تابع  يسراسر  ابیدرون  بیتابع تقر  نیبنابرا )u x   به

  .دیآیبدست م ریصورت ز
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) که ) x ت، از توابع شکل اس یسیماتر  
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  در آن که
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جزئ  آنگاه توابع  یمشتق  اول  روش    مرتبه  شکل 
قابل    ریبه شکل ز  ابیمربعات متحرك درون  نیکمتر

  . محاسبه هستند
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,( ) ( ) ,w kJ i m N F x x  

  
Jxکه براي  x  داریم  

, ,

,

( ) ( , ) ( ; )
( , ) ( ; )( ),
kJ i i J k J

J k i J

w p
w p
  x x x x x

x x x x x




 

  
Jxو براي   x 

      
,

,
,

( )

,
kJ i

i I k J k I
I I J

w p p




 



  
x

x

x x x x

1 1 1
, ,( ) ( ) ( ) ( ).i i
   A x A x A x A x  

  
 بیها و سپس تابع تقرتوابع شکل و مشتق آن  نیبنابرا

کمتر روش  در  آن  مشتق  متحرك    نیو  مربعات 
  شوند. یه م به شکل فوق محاسب ابیدرون

 
در روش بدون   یاساس  ي مرز  طیاعمال شرا  -3

گالرک مشتقات    يبرا  نیالمان  با  معادلات  حل 
  ی تصادف یجزئ

  . دیریرا در نظر بگ  ریز يوضیب یمعادله با مشتق جزئ
)8     (      2 ( ) ( ) ( ) ,u bu g    x x x x  
  
 ، کلهیرید ي مرز طیشرا با
)9(                                     ( ) ( ) ,u u  x x x  
  

) که  )u x مجهول b ,2L تابع  ( )g ,  ک ی 
 .معلوم است u و یثابت نامنف

 ریبه شکل ز)  9( و )  8(  معادله  نیگالرک  فیضع  فرم
  .باشدیم

)10(         
d( )

( ) .

d

d

T T

T

u u b u u

u g

 


 



     

 

 
 x

  

  
  اب، یمربعات متحرك درون  نیتوجه به روش کمتر  با

) تابع مجهول  بیتقر )u x دلخواه نقطه  به  x در 
  . است ریشکل ز

1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

N
h

I I
I

u u u


   x x x u x  

  
نقاط  N که است که دامنه محمل فشرده   یتعداد 

نقاط   نیا  می توانیدهند. میرا پوشش م x آنها نقطه
درون نقاط  دسته  دو  به  مرز  یرا  .  می کن  میتقس  يو 

  : میدار نیبنابرا

)11     (       
1 1

( ) ( ) ( ) ,
int bN N

h
I I I I

I I
u u u 

 

  x x x  

  
  ي و مرز  ی تعداد نقاط درون  بیبه ترت bN و intN که
 : میدار )11( در )9( يمرز  طیند. با اعمال شراسته

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

int bN N
h

I I I I
I I

int b

u u u 
 

  

 

 x x x

x u x u
 

 که 

1 2( ( ), ( ), , ( )),
intNu u u u x x x

1 2( ( ), ( ), , ( )),
bNu u u u x x x

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )),
intint N    x x x x   

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )).
bb N    x x x x  

 
تابع مجهول   بیدر تقر  یاساس  يمرز  طی شرا  نیبنابرا

  .شودی اعمال م
ترت u و u ینیگزیجا  با با   بیبه 

( ) ( )int b x u x u و ( )int x u فیدر فرم ضع 
 : میدار )10(
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( ) ( ).
( ( ) ( ) )

( ) ( ).
( ( ) ( ) )

( ) ( ) ( ) .

d

d

d

T T
int

int b
T T

int

int b

T T
int

b

g














  




  

   







u x
x u x u

u x
x u x u

u x x

 

 
آزمون  از تابع  که  است u آنجا  معادله   ،دلخواه 

  دیآ یبدست م ریشکل زه ب ییگسسته نها
)12                    (                               , Ku F Lu  

 در آن که
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ,

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( ) ,

( ) ( ) ( ) .

d

d

d

d

d

T
int int

T
int int

T
int b

T
int b

T
int

b

b

g











   

   

   

   

  







K x x

x x

L x x

x x

F x x

 

  
 ریبه دستگاه ز)  12( همگن  يمرز  طیحالت شرا  در
 .ابدییم لیتقل

.Ku F  
  

مع  سیماتر  کی K سیماتر مثبت      ن یمتقارن 
 را یباشد زیم

( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ,d( )

dT
int int

T
int intb





   

   




K x x

x x
 

  
  میدار z بردار دلخواه يبرا و

2
2

(

d

d

( d

d

d

d

d

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) )

( ) ( ) )( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

T
int intT T

T
int int

T T
int int

T T
int int

T
int int

T
int int

int int

z z z z
b

z z

b z z

z z

b z z

z b















   
 
     

   

   

   

   

   











x x
K

x x

x x

x x

x x

x x

‖ ‖ ‖ 2
2 .dz


 ‖

 

نامنف  نیرااببن به  توجه  ثابت  ی با    میدار b بودن 
0Tz z K سیماتر  پس K و معکوس    مثبت  نیمع
نت  ریپذ موجود و   )12( جواب دستگاه  جهیاست. در 

بدون شبکه   شدر رو يریگانتگرال .منحصربفرد است
گاوس انجام داد. با    يعدد  يریگالا انتگرتوان بیرا م

را در نقاط   يجواب عدد  میتوان یم )12( حل دستگاه
  . م یمورد نظر بدست آور

  
  خطا زیآنال -4
H) از �r يبرا , . )r

r
فضا  نماد  عنوان    يبه 

  : م یکنیاستفاده م ریبه شکل ز یسوبولف معمول
:௥ܪ = ൜ݒ: :ுೝ‖ݒ‖ = ൫∑ ଶ|௞|ஸ௥‖ݒ௞ܦ‖ ൯

భ
మ < ∞ൠ.  

  
0r کهیزمان    ،0باشدH : H انتگرال    عیتوا  يفضا
و نرم    یاست که ضرب داخل  يرو  2مرتبه  ز  ا  ریپذ

نماد با  را   يهاآن  ,  و  میدهیم  شینما  .
نماد  نیهمچن 1 از 

0H ز عنوان   1Hاز   ییفضا  ریبه 
م رو  می کنیاستفاده  عناصرش  صفر   يکه 

  .هستند
معادله  یراتییتغ  مسئله با    ک ی   افتنی )8( متناسب 

   کهیاست بطور 1Hu عیتا
)13               (       1

0( , ) ( , ) ,Ha u v g v v    
  و

d( , ) ,

( , )

d

d .

a u v u v b uv

g v gv
 



    

 

 


 

  
) یتوان نشان داد که فرم خطیم , )a   يفضا يرو 

1
0H  کوئرس و  ز  ویکراندار   يهاثابت  رایاست 

0, M    که یموجودند بطور  

)41(    1 1

1

0H H

H

1

2 1
0

( , )  , ,

( , )  .

H

H

a u v M u v u v

a u v v v

  

  
  

  
  : می فرض کن نیهمچن
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{ | Span{ }, 0 on },IV v v v      
  

  . هستند  نیکل روش بدون المان گالرکتوابع ش I که
با معادله  نیگالرک  فیضع  فرم   افتن ی )35( متناسب 

u تابع کی V  کهی است بطور  
)15   (                      ( , ) ( , ) .a u v g v v V    

  
u, فرض:  1-4قضیه   u ترت  يهاجواب  بیبه 

 نیو روش بدون المان گالرک )13تی (راییمسئله تغ
   :م یدار نیباشند، بنابرا )15(

)                       الف) , ) 0a u u v v V      
)       ب)   , ) inf ( , )

v V
a u u u u a u v u v


  

     

11                          ج) HH
inf  
v V

u u C u v


 
    

 
vهر  ي برا)  13( زا)  15(  با تفاضل  اثبات: Vم یدار  

( , ) ( , ) ( , ) 0a u u v a u v a u v      
  

انرژ شکل  ينرم  به  ) را  , )
E

u a u u  ف یرعت   
  : می. حال دارمیکنیم

2
( , )

 ( , )

     ( , )
             ( , )

             .

E

EE

u u a u u u u

a u u u v

a u u v u
a u u u v

u u u v

  



 





   

   

 

  

  

 

  
0N اگر N E

u u  هر  يکردن بر آن برا  میبا تقس 

v V  میدار  N N N EE
u u u v   اگر 

0N N E
u u   با    ی هیبد  ينامساو  ن یا است. 

v گرفتن از ممینفیا V میدار:  
inf .N N N EE v V

u u u v





    

  
v چون V میدار  

inf . N N NE Ev V
u v u u






    

  ن یبنابرا
inf ,N N N EE v V

u u u v





    

  یعنی
( , )

inf ( , ).
N N N N

N Nv V

a u u u u
a u v u v



 



  
 

 

  
  م یبند ج دار يبرا

1

11

2

H

HH

( , )

      ( , )
      ( , )
      ( , )

      

u u a u u u u

a u u u v
a u u v u
a u u u v

M u u u v

  



 





    

  

  

  

  

  

  
  ن یبنابرا

11 HH
. Mu u u v 

    

  
v هر يگرفتن رو ممی نفیبا ا V میدار  

11 HH
inf .
v V

Mu u u v


  
    

  
  . شودیاثبات کامل م نیبنابرا

مربعات متحرك را به    نیروش کمتر  ابیدرون  عملگر
  . میکنیم فیتعر ریصورت ز

1
( ) ( ) .

m
T

i i
i

Iu u a gS x x u


     

  
1Hmu اگر  میدار [5,6] از  کراندار تابع   آنگاه 

( )kC x و ثابت kC که یوجود دارند بطور  

)16   (                 1 2

1
1

H H

( ) ( ) ,

,

n

k m

k
k

I k xkk k

m k
k

x C x

uI u C u



 



 




 

 


  
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1 که 2( , , , ), 0nk k k k k m   .  
  

u,  فرض:  2-4قضیه   u  13( ي هاجواب  بیترت  به (  
وجود   مستقل از 2C و 1C آنگاهباشند،  )  15( و

  که یدارند بطور
1

11

H

H

1

2

,

.

m

m

m
E

m
H

u u C u

u u C u













 

 
 

  
   :میدار) 16( و 1-4 هیاده از قضبا استفاثبات: 

1

1

11

1

1

2

H

2

22
1

2

H

HH

H

H

( , )

 inf ( , )

 ( , )

 

,

inf

  

.

 

  

m

m

E

v V

m

v V

m

u u a u u u u

a u v u v

a u u u u

M u u

C u

u u C u v

u

I I

I

C u

C

I

u





  















   

  

  

 



  

 



 

  
u, فرض:  3-4قضیه   u ترت  يهاجواب  بیبه 

  مستقل از C باشند، آنگاه ثابت )  15( و )13(
  کهیوجود دارد بطور

12

1
H . m

m
L

u u C u  
   

  
2f هر  يبرا  اثبات: L  1فرض 2

0H H    جواب  
1
0( , ) ( , ) ,Ha v g v v    میاشد، آنگاه دارب :  
)17        (                                        2 2H

. 
L

f  
  

v اگر u u   میدارپس:   
)18(                            ( , ) ( , ),a u u f u u     
  
v يبرا V  میدار 1-4 هیلخواه با توجه به قضد:  
)19(                                         ( , ) 0.a v u u   

معادلات  به  توجه  ا )19( و )18( با    جه ینت  نیبه 
   که میرسیم
)20         (    ( , ) ( , ).a v u u f u u       
  

v حال اگر I  و f u u  میآنگاه دار:   

2

1 1

2 1

H H

H

2

1 2 H

( , )

 ( , )

 

 .m

L

m

u u u u u u

a u u

M u u

MC

I

C u

I
  





 

 

   

   

  

  



 (21) 

  
   :میدار )21( و) 18( با توجه به معادلات

12

1
H

. m
m

L
u u C u  

   

  
  . شودیاثبات م  هیقض نیا نیبنابرا

  
  عددي  نتایج -5

جواب    ياز رو  gو تابع    يمرز  ط یراش  ریز  يهادر مثال
  اند و مسئله بدست آمده قیدق

1 1 , 2max mini N j N j i i jq      x x x‖ ‖  . 
  

روش    ي مرسوم خطا با محاسبه نرم سوبولف  نیهمچن
تابع و مشتق را    یی همگرا  بهارائه شده، مرت  يهامثال

 . م یکنیها مشخص مآن يبرا

 
1
22

|
H

|
: ) d(k

h h

k
u u D u u






 
    

 
   

  
0bاز درجه اول با   )8(معادله  :  1-5مثال     ي را رو  
[0,1]  ها را تا مرتبه دوم نظر هی. پادیریدر نظر بگ

دقمیریگیم جواب  )sinمسئله    نیا  قی.  )u x  
شرا همگن    نیا   يبرا  يمرز  طی است.  نوع  از    مثال 

مثال    ن یا  ي بدست آمده برا  ي خطا  نیتخم   باشد.یم
 داده شده است.   شینما 1شکل  در 

  د ییمقاله را تا  نیروش ارائه شده در ا  ییهمگرا  1شکل  
  3جواب    ییدهد که مرتبه همگرا ی کند و نشان میم
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همگرا مرتبه  آن  مش  ییو  همچنیم  2تق    ن یباشد. 
عدد دق  ،يجواب  در   قیجواب  خطا  مطلق  قدر  و 

  داده شده است.  شینما 2شکل
  

از درجه اول را   )8(مثال معادله    نیدر ا:  2-5مثال  
1bبا     [0,1]  ي رو   دوباره میریگیدر نظر م .
  ق ی. جواب دقمیریگیظر مها را تا مرتبه دوم در نهیپا
)expمثال    نیا )u x  .مثال    نیا  يمرز  طی شرا  است

  ي نمودار خطا  3شکل    . درمیکنیفرض م  را ناهمگن
  . میاسوبولف را گزارش کرده

توسط    ییهمگرا     شود. یم  دییتا  زین   3شکل  روش 
  و   3جواب    یی توان مشاهده کرد که مرتبه همگرایم

آن    ییمرتبه همگرا جواب    ن یاست. همچن  2مشتق 
دق  ،يعدد در    قیجواب  خطا  مطلق  قدر   4شکل  و 
  داده شده است.  شینما

 
  1-5  مثال يولف خطا برانمودار نرم سوب  :1شکل 

 

  
0.001953125qبا   1-5 مثال ي و قدر مطلق خطا روش ارائه شده برا قیجواب دق ،يجواب عدد: 2شکل  x 

  

 
  2-5  مثال ينمودار نرم سوبولف خطا برا:  3شکل 



 يم را رواز درجه دو  )8(  اکنون معادله  :3-5ال  ثم
[0,1] [0,1]     بگ نظر  فرض  دیریدر   .0b     و

)sin  شکل  به مسئله  نیا قیدق جواب )sin( )u x y  
  ن یا  يبرا  يمرز طی ها را از مرتبه اول و شراهیباشد. پا

 5شکل  . در  میریگیمسئله را از نوع همگن در نظر م

خطا  نمودار سوبولف  برا  ينرم  را  مثال    نیا  يروش 
روش    ن یدهد که اینشان م   ز ین  5شکل    .میارسم کرده

  2مثال    نیجواب ا  يبرا  ییهمگراست و مرتبه همگرا
جواب عددي،   ن یاست. همچن 1مشتق جواب   يو برا

داده    ش ینما  6شکل  مطلق خطا در    قدر  جواب دقیق و
  شده است. 

 
࢞ࢗ  با 2-5مثال  يو قدر مطلق خطا روش ارائه شده برا قیجواب دق ،يجواب عدد: 4شکل  = ૙.૙૙૚ૢ૞૜૚૛૞  

 
  3- 5  مثال يلف خطا برانمودار نرم سوبو:  5شکل 

  

 

 
0.0156qبا    3-5مثال  ي قدر مطلق خطا روش ارائه شده براجواب عددي، جواب دقیق و : 6شکل  x 
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  4-5  مثال ينمودار نرم سوبولف خطا برا: 7شکل 

  

   

  
0.0156qبا   4-5مثال  ي روش ارائه شده براقدر مطلق خطا  اب عددي، جواب دقیق و جو: 8شکل  x 

 
  ي از درجه دوم را رو  )8(اکنون معادله  :  4-5مثال  

[ 1,1] [ 1,1]      م نظر  فرض میریگیدر   .
0b   دق جواب  شکل  مسئله    نیا  قیو  به 

2 2(1 )(1 )u x y      .و   از مرتبه اولها را  هیپاباشد
مسئله را از نوع همگن در نظر    نیا   يبرا يمرز  طیشرا

  ن یا  يروش برا  يسوبولف خطا  رمن. نمودار  میریگیم
  7شکل  با توجه به  رسم شده است.  7شکل مثال در  

  ن ی. همچنروش را مشاهده کرد ییتوان همگرایم زین
مشتق    ي و برا  2مثال    ن یجواب ا  ي برا  یی مرتبه همگرا

در    1جواب   مطلق خطا  قدر    ش ینما  8شکل  است. 
  داده شده است. 

  

  گیري نتیجه
  ي مرز  ط یاعمال شرا  يبرا  دیجد  دهیا  کیمقاله    نیدر ا

گال  یاساس المان  بدون  روش  حل    يبرا  نیرکدر 
  . ارائه شد  يبضویب یمعادلات با مشتقات جزئ

  ر یلاگرانژ از قرار ز  بیروش ضرا  يهااشکال  نیترمهم
  هستند: 

بعد  1( گسسته)  از  حاصل  معادله   ي سازدستگاه 
  . ابدییم شیافزا

  ي حاصل از گسسته ساز  یاصل  سیماتر  نکهی با ا)  2(
  ي سراسر  سیماتر  ،مثبت است  نیمع  مهیمتقارن و ن

ول  زین است  ن  نیمع  گرید  یمقتارن  .  ستیمثبت 
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 يهاسیماتر  يبرا   یاستاندارد خط  يهاروش  نیبنابرا
    .توان به کار بردیمثبت را نم نیمتقارن و مع

  ی دقت کاف  يدارا  دیبا  بیضر  يسازگسسته )3(
قبول قابل  جواب  تا  آب  ی باشد  دستگاه    ،دیدست  اما 

  ی لیخلاگرانژ    بیکه تعداد ضرا  یه، زمانحاصل از معادل
پ  رود. در  یم  شیبزرگ شود، به سمت منفرد شدن 

و   لاگرانژ  بیضر  يبرا  یابیدرون  يفضا  قت،یحق
  يبرزّ-در شرط بابوشکا  دیبا u یعنی  یمجهول اصل

  .شود نیتضم بیتقر ییکند تا همگراصدق 
راحت  مهیجر  وشر به کارگ  یبه  انواع    يبرا  يریقابل 

واضح    ت یدو مز  مهیمختلف معادلات است. روش جر
) دستگاه  2و (  ابدیینم  شی) بعد دستگاه افزا1دارد: (

مع و  متقارن  ا  ن یحاصل  شرط  به  است    نکه ی مثبت 
و  یاصل  سیماتر کاف  متقارن  اندازه  بزرگ   یبه 
  .باشد

  ي مرز  ط یدو اشکال مهم دارد: شرا  مهیروش جر  گرچه
(پارامتر   فیبه صورت ضع  کلهیرید   اعمال شده است 

  کند)  یرا کنترل م  يمرز  طیاعمال شرا  یچکونگ
حاصل به طور معمول بدوضع است (عدد    سیو ماتر

  ).ابدییم شیافزا  شیبا افزا سیحالت ماتر
دستگاه    کیبه    چهیروش ن   فیفرم ضع  يسازگسسته

ماتر با  بعد  م  یاصل  سیهم  ماتریمنجر  و    س یشود 
مع و  متقارن  شرط   نیحاصل  به  است  که    یمثبت 

و  یاصل  سیماتر کاف  متقارن  اندازه  بزرگ   یبه 
  س یعدد حالت ماتر  مه، یباشد. گرچه همانند روش جر

افزا ن  ،ابدییم  شیافزا  شیبا  عمل  به    يازیدر 
و اعمال   ییهمگرا نیبه جهت تضم  بزرگ ریمقاد

   .ستین  يمرز طی مناسب شرا
ماتر  عدد اصل  سیحالت  ن  نیا  ی مشکل  . ستیروش 

   .است آن  فیوضع فرم ضع چهیروش ن  یمشکل اصل
ا  در ماتر  نیروش  بعد  به    سیمقاله  نسبت  حاصل 

م  یاصل  سیماتر کاهش    ابدییکاهش  علت  (به 
و بالاتر.    يدو بعد  يهاها) به خصوص در حالترییمتغ

اضاف  يازین پارامتر  پارامتر    ستین   یبه  انتخاب  پس 
ماتر  ستین  يامسئله حالت  عدد     شیافزا  سیو 

  ی اقمثبت ب  ن یهمچنان متقارن و مع  سی. ماترابدیینم
بنابرایم   حل    يبرا  یخط  ياهروش  نیماند 

مع  يهاسیماتر و  قابل    ن یمتقارن  همچنان  مثبت 
  استفاده هستند. 
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