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  نتایجی در مورد شاخص فراموش شده
  
  

 *نژادفلاحتی فرزانه
  

  ، ایرانگروه ریاضی، دانشگاه آزاد اسلامی، واحد صفادشت، تهران
  
  

  05/07/1399تاریخ پذیرش مقاله:    30/07/1397تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده

یا توصیف کننده مولکولی) گراف  گرافی ساده، همبند و متناهی باشد. پایایی (شاخص توپولوژیک ܩفرض کنید 
یکریخت  ܩبا گراف که  ܪشود و به ازاي هر گراف دلخواه ، عددي حقیقی است که به آن گراف نسبت داده میܩ

(ܪ)݌݋ܶاست، داریم  	= هاي گراف توسط فورتولا و گوتمان بازبینی هاي راسمجموع مکعبات درجه .(ܩ)݌݋ܶ	
  شود:به صورت زیر نیز بیان می ܩ	شاخص فراموش شده گراف ساده شد و شاخص فراموش شده نام گرفت. 

(ܩ)ܨ = ෍ ቀ݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ
ቁ

௨௩∈ா(ீ)

 

  
است. در این مقاله به مقایسه شاخص فراموش شده با برخی  ܩاز گراف  ݑبیانگر درجه راس  ௨݀که در رابطه اخیر 

از پارامترهاي گراف از قبیل مرتبه، اندازه، شعاع، بیشرین و کمترین درجه راس و همچنین برخی از توصیف 
هاي زاگرب اصلاح شده اول رب نوع اول و دوم، شاخصهاي زاگهاي مولکولی شناخته شده از جمله شاخصکننده

و همبندي خروج از مرکز و دوم، شاخص هارمونیک، شاخص هایپر زاگرب، شاخص حسابی هندسی، شاخص 
  پردازیم.میها مجموع وارون درجهشاخص 

  
  درجه راس، شاخص فراموش شده، کران، پایایی گراف. هاي کلیدي: واژه

                                                
  Email: farzanehfalahati_n@yahoo.com                                                                               دار مکاتبات:عهده. *

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه -1
را همبند، ساده و  هااله گرافدر سراسراین مق

گرافی با 	ܩ	 فرض کنید .گیریممتناهی در نظر می
 (ܩ)ܧ هايو مجموعه یال (ܩ)ܸ مجموعه رئوس

را به ترتیب  ܩهاي گراف تعداد رئوس و یال باشد.
دهیم. تعداد رئوس مجاور نشان می  ݉و 	݊با حروف 
   نامیدهܩ	در گراف  ݑي رأس ، درجهݑبا رأس 

 ௨݀ نماد با را ܩدر گراف  ݑي رأس شود. درجهیم
دهیم. بیشترین و کمترین درجه رئوس نشان می

  نشان  ߜ و ∆را به ترتیب با حروف  ܩگراف 
ترین مسیر دهیم. فاصله ي دو رأس، طول کوتاهمی

 و  ݑي بین دو رأسباشد. فاصلهبین آن دو رأس می
,ݑ)ீ݀را با نماد  ܩدر گراف  ݒ  دهیم.می نشان (ݒ

سایر نسبت به  ݑبه بیشترین مقدار فاصله راس 
گوییم وآن را می ݑرئوس گراف، خروج از مرکز راس 

کوچکترین مقدار خروج  دهیم.نشان می ௨ߝ با نماد
از مرکز رئوس گراف را شعاع گراف نامیده و آن را با 

  دهیم.نشان می (ܩ)ݎ	 نماد
هاي یک گراف که با هم راس  الاي از ی به مجموعه

مشترك و منطبق بر یکدیگر ندارند، تطابق یا 
تطابق  شود.ها گفته می اي مستقل از یال مجموعه

هاي یک گراف را  ي راس کامل تطابقی است که همه
دهد. یعنی هر یک از رئوس گراف، دقیقاً  تطبیق می

  کند. هاي تطابق برخورد می با یکی از یال
یک یک گراف عددي حقیقی است شاخص توپولوژ

شود و تحت که به آن گراف نسبت داده می
هاي توپولوژیک شاخص ها پایا است.یکریختی گراف

ي ارتباط کمی بین ساختار یک مولکول و در مطالعه
خواص فیزیکی، شیمیایی و بیولوژیکی آن مولکول 

)QSPR و ارتباط کمی بین ساختار یک مولکول و (
  بسیار مفید  )QSARلکول (هاي آن موفعالیت

هاي اطلاعات بیشتر در مورد شاخص باشند.می
  آمده است. ]5،12[توپولوژیک در مراجع 

توسط گوتمان و  1972شاخص هایزاگرب در سال 
  ]13[تریناجستیک معرفی شدند.

به ترتیب با  ܩزاگرب اول و دوم گراف  هايشاخص
به  ده ونشان داده ش(ܩ)ଶܯ  و(ܩ)ଵܯ	  نمادهاي

  شوند: صورت زیر تعریف می
(ܩ)ଵܯ = ∑ ݀௨

ଶ
௨∈௏(ீ)   

 و
(ܩ)ଶܯ = ∑ ݀௨݀௩௨௩∈ா(ீ)   
 

توان به صورت زیر نیز شاخص زاگرب اول را می
  تعریف کرد:

(ܩ)ଵܯ = ∑ (݀௨+݀௩)௨௩∈ா(ீ)   
  

هاي زاگرب اصلاح شده اول و دوم در سال شاخص
 ]15[شدند. معرفی همکارانش و نیکولیچ توسط 2004

 ܩهاي زاگرب اصلاح شده اول و دوم گراف شاخص
ଵܯ	به ترتیب با نماد 

ଶܯ و (ܩ)∗
نشان داده  (ܩ)∗

  شوند: صورت زیر تعریف می شده و به
ଵܯ
(ܩ)∗ = ∑ ଵ

ௗೠమ௨∈௏(ீ)   
  و

ଶܯ
(ܩ)∗ = ∑ ଵ

ௗೠௗೡ௨௩∈ா(ீ)   

 
توسط میلان رندیک  1975شاخص رندیک در سال 

با نماد  ܩ یک گراف رند شاخص ]16[معرفی شد.
 شود:و تعریف می شده نشان داده (ܩ)ܴ

(ܩ)ܴ = ∑ ଵ
ඥௗೠௗೡ௨௩∈ா(ீ)   

  
 شاخص حسابی هندسی توسط وکشویک و فورتولا

ا ب ܩ ارائه شد.شاخص حسابی هندسی گراف ]19[
  شود:و تعریف می شده نشان داده (ܩ)ܣܩنماد 

(ܩ)ܣܩ = ∑ ଶඥௗೠௗೡ
ௗೠାௗೡ௨௩∈ா(ீ)   

  
 ، شاخص همبندي خروج از مرکز1997در سال 

این  ]17[ توسط شارما و همکارانش ارائه شد.
هاي هاي ریاضی فعالیتشاخص در زمینه مدل

. شاخص خوبی عمل کرده استبیولوژیکی به
   (ܩ)௖ߦبا نماد  ܩ گراف همبندي خروج از مرکز
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  شود:نشان داده شده و تعریف می
(ܩ)௖ߦ = ∑ ݀௨௨௩∈ா(ீ)   ௨ߝ
												= ∑ (ீ)௨௨௩∈ாߝ) +   (௩ߝ

  
، شاخص هایپر زاگرب توسط شیردل 2013در سال 

اگرب شاخص هایپر ز ]18[ و همکارانش ارائه شد.
نشان داده شده و تعریف  (ܩ)ܯܪ با نماد ܩ گراف

  شود:می
(ܩ)ܯܪ = ∑ (݀௨௨௩∈ா(ீ) + ݀௩)ଶ  

  
 مجموع وارون درجات، شاخص 2010در سال 

 ]20[ توسط وکوشویک و همکارانش ارائه شد.
با نماد  ܩ گراف مجموع وارون درجات شاخص
  شود:ینشان داده شده و تعریف م (ܩ)ܫܵܫ

(ܩ)ܫܵܫ = ∑ ଵ
భ
೏ೠ
ା భ
೏ೡ

௨௩∈ா(ீ) =

∑ ௗೠௗೡ
ௗೠାௗೡ௨௩∈ா(ீ)   

 
مجموع مکعبات درجات رئوس یک  ،2015در سال 

گراف توسط گوتمن و فورتولا بازنگري شده و 
 شاخص] 11فراموش شده نامیده شد.[ شاخص

داده  نشان (ܩ)ܨبا نماد  ܩ گراففراموش شده 
 شود:شده و تعریف می

(ܩ)ܨ = ∑ ݀௨
ଷ

௨∈௏(ீ)   
 

توان به صورت زیر نیز شاخص فراموش شده را می
  تعریف کرد:

(ܩ)ܨ = ∑ ൫݀௨
ଶ+݀௩

ଶ൯௨௩∈ா(ீ)   
  

در این مقاله به ارائه کران براي شاخص فراموش 
 موردي بیشتر در پردازیم. براي مطالعهشده می

هایی که بر مبناي درجه محاسبه کران براي شاخص
] را 3-1، 10-6اند، مراجع [رئوس تعریف شده

  ببینید.
 

  پیش نیازها -2
   هاي مورد نیازدر این بخش به ارائه تعاریف و لم

  

,ଵݔفرض کنید  پردازیم.می ,ଶݔ … , اعداد  ௡ݔ
  حقیقی مثبت باشند، آنگاه:

,ଵݔمیانگین حسابی  ,ଶݔ … ,   برابر است با  ௡ݔ
,ଵݔ)ܯܣ … , (௡ݔ =

௫భା⋯ା	௫೙
௡

  
  

,ଵݔمیانگین هندسی  ,ଶݔ … ,   برابر است با  ௡ݔ
,ଵݔ)ܯܩ … , (௡ݔ = ඥݔଵ…ݔ௡೙   

  
,ଵݔمیانگین مربعی  ,ଶݔ … ,   برابر است با  ௡ݔ

,ଵݔ)ܯܳ ,ଶݔ … , (௡ݔ = ට௫భమା௫మమା⋯ା	௫೙మ

௡
  

  
,ଵݔمیانگین هارمونیک  ,ଶݔ … ,   برابر است با  ௡ݔ

,ଵݔ)ܯܪ ,ଶݔ … , (௡ݔ =
௡

భ
ೣభ
ା భ
ೣమ
ା⋯ା భ

ೣ೙

  

  
در لم زیر ارتباط بیناین چهار میانگین به خوبی بیان 

  شده است.
  

,ଵݔ کنیدفرض  :1 لم ,ଶݔ … , اعداد حقیقی  ௡ݔ
  نامنفی باشند، آنگاه همواره داریم:

,ଵݔ)ܯܳ ,ଶݔ … , (௡ݔ ≥
,ଵݔ)ܯܣ ,ଶݔ … , (௡ݔ ≥
,ଵݔ)ܯܩ ,ଶݔ … , (௡ݔ ≥  
,ଵݔ)ܯܪ ,ଶݔ … ,   (௡ݔ

  
تنها اگر  حالت تساوي برقرار است اگر و

ଵݔ = ଶݔ = ⋯ =   .௡ݔ
  

 کنید فرض شوارتز):-(نامساوي کشی 2لم 
,ଵݔ ,ଶݔ … , ,ଵݕو ௡ݔ ,ଶݕ … , هایی از دنباله ௡ݕ

  اعداد حقیقی باشند، آنگاه داریم:
(∑ ௜௡ݕ௜ݔ

௜ୀଵ )ଶ ≤ ∑ ௜ଶ௡ݔ
௜ୀଵ ∑ ௜ଶ௡ݕ

௜ୀଵ   
 

اگر و  در نامساوي اخیر،حالت تساوي برقرار است
1 فقط اگر به ازاي هر ≤ ݅ ≤  داشته باشیم ݊

௜ݔ =   .௜ݕܿ
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,ଵݔفرض کنید  :3نتیجه  ,ଶݔ … , اي از دنباله ௡ݔ
  داریم: اعداد حقیقی باشد، آنگاه

(∑ ௜௡ݔ
௜ୀଵ )ଶ ≤ ݊∑ ௜ଶ௡ݔ

௜ୀଵ   
  

 حالت تساوي برقرار است اگر و فقط اگر
ଵݔ = ଶݔ = ⋯ =   .௡ݔ

  
 فرض کنید متکالف):-(نامساوي دیاز ]4[4 لم

,ଵݔ ,ଶݔ … , ,ଵݕو  ௡ݔ ,ଶݕ … , اعداد حقیقی  ௡ݕ
1به ازاي هر  و باشند ≤ ݅ ≤ داشته باشیم  ݊

௜ݔ݌ ≤ ௜ݕ ≤   داریم: ، آنگاه௜ݔܲ
∑ ௜ଶ௡ݕ
௜ୀଵ + ∑ܲ݌ ௜ଶ௡ݔ

௜ୀଵ ≤ ݌) +
ܲ)∑ ௜௡ݕ௜ݔ

௜ୀଵ   
௜ݕ = ௜ݔܲ ௜ݕیا =   ௜ݔ݌
 
در نامساوي اخیر، حالت تساوي برقرار است اگر و 

1فقط اگر به ازاي هر  ≤ ݅ ≤  داشته باشیم ݊
௜ݕ = ௜ݕیا ௜ݔܲ =   .௜ݔ݌

  
یک گراف همبند غیر  ܩفرض کنید : ]14[5لم 

زاي هر باشد.آنگاه به ا ݊ي بدیهی از مرتبه
ݒ ∈   داریم: (ܩ)ܸ

݀௨ ≤ ݊ −   ௨ߝ
  

ܩتنها اگر  حالت تساوي برقرار است اگر و ≅ ସܲ  یا
ܩ ≅ ௡ܭ − 0، که در آن ଶܭ݅ ≤ ݅ ≤ ቔ௡

ଶ
ቕ 

௡ܭبطوریکه  − یال 	݅گراف حاصل از حذف  ଶܭ݅
  باشد. ௡ܭغیر وابسته از گراف کامل 

  
  نتایج -3
 هاي بالا و پایین متنوعیه کراناین مقاله به ارائ در

حسب پارامترهاي  بربراي شاخص فراموش شده 
پردازیم. گرهاي مولکولی متعدد میگراف و توصیف

هاي غیر بدیهی، ساده در سرتاسر این بخش باگراف
  .، سروکار داریم݉ي و اندازه ݊ي بنداز مرتبهو هم

 ܩ شاخص فراموش شده گراف دلخواه :1قضیه 
  است با:برابر 

(ܩ)ܨ = (ܩ)ܯܪ −   (ܩ)ଶܯ2
  

هاي فراموش شده، طبق تعریف شاخص اثبات:
  هایپر زاگرب و شاخص زاگرب دوم داریم:

(ܩ)ܨ = ∑ ൫݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ൯ =௨௩∈ா(ீ)   
∑ (݀௨ + ݀௩)ଶ௨௩∈ா(ீ) −∑ 2݀௨݀௩௨௩∈ா(ீ)   
= (ܩ)ܯܪ −   (ܩ)ଶܯ2

  
  ■کند.ین اثبات را کامل میا

  
  ،ܩ براي هر گراف دلخواه :2قضیه 

ଷߜ݊ ≤ (ܩ)ܨ ≤ ݊∆ଷ  
  

حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر گراف 
  منتظم باشد.

ݑ واضح است که به ازاي هر اثبات: ∈  داریم (ܩ)ܸ
ଷߜ ≤ ݀௨

ଷ ≤ ∆ଷ لذا  
ଷߜ݊ = ∑ (ீ)ଷ௨∈௏ߜ ≤ (ܩ)ܨ =
∑ ݀௨

ଷ
௨∈௏(ீ) ≤ ∑ ∆ଷ௨∈௏(ீ) = ݊∆ଷ  

  
 حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر به ازاي هر

ݑ ∈ ௨݀ داشته باشیم (ܩ)ܸ = ߜ = که بر  ∆
  ■کند.منتظم بودن گراف دلالت می

  
 ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 3قضیه 

(ܩ)ଶܯ2 ≤ حالت تساوي برقرار است اگر و  (ܩ)ܨ
  گراف منتظم باشد. تنها اگر
  مربعی داریم: -طبق نامساوي هندسی اثبات:

(ܩ)ଶܯ2 = 2∑ ݀௨݀௩௨௩∈ா(ீ)   

≤ ∑ ቀ݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ
ቁ௨௩∈ா(ீ) =   (ܩ)ܨ

  
حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر به ازاي هر 

ݒݑ ∈ ௨݀ داشته باشیم (ܩ)ܧ = ݀௩  که بر منتظم
  ■کند.گراف دلالت می بودن
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(ீ)ி ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 4قضیه 
଼

≥ ூௌூ(ீ)మ

௠
 
حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر گراف 

  منتظم باشد.
-مربعی هاي کوشی شوارتز وطبق نامساوي اثبات:

  هارمونیک داریم:
ி(ீ)
଼

=

∑
ቀௗೠ

మାௗೡ
మ
ቁ

଼
≥௨௩∈ா(ீ) ൬∑ ቀ ௗೠௗೡ

ௗೠାௗೡ
ቁ
ଶ

௨௩∈ா(ீ) ൰ ≥

ቀ∑ ೏ೠ೏ೡ
೏ೠశ೏ೡೠೡ∈ಶ(ಸ) ቁ

మ

൫∑ ଵమೠೡ∈ಶ(ಸ) ൯
  

= ூௌூ(ீ)మ

௠
  

  
اولین حالت تساوي برقرار است اگر  ،1 با توجه به لم

ݒݑو تنها اگر به ازاي هر  ∈ داشته باشیم  (ܩ)ܧ
݀௨ = ݀௩ کند.که بر منتظم بودن گراف دلالت می  

دومین حالت تساوي برقرار است  ،2 با توجه به لم
ݒݑ اگر و تنها اگربه ازاي هر ∈  ܿثابت  (ܩ)ܧ

 وجود داشته باشد بطوریکه داشته باشیم
ௗೠௗೡ
ௗೠାௗೡ

= ܿ.  
,ݒݑاگر ݖݑ ∈ ௗೠௗೡآنگاه(ܩ)ܧ

ௗೠାௗೡ
= ௗೠௗ೥

ௗೠାௗ೥
 ، لذا

݀௩(݀௨ + ݀௭) = ݀௭(݀௨ + ݀௩) که به سادگی
௩݀توان نوشت می = ݀௭ تمامی  ݑ. لذا به ازاي هر

رئوسی که در همسایگی آن هستند داراي درجه 
یکسانند لذا دومین تساوي برقرار است اگر و تنها 

  منتظم یا دو منتظم باشد. ܩراف گاگر 
در نتیجه حکم برقرار است وحالت تساوي برقرار 

  ■است اگر و تنها اگر گراف منتظم باشد.
  

 ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 5قضیه 
ସߜ2݉ + ≥∆ߜ2݉ ߜ) + حالت تساوي  (ܩ)ܨ(∆

  برقرار است اگر و تنها اگر گراف منتظم باشد.
 متکالف مقادیر-زنامساوي دیا کافیست در اثبات:

ܲ = ݌،߂2 = ௜ݔ و همچنین ߜ2 = 1 ،
௜ݕ	 = ݀௨

ଶ+݀௩
ଶ  1 به ازاي هرو ≤ ݅ ≤ ݉ 

  جایگزاري شود، لذا داریم

ସߜ4݉ +   ∆ߜ4݉
= ସߜ4݉ + ∑∆ߜ4 (1)ଶ௨௩∈ா(ீ) ≤  
∑ ൫݀௨

ଶ+݀௩
ଶ൯

ଶ
௨௩∈ா(ீ) +

∑∆ߜ4 (1)ଶ௨௩∈ா(ீ) ≤ ߜ)2 +
∆)∑ ൫݀௨

ଶ+݀௩
ଶ൯௨௩∈ா(ீ)   

  
ସߜ2݉در نتیجه + ≥∆ߜ2݉ ߜ) +   (ܩ)ܨ(∆

حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر به ازاي هر 
ݒݑ ∈ ௨݀ داشته باشیم (ܩ)ܧ

ଶ+݀௩
ଶ =  یا ߜ2

݀௨
ଶ+݀௩

ଶ = که بر منتظم بودن گراف دلالت ∆2
  ■.کندمی
  

 ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 6قضیه 
(ܩ)ଷܴߜ2 ≤ (ܩ)ܨ ≤ 2∆ଷܴ(ܩ)  حالت تساوي

  تنها اگر گراف منتظم باشد. برقرار است اگر و
ݒݑ واضح است که براي هر اثبات: ∈   ،(ܩ)ܧ

ଷߜ2 = ଶߜ√ଶߜ2 ≤ ൫݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ൯ඥ݀௨݀௩  
≤ 2∆ଶ√∆ଶ= 2∆ଷ  

  
هاي فراموش شده و رندیک به کمک تعریف شاخص

  داریم:
(ܩ)ଷܴߜ2 ≤ (ܩ)ܨ = ∑ ൫݀௨

ଶ +௨௩∈ா(ீ)

݀௩
ଶ൯ඥௗೠௗೡ

ඥௗೠௗೡ
  

≤ 2∆ଷܴ(ܩ)  
  

حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر به ازاي هر 
ݒݑ ∈ ௨݀ داشته باشیم (ܩ)ܧ = ݀௩ = ߜ = ∆ 

  ■کند. که بر منتظم بودن گراف دلالت می
  

 ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 7قضیه 
ଶܯ(ସߜ2)

(ܩ)∗ ≤ (ܩ)ܨ ≤ (2∆ସ)ܯଶ
حالت  (ܩ)∗

  تساوي برقرار است اگر و تنها اگر گراف منتظم باشد. 
ݒݑواضح است که براي هر  اثبات: ∈   ، (ܩ)ܧ

ସߜ2 =   ଶߜଶߜ2
≤ ൫݀௨

ଶ + ݀௩
ଶ൯݀௨݀௩  

≤ 2∆ଶ∆ଶ= 2∆ସ  
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هاي فراموش شده و زاگرب به کمک تعریف شاخص
  اصلاح شده دوم داریم:

ଶܯ(ସߜ2)
(ܩ)∗ ≤   (ܩ)ܨ

= ∑ ൫݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ൯௨௩∈ா(ீ)
ௗೠௗೡ
ௗೠௗೡ

  
≤ (2∆ସ)ܯଶ

  (ܩ)∗
  

قرار است اگر و تنها اگر به ازاي هر حالت تساوي بر
ݒݑ ∈ ௨݀ داشته باشیم (ܩ)ܧ = ݀௩ = ߜ = ∆ 

  ■کند.که بر منتظم بودن گراف دلالت می
  

   ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 8قضیه 
(ܩ)ܨ ≥ ଶఋమ

௠
حالت تساوي برقرار  ଶ((ܩ)ܣܩ)

  است اگر و تنها اگر گراف منتظم باشد.
 3ي مربعی هارمونیک و نتیجه طبق نامساو اثبات:
  داریم:

ி(ீ)
ଶ

= ∑ ௗೠమାௗೡమ

ଶ௨௩∈ா(ீ) ≥

∑ ቆ ଶ
భ
೏ೠ
ା భ
೏ೡ

ቇ
ଶ

௨௩∈ா(ீ)   

= ∑ ቀଶௗೠௗೡ
ௗೠାௗೡ

ቁ
ଶ

௨௩∈ா(ீ) ≥
ଵ
௠
ቀ∑ ଶௗೠௗೡ

ௗೠାௗೡ௨௩∈ா(ீ) ቁ
ଶ
  

= ଵ
௠
൬∑ ଶඥௗೠௗೡ

ௗೠାௗೡ௨௩∈ா(ீ) ඥ݀௨݀௩൰
ଶ
  

≥ ଵ
௠
൬ߜ ∑ ଶඥௗೠௗೡ

ௗೠାௗೡ௨௩∈ா(ீ) ൰
ଶ
=

ఋమ

௠
  ଶ((ܩ)ܣܩ)

  
اولین حالت تساوي برقرار است اگر  ،1با توجه به لم 

ݒݑو تنها اگر به ازاي هر  ∈  داشته باشیم (ܩ)ܧ
݀௨ = ݀௩ کند.که بر منتظم بودن گراف دلالت می  

دومین حالت تساوي برقرار است  ،1با توجه به لم
ݒݑاگر و تنها اگربه ازاي هر  ∈  ܿثابت  ،(ܩ)ܧ

 وجود داشته باشد بطوریکه داشته باشیم
ଶௗೠௗೡ
ௗೠାௗೡ

= ,ݒݑ اگر .ܿ ݖݑ ∈  گاه داریمآن (ܩ)ܧ
ଶௗೠௗೡ
ௗೠାௗೡ

= ଶௗೠௗ೥
ௗೠାௗ೥

௩(݀௨݀ ، لذا + ݀௭) =

݀௭(݀௨ + ݀௩) توان نوشت که به سادگی می

݀௩ = ݀௭.  تمامی رئوسی که در  ݑلذا به ازاي هر
همسایگی آن هستند داراي درجه یکسانند لذا 

گراف تساوي برقرار است اگر و تنها اگر  دومین
  منتظم یا دو منتظم باشد.

سومین حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگربه 
ݒݑازاي هر ∈ ௨݀داشته باشیم  ،(ܩ)ܧ = ݀௩ =  ߜ

  کند.که بر منتظم بودن گراف دلالت می
در نتیجه حکم برقرار است و حالت تساوي برقرار 

  ■گراف منتظم باشد. است اگر و تنها اگر
  

(ܩ)ܨ ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 9قضیه ≥
ଶ௠మఋయ

∆	ீ஺(ீ)
حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر . 

  گراف منتظم باشد.
  طبق نامساوي حسابی هارمونیک داریم: اثبات:

௠
ீ஺(ீ)

= ௠

∑ మඥ೏ೠ೏ೡ
೏ೠశ೏ೡೠೡ∈ಶ(ಸ)

  

≤ ଵ
௠
∑ ௗೠାௗೡ

ଶඥௗೠௗೡ௨௩∈ா(ீ)   

= ଵ
ଶ௠

∑ ௗೠାௗೡ
ඥௗೠௗೡ௨௩∈ா(ீ) × ௗೠమାௗೡమ

ௗೠమାௗೡమ
  

= ଵ
ଶ௠

∑ ൫݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ൯௨௩∈ா(ீ) ×
ௗೠାௗೡ

ඥௗೠௗೡ൫ௗೠమାௗೡమ൯
  

≤ ∆
ଶ௠ఋయ

  (ܩ)ܨ
  

،اولین حالت تساوي برقرار است اگر 1با توجه به لم 
ݒݑو تنها اگربه ازاي هر  ∈ وجود  ܿثابت  ،(ܩ)ܧ
ௗೠାௗೡ باشیم داشته داشته باشد بطوریکه

ଶඥௗೠௗೡ
= ܿ. 

,ݒݑ اگر ݖݑ ∈ ௗೠାௗೡ آنگاه داریم (ܩ)ܧ
ଶඥௗೠௗೡ

=
ௗೠାௗ೥
ଶඥௗೠௗ೥

ඥ݀௨݀௩(݀௨ ، لذا + ݀௭) =

ඥ݀௨݀௭(݀௨ + ݀௩)  وان نوشت تمیکه به سادگی
݀௩ = ݀௭.  تمامی رئوسی که در  ݑلذا به ازاي هر

همسایگی آن هستند داراي درجه یکسانند لذا اولین 
گراف منتظم یا دو است اگر و تنها اگر  تساوي برقرار
  منتظم باشد.

به  دومین حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر
ݒݑازاي هر  ∈ داشته باشیم  ،(ܩ)ܧ



 

 ۱۳۹                                                                                                                    نتایجی در مورد شاخص فراموش شده
 

   

 

݀௨ = ݀௩ = ߜ = که بر منتظم بودن گراف  ∆
  کند.دلالت می

در نتیجه حکم برقرار است و حالت تساوي برقرار 
  ■م باشد.است اگر و تنها اگر گراف منتظ

  
 ،ܩ براي هر گراف دلخواه: 10قضیه 

(ܩ)ܨ ≤ 2݊ଶ݉+ (ܩ)ଷߦ −  بطوریکه (ܩ)௖ߦ2݊
(ܩ)ଷߦ = ∑ ௨ଶߝ) +   .(ீ)௩ଶ)௨∈௏ߝ

ܩحالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر  ≅ ସܲ یا 
0به ازاي هر  ≤ ݅ ≤ ቔ௡

ଶ
ቕ داشته باشیم 
ܩ ≅ ௡ܭ −   .ଶܭ݅

 5طبق تعریف شاخص فراموش شده و لم  :اثبات
  داریم:

(ܩ)ܨ = ∑ ቀ݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ
ቁ௨௩∈ா(ீ)   

≤ ∑ ((݊ − ௨)ଶߝ + (݊ − (ீ)௩)ଶ)௨௩∈ாߝ   
= ∑ (2݊ଶ + ௨ଶߝ) + (௩ଶߝ −௨௩∈ா(ீ)
௨ߝ)2݊ +   ((௩ߝ
= 2݊ଶ݉+ (ܩ)ଷߦ −   (ܩ)௖ߦ2݊

  
ازاي هر  تنها اگر به تساوي برقرار است اگر و حالت

ݑ	 ∈ ௨݀داشته باشیم  (ܩ)ܸ = ݊ − لذا با  ௨ߝ
0 به ازاي هر 5 توجه به لم ≤ ݅ ≤ ቔ௡

ଶ
ቕ  داریم

ܩ ≅ ସܲ  ܩیا ≅ ௡ܭ − و این اثبات را کامل  ଶܭ݅
  ■کند.می

  
 ،ܩ براي هر گراف دلخواه :11نتیجه 

(ܩ)ܨ ≤ 2݉൫݊ − ൯(ܩ)ݎ
ଶ ساوي برقرار حالت ت

ܩاگر  تنها و است اگر ≅ گراف حاصل از  ܩیا  ௡ܭ
  باشد. ௡ܭبرداشتن یک تطابق کامل از گراف 

 5 طبق تعریف شاخص فراموش شده و لم اثبات:
  داریم:

(ܩ)ܨ = ∑ ቀ݀௨
ଶ + ݀௩

ଶ
ቁ௨௩∈ா(ீ)   

≤ ∑ ((݊ − ௨)ଶߝ + (݊ − (ீ)௩)ଶ)௨௩∈ாߝ   
≤ ∑ ((݊ − ଶ((ܩ)ݎ + (݊ −௨௩∈ா(ீ)

(ଶ((ܩ)ݎ = 2݉൫݊ − ൯(ܩ)ݎ
ଶ
  

اولین حالت تساوي برقرار است اگر و تنها اگر به 
ݑ	ازاي هر  ∈ ௨݀ داشته باشیم (ܩ)ܸ = ݊ −  ௨ߝ

0 به ازاي هر 5لذا با توجه به لم  ≤ ݅ ≤ ቔ௡
ଶ
ቕ  داریم

ܩ ≅ ସܲ  ܩیا ≅ ௡ܭ − دومین حالت تساوي  .ଶܭ݅
ݑر است اگر و تنها اگربه ازاي هر برقرا ∈  ،(ܩ)ܸ

(ܩ)ݎداشته باشیم  = اثبات  5 با توجه به لمکه  ௜ߝ
  ■است. کامل
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