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 چکیده

)*یک مجموعه ناتهی، و  Xفرض کنید  )P X های ناتهیمجموعه تمام زیرمجموعهX  باشد. در این مقاله نشان

)*دهیم که وجود حداقل یک تابع انتخاب بر می )P Xای از اصل انتخاب است، گسترش برخی از ، که نتیجه

)*به ساختارهای مشابه بر   Xساختارهای ریاضی تعریف شده بر  )P X سازد. به عنوان نمونه، نشان را ممکن می

)*دوتایی بر توان به یک عمل را می Xدهیم که هر عمل دوتایی بر می )P X و هر متر تعریف شده بر ،X  را

)*متر بر توان به یک شبهمی )P X رسیم. گسترش داد. به این ترتیب، به چند گزاره معادل با اصل انتخاب می

ها از یک هستند، زیرا به طور معمول، ساختارها و خاصیت چنین نتایجی بر خلاف مشاهدات معمول ما در ریاضیات

دهیم که ای ارائه میرسند. به عنوان یکی از نتایج مهم این مقاله، گزارههای آن به ارث میمجموعه به زیرمجموعه

)ترکیب عطفی آن با اصل  , )C  توپولوژیک از اصل انتخاب دهد. سرانجام، دو نتیجه ، اصل انتخاب را نتیجه می2

 آوریم.به دست می

 

 

 

 

 ارزیهای معادل، عمل دوتایی، متر، ترتیب جزئی، رابطه همگزاره های کلیدی:واژه

                                                 
 giv@math.usb.ac.ir :Email                                                                                                   دار مکاتبات   عهده

                                    

های نوین در ریاضیپژوهش زاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقاتآدانشگاه                                                                                                    

http://jnrm.srbiau.ac.ir/
mailto:giv@math.usb.ac.ir


 42                                    1403 بهمن و اسفند، پنجاه و دومهم، شماره های نوین در ریاضی/ سال دپژوهش /حسین حسینی گیو 
 

 

 نیازهامقدمه و پیش  -1

ترین اصول ارائه گردید، یکی از مهم 3ارنست تسرملودان آلمانی توسط ریاضی ]1[، که نخستین بار در 2اصل انتخاب

تعریف    fهای ناتهی، تابع از مجموعه کند که برای یک مجموعه ناتهی نوین است. این اصل بیان میریاضیات 

)موجود است که در شرط  شده بر  )f A A  برای هرAبه درستی انتخاب کند. در اینجا، واژه صدق می

)، عضوی از آن، یعنی در  Aاستفاده شده است. در حقیقت، وقتی چنین تابعی یافت شود، از هر مجموعه  )f A

 نامیم. می بر  4تابع انتخابرا یک    fشده است. در این وضعیت، تابع  انتخاب، 

ترین ساده های ملموس از تابع انتخاب، حتی در بسیاری ازبر خلاف ظاهر ساده و منطقی این اصل، یافتن مثال

های رمجموعهمجموعه تمام زیها، دشوار است. برای درک این حقیقت، کافیست به یافتن یک تابع انتخاب بر حالت

 )مجموعه اعداد حقیقی( فکر کنید! ناتهی 

شود که در کند.  یادآوری میباز می 5های غیرساختیاثباتاین ویژگی، راه را برای استفاده از اصل انتخاب برای ارائه 

رسد. به این ، به اثبات میآن به صورت ملموسبدون یافتن یا ارائه یک اثبات غیرساختی، وجود یک شئ ریاضی 

های فراوانی در جامعه ریاضی روزگار خود، همراه گردید. اما، پس از دلیل، استفاده تسرملو از اصل انتخاب با بحث

، 7اصل ماکسیمال هاوسدورف، 6لم تسورنهای معادل آن، مانند مدت کوتاهی آشکار گشت که اصل انتخاب و گزاره

های مهم ریاضی مانند جبرخطی، توپولوژی، و آنالیز تابعی ، ابزارهایی ضروری برای توسعه شاخه8ترتیبیاصل خوشو 

 هستند. 

منابع  ]3[و  ]2[های های معادل بوده است. کتابدانان بسیاری برای یافتن گزارهبخش ریاضیاهمیت این اصل، الهام

های جدیدی برای اصل های اخیر، معادلشوند. در سالل میارزشمندی هستند که نتایج بسیاری از این نوع را شام

ای مجموعه، معادل نظریه]4[های توپولوژیک ارائه شده در توانیم به معادلاند. به عنوان نمونه میانتخاب پیدا شده

اند، به دست آمده ]8[و  ]7[، ]6[و همکارانش در  9کرمدیسهای معادل مختلفی که توسط ، و گزاره]5[بیان شده در 

 اشاره کنیم. 

یک مجموعه  Xهای جدیدی از اصل انتخاب است. برای ورود به بحث، فرض کنید هدف این مقاله، ارائه معادل

)*ناتهی است، و  )P X های ناتهی مجموعه تمام زیرمجموعهX دهد. در این صورت، تابع ن میرا نشا{ }x x 

)*دهد که نشان می )P X  یک کپی ازX رسد. شود. بنابراین، یک پرسش طبیعی به ذهن میرا شامل می 

)*تعریف شده باشد، آیا امکان گسترش آن به  Xاگر یک ساختار ریاضی بر  (1) )P X وجود دارد؟ 

ایج در ای، حصول یک نتیجه جالب و بر خلاف مشاهدات رواضح است که پاسخ مثبت به این پرسش در هر زمینه

سیاری از موارد، بکه در افتد این است ریاضیات را در پی دارد. در واقع، آنچه به طور معمول در ریاضیات اتفاق می

ا استفاده از برسد. نکته مهم این است که های آن به ارث مییک ساختار یا خاصیت از یک مجموعه، به زیرمجموعه

هیم، و این، ( در مورد برخی از ساختارهای رایج در ریاضیات، پاسخ مثبت بد1توانیم به پرسش )اصل انتخاب می

 است.  هدف اصلی ما از نوشتن مقاله حاضر

                                                 
2 The Axiom of Choice 
3 Ernst Zermelo 
4 Choice function 
5 Nonconstructive proofs 
6 Zorn’s Lemma 
7 Hausdorff’s Maximal Principle 
8 Well-Ordering Principle 
9 Keremedis 
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دهیم که برای هر نشان می 2کنیم. در بخش قبل از شروع کار و پرداختن به نتایج اصلی، ساختار مقاله را تشریح می

nعدد طبیعی  1 گسترش یک تابع تعریف شده از ،nX  بهX  به تابعی از*( )nP X  به*( )P X  با خاصیتی

nشود. حالت خاص ای معادل با اصل انتخاب میمعین، منجر به یافتن گزاره  ، گسترش یک عمل دوتایی از 2

X  به*( )P X اد. را نتیجه خواهد د 

)کنیم به طوری که ترکیب عطفی معرفی می Pدر بخش سوم، یک گزاره  , )P C  ، اصل انتخاب را نتیجه 2

)دهد. گزاره می , )C   رد. ک، یادآوری خواهیم 3یکی از نتایج مهم اصل انتخاب است که آنرا در ابتدای بخش  2

)*دهیم که وجود حداقل یک تابع انتخاب بر ، نشان می4سپس، در بخش  )P Xهای ، گسترش مترها و ترتیب

)*به  Xجزئی را از  )P X کند. سازد. این بخش، دو معادل جدید از اصل انتخاب را معرفی میممکن می 

)*به  Xارزی را از ی همهاسرانجام، در بخش پنجم، رابطه )P X دهیم، و یک معادل جدید دیگر گسترش می

شوند نتخاب نتیجه میرسد که از اصل اآوریم. این مقاله با ارائه دو گزاره به پایان میبرای اصل انتخاب به دست می

 و با هدف اصلی ما همسو هستند.

های بعدی استفاده خواهند شد. پردازیم که در بخشهایی میین بخش به معرفی نمادها، مفاهیم و گزارهدر پایان ا

Y:، تابعی مانند Yبر  10مترشبهیک مجموعه باشد، یک  Yاگر  Y Y    است که تمام خواص یک متر را

)دارد، جز اینکه از  , )x y 0  نتیجه شودx  باy  برابر است. اگر اعضایY  نیز مجموعه باشند، اجتماع تمام

است.  Y، یک رابطه دوتایی بازتابی و متعدی بر Yبر  11ترتیبپیشدهیم. یک نمایش می Yرا با  Yاعضای 

را با  به پیمانه  Yارزی اعضای های همرده باشد، مجموعه تمام Yارزی بر یک رابطه هم اگر 
Y


نشان  

 دهیم. می
 

 وتاييدهای نخستین قدم برای گسترش عمل -2

)*یک مجموعه ناتهی و  Xهمانطور که در بخش اول بیان کردیم، در سراسر این مقاله،  )P X  مجموعه تمام

حاصلضرب دکارتی  nXباشد،  1تر از یک عدد طبیعی بزرگ nاست. همچنین، اگر   Xهای ناتهی زیرمجموعه

X X دهد که در آن، مجموعه ان میرا نشX  به تعدادn  .بار ظاهر شده است 

 کنیم. برای رسیدن به یک معادل جدید از اصل انتخاب، کار را با یک تعریف آغاز می

تابعی  F، و Xبه  nXتابعی از   fاست. همچنین،  1تر از یک عدد طبیعی بزرگ nفرض کنید . 2.1تعريف 

)*از  )nP X  به*( )P X گوییماست. میF  تابعیf-است اگر برای هر  12وابسته*( )A P X عضو ،y  از

A 13عضو ویژه، موسوم به یک A موجود باشد که برای هر  ،( ,..., ) n

nx x X 

  1
1 1، 

({ },...,{ }, ) { ( ,..., , )}.n nF x x A f x x y 1 1 1 1 
 پیش از این بیان کردیم که با در نظر گرفتن تابع 

{ },x x 

                                                 
10 Quasi-metric 
11 Pre-orders 
12 f -dependent 
13 Special element 
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)*ای از را به عنوان زیرمجموعه Xتوانیم مجموعه می )P X  در نظر بگیریم. بنابراین هر تابعf- وابسته، در

)*به  nXرا از   fحقیقت  )nP X ای از تساوی دهد. این حقیقت، نتیجهگسترش می 

({ },...,{ }) { ( ,..., )}n nF x x f x x1 1 

)است که برای هر  ,..., ) n

nx x X1 باشد. معتبر می 

)*وابسته بر -fتابعی  Fاگر  )nP X  باشد، یک مجموعه*( )A P X تواند بیش از یک عضو ویژه داشته می

کنیم که وقتی دهیم. برای اینکه مثال را تا حد امکان ساده کنیم، دقت میباشد. این حقیقت را در مثال زیر نشان می

n   Fو  fجای به و  توانیم از نمادهای های دوتایی هستند. لذا، در این حالت میعمل Fو  f، توابع 2

 استفاده کنیم. 
 

}فرض کنید مثال.  , }X  1  با روابط Xرا بر  ، و عمل دوتایی 2

   1 2 1 1 1 
 و

   2 1 2 2 2 
)*را بر  تعریف کنید. همچنین، عمل دوتایی  )P X  باX X X  و ، 

{ } { } { }i X X i i    
 و 

{ } { } { }i j i j   

i,برای  j X  ،تعریف کنید. در این صورت  یک عمل دوتایی- وابسته بر*( )P X  اعضای 2و  1است که ،

iهستند. در واقع، برای هر  Xویژه  X، 
{ } { } { }i X i i   1 

 و
{ } { } { }.i X i i   2 

 

یک عدد طبیعی  nهای اصلی این بخش را بیان کنیم. در گزاره زیر، ، گزاره1. 2توانیم با استفاده از تعریف اکنون می

 است. 1تر از بزرگ
 

( )n اگر :X ای ناتهی باشد و مجموعهf   تابعی ازnX  بهX آنگاه حداقل یک تابع ،f- وابسته از*( )nP X 

)*به  )P X .وجود دارد 
 

 قضیه زیر، نتیجه اصلی این بخش است.  
 

nبرای هر عدد طبیعی  .2.2 قضیه 1 گزاره ،( )n  .با اصل انتخاب معادل است 

)دهیم که اصل انتخاب، گزاره ابتدا نشان میاثبات.  )n دهد. برای این منظور، فرض کنید را نتیجه میf   تابعی

)*یک تابع انتخاب بر   gباشد. اگر  Xبه  nXاز  )P X باشد، آنگاه 

( ,..., ) { ( ( ),..., ( ))}n nF A A f g A g A1 1 
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)*تابعی از  )nP X  به*( )P X کند. بعلاوه، برای مجموعه دلخواه تعریف می*( )A P X عضو ،( )g A  ازA

)وابسته است، زیرا برای هر -fیک تابع  F، یک عضو ویژه است. بنابراین،  ,..., ) n

nx x X 

  1
1 1، 

({ },...,{ }, )nF x x A1 1 

 با

{ ( ,..., , ( ))}nf x x g A1 1 

 برابر است. 

)دهیم که اصل انتخاب، از حال نشان می )n شود. فرض کنید نتیجه می های ناتهی یک مجموعه از مجموعه

Xباشد و قرار دهید   تابع .f   را ازnX  بهX  1با ضابطه( ,..., )n nf x x x  تعریف کرده، فرض کنید

F  یک تابعf- وابسته از*( )nP X  به*( )P X  باشد، و عضو ثابتz  ازX  را در نظر بگیرید. اگر یک مجموعه

A دو عضو ویژه ،y  وw داشته باشد، آنگاه 
({ },...,{ }, )F z z A 

 برابر است با

{ ( ,..., , )} { },f z z y y 
 و

{ ( ,..., , )} { }.f z z w w 

yلذا w  بنابراین، هر عضو .A  از دارای یک عضو ویژه یکتا مانند ،
Ay  است. اکنون، تابعAA y یک

 رسد.  است، و اثبات به اتمام می تابع انتخاب بر 
 

)در حالت خاص، گزاره  ) nشویم که حالت با اصل انتخاب معادل است. یادآور می 2  های ، مربوط به عمل2

X، تابعی از Xبر   دوتایی است. در واقع، یک عمل دوتایی  )*بر  ، و یک عمل دوتایی Xبه  2 )P X تابعی ،

)*از  )P X )*به  2 )P X  ایم. است. لذا، معادل زیر از اصل انتخاب را به دست آورده 
 

( ) بر  وابسته -باشد، آنگاه یک عمل دوتایی  Xک عمل دوتایی بر ی یک مجموعه ناتهی و  X: اگر 2
*( )P X .وجود دارد 

 

)*به این معناست که برای هر  وابسته بودن -شرط  )A P X عضو ،y  ازA عضو ویژه، موسوم به یک A

x،  موجود است به طوری که برای هر X ،{ } { }x A x y  . کند که در حالت خاص، این شرط ایجاب می

x,برای هر  y X ، 
{ } { } { }.x y x y   

)*به  ، توسیعی از توانیم به این صورت بیان کنیم که عمل دوتایی برقراری شرط اخیر را می )P X   .است 

)* ترمجموعه بسیار بزرگ، به Xدهد که یک عمل دوتایی را از مجموعه بنابراین، اصل انتخاب به ما اجازه می )P X 

 گسترش دهیم. 
 

)های دوتايي و اصل گسترش عمل -3 , )C  2 

هایی است که در های مرتبط با آن، یافتن گزارهتحقیقاتی در زمینه اصل انتخاب و گزارهیکی از موضوعات مهم 

 دهند.  تر از اصل انتخاب، این اصل را نتیجه میهای ضعیفترکیب با گزاره
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)اصل  , )C  یک مجموعه ناتهی از  کند که اگر ، یکی از نتایج مهم اصل انتخاب است. این اصل بیان می2

 وجود دارد.  های دو عضوی باشد، آنگاه یک تابع انتخاب بر مجموعه

)است که ترکیب عطفی  Pای مانند هدف بخش حاضر، ارائه گزاره , )C  2P  اصل انتخاب را نتیجه دهد. کار ،

 کنیم. مورد نظر، آغاز می Pن گزاره را با بیا
 

(P)  اگر  یک عمل دوتایی بر مجموعه ناتهیX  باشد، آنگاه عمل دوتایی- وابسته  بر*( )P X   موجود

Aای از مجموعه ناتهی اعضاء ویژه  yو  xاست که، اگر  X  باشند، آنگاه 

 .x x y y   )1( 
 

 توانیم قضیه این بخش را بیان و اثبات کنیم.اکنون می
 

)اصل انتخاب از گزاره  .3.1 قضیه , )C  2P شود. نتیجه می 
 

Xهای ناتهی باشد و قرار دهید یک مجموعه از مجموعه فرض کنید اثبات.   فرض کنید .  خانواده

، نیازی به استفاده از اصل انتخاب باشد. )توجه داشته باشید که برای ساختن  Xهای دو عضوی تمام زیرمجموعه

)نداریم.( با توجه به اصل  , )C  القا  Xیک عمل دوتایی بر  fکنون، وجود دارد. ا بر  f، تابع انتخاب 2

 کند:می
({ , })x y f x y  

xاگر  y  اعضایی ازX باشند، و 

x x x  (2) 

xبرای هر  Xبا توجه به . )P( عمل دوتایی ،  بر*( )P X   موجود است که برای هرx  وy   درX ، 
{ } { } { }.x y x y   

)*، آنگاه Aواضح است که اگر  )A P X بنابراین، با توجه به .)P( مجموعه ،A  دارای یک عضو ویژهz 

که به هر  دهند که این عضو ویژه، یکتاست. حال، تابعینشان می (P)( در 1( و شرط )2)  است. از طرفی، تساوی

Aکند، یک تابع انتخاب بر، عضو ویژه یکتای آن را نظیر می.است 
 

 های جزئيگسترش مترها و ترتیب -4

)*به  Xهای جزئی از در این بخش، به گسترش مترها و ترتیب )P X پردازیم. برای شروع، ابتدا منظور از می

 کنیم. گسترش را به صورت دقیق، تشریح می
 

 باشد.  Xترتیب بر مجموعه یک پیش متر، و یک شبه dفرض کنید  .4.1تعريف 

 متر شبه   بر*( )P X  را توسیعی ازd نامیم هرگاه برای هر می,x y X، 

({ },{ }) ( , ).x y d x y  

 بر   ترتیب پیش*( )P X   را توسیعی از نامیم هرگاه برای هر می,x y X رابطه ،{ } { }x y  برقرار

xباشد اگر و تنها اگر  y. 
 

 توانیم نتیجه اصلی این بخش را بیان و اثبات کنیم. با استفاده از این تعریف، می
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 های زیر، با اصل انتخاب معادل هستند. گزاره. 2. 4 قضیه

)اگر  )الف( , )X d متر یک فضای متریک باشد، آنگاه یک شبه   بر*( )P X  موجود است که توسیعی ازd 

)*بوده و برای هر  )A P X عضو ،x  ازA  وجود دارد که({ }, )x A 0. 

)اگر )ب(  , )X  بر   ترتیب یک مجموعه مرتب جزئی باشد، آنگاه پیش*( )P X  توسیعی از  موجود است که

  بوده و برای هر*( )A P X عضو ،x  ازA  وجود دارد که{ }x A  و{ }A x. 
 

یک  fدهد. برای این منظور، فرض کنید را نتیجه می)الف(  گزارهدهیم که اصل انتخاب، ابتدا نشان میاثبات. 

)*تابع انتخاب بر  )P X  باشد. برای*, ( )A B P X تعریف کنید 
( , ) ( ( ), ( )).A B d f A f B  

)*متر بر یک شبه در این صورت، واضح است که  )P X  است، زیرا( , )A B 0  با شرطA B  نیز

)*است و اگر  dتوسیعی از  پذیر است. بعلاوه، امکان )A P X عضو ،( )f A  ازA  در تساوی

({ ( )}, )f A A 0 کند. صدق می 

های یک مجموعه از مجموعه دهد. فرض کنید ، اصل انتخاب را نتیجه می)الف(دهیم که گزاره سپس نشان می

Xناتهی باشد و قرار دهید   فرض کنید .d  متر گسسته برX  بوده ومتر متناظر با ، شبهd  طبق

Aشده با  تعریف باشد. در این صورت، رابطه )الف( گزاره  B  اگر و تنها اگر( , )A B 0 ارزی یک رابطه هم

)*بر  )P X  است. اکنون فرض کنیدA  عضو دلخواهی از*( )P X  عضو )الف(باشد. با توجه به ،x  ازA 

})وجود دارد که  }, )x A 0 یعنی ،{ }x  وA قرار دارند. اگر  ارزی به پیمانه در یک رده همy x  عضوی

 باشد، آنگاه  Xاز 
({ },{ }) ( , ) .y x d y x  1 

}بنابراین،  }y ارزی در رده همA  و{ }x  قرار ندارد. لذا، اگرA  دلخواه باشد، عضو یکتایx  ازA  وجود

}دارد که  }x ارزی در رده همA  گیرد. حال، تابعی که به هر عضو قرار می به پیمانه رابطهA این عضو ،

 است.  کند، یک تابع انتخاب بر یکتا را نظیر می

)*یک تابع انتخاب بر  fشود. فرض کنید از اصل انتخاب نتیجه می)ب(، دهیم که گزاره اکنون نشان می )P X 

,*باشد. برای  ( )A B P X  بنویسیدA B  اگر و تنها اگر( ) ( )f A f B در این صورت، واضح است که .

کند. در هر دو خاصیت بازتابی بودن و تعدی را داراست، اما در حالت کلی در شرط پادمتقارن بودن صدق نمی 

Aواقع، از  B   وB A گیریم نتیجه می( ) ( )f A f B که تساوی ،A B کند. بنابراین، را تضمین نمی

)*ترتیب بر یک پیش  )P X  توسیعی از  است. اینکه  شود. همچنین، نتیجه می است، به آسانی از تعریف

)*اگر  )A P X  دلخواه باشد، آنگاه( )f A  عضوی ازA  است که در شرایط{ ( )}f A A  و{ ( )}A f A 

 کند.صدق می

های یک مجموعه از مجموعه دهد. فرض کنید ، اصل انتخاب را نتیجه می)ب(دهیم که گزاره در پایان نشان می 

Xناتهی باشد و قرار دهید   برای .,x y X  بنویسیدx y  اگر و تنها اگرx y واضح است که . 

)*ترتیب بر یک پیش است. فرض کنید  Xیک ترتیب جزئی بر  )P X  به )ب(باشد که مطابق گزاره ،  نظیر

)*را بر  شود. رابطه می )P X  با نوشتنA B  اگر و تنها اگرA B  وB A این صورت،  تعریف کنید. در
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 ارزی بر یک رابطه هم*( )P X  است. اگرA  عضو دلخواهی از ارزی یکتایی به پیمانه باشد، رده هم 

}وجود دارد که  Aاز  x، عضو )ب(است. با توجه به  Aوجود دارد که شامل  }x ارزی در رده همA  .قرار دارد

yاگر  x  عضوی ازX  و اینکه توسیعی از  باشد، آنگاه تعریف ما از دهند که است نتیجه می{ }y تواند نمی

وجود  Aاز  x، عضو یکتای در  Aباشد. بنابراین، برای هر مجموعه  به پیمانه  Aارزی عضوی از رده هم

}دارد که  }x ارزی در رده همA  به پیمانه  قرار دارد. لذا، تابعی که به هر عضوA  این عضو یکتا را نظیر

 است.  کند، یک تابع انتخاب بر می
 

 ارزی، و دو نتیجه توپولوژيکهای همتوسیع رابطه -5

)*بر  متر به شبه Xتعریف شده بر  dهمانطور که در بخش قبل دیدیم، وقتی یک متر  )P X  گسترش

)*به  Xارزی را از برقرار است. وقتی بخواهیم یک رابطه هم dو  ای بین یابد، ارتباط ویژهمی )P X  توسیع

 د. گردای باشد که در تعریف زیر تشریح میارزی باید به گونهبدهیم، ارتباط میان این دو رابطه هم
 

)*ای ناتهی باشد، مجموعه Xفرض کنید   .5.1تعريف  )P X   و* *( ( ))P P X مجموعه .  را-
موجود باشد که  از  U، عضو )یکتای( گوییم هرگاه برای هر ( می15متقاطع-به طور یکتا ) 14متقاطع

A، شرط Aبرای هر  U   .برقرار باشد 
 

 اجازه دهید این مفهوم را با یک مثال ساده، توضیح دهیم. 
 

 مجموعه اعداد طبیعی باشد. قرار دهید  فرض کنید . 2. 5 مثال
*{{ },{ , },{ }} ( )P  1 2 3 5 

 و
* *{{{ },{ , }},{{ }}} ( ( )).P P  1 1 2 5 

 

دل جدید دیگری توانیم معااکنون می، 1. 5 . با استفاده از تعریفمتقاطع است-به طور یکتا  در این صورت، 

 برای اصل انتخاب ارائه کنیم. 
 

 گزاره زیر، با اصل انتخاب معادل است.  . 3. 5قضیه 

)*بر   ارزی باشد، رابطه هم Xارزی بر مجموعه ناتهی یک رابطه هم اگر  )P X  موجود است که
*( )P X


 

به طور یکتا 
X


 متقاطع است. -

 

یک  fفرض کنید  شود. برای این منظور،دهیم که گزاره داده شده، از اصل انتخاب نتیجه میابتدا نشان میاثبات. 

)*اب بر تابع انتخ )P X باشد و قرار دهید 

( ) : ,
X

f V V 
   

 

1 

                                                 
14   intersecting 
15 Uniquely   intersecting 
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)که در آن  )f V1 نگاره پیشV X  تحتf  است. چونf  ،یک تابع انتخاب است( )f V V ،بنابراین .

( )f V1 های عضو ناتهی است. چون مجموعه
X


باشند. نیز دو به دو مجزا می دو به دو مجزا هستند، اعضای  

بعلاوه، تساوی 
X

X  


)*دهد که نشان می  )P X  ،لذا .  یک افراز از*( )P X ارزی است. رابطه هم

ارزی مورد نظر ماست. در حقیقت، اگر دهیم، رابطه همنمایش می حاصل، که آنرا با 
X

V 


و  

*( )
( )

P X
f V   



)، A، آنگاه برای هر 1 )f A A V دهد ، که نشان میA V . 

-از مجموعهیک مجموعه  دهد. لذا، فرض کنید دهیم که گزاره داده شده، اصل انتخاب را نتیجه میحال نشان می

Xهای ناتهی باشد و قرار دهید   همچنین، فرض کنید . ارزی قطری بر رابطه همX  باشد، یعنیx y 

xاگر و تنها اگر  y و ، ارزی متناظر با رابطه هم  بر*( )P X  مطابق گزاره داده شده باشد، به این معنی

که 
*( )P X


به طور یکتا  

X


به پیمانه  ارزی یکتای ، رده همAمتقاطع است. در این صورت برای هر -

  هست که شاملA باشد. چون می
*( )P X


به طور یکتا  

X


ارزی یکتایی در متقاطع است، رده هم-

X


 

ارزی فقط یک عضو دارد، که ، اشتراک دارد. این رده همA، و در نتیجه با مجموعه وجود دارد که با هر عضو 

}آنرا با  }Ax دهیم. اکنون، تابع نمایش میAA x یک تابع انتخاب بر  .است 
 

 کنیم. در پایان، دو نتیجه توپولوژیک از اصل انتخاب را بیان می
 

 شوند. های زیر، از اصل انتخاب نتیجه میگزاره. 4. 5قضیه 

باشد، آنگاه پایه  Xارزی بر یک رابطه هم  ، و Xیک پایه برای یک توپولوژی بر مجموعه ناتهی  اگر )الف( 

  برای یک توپولوژی بر
X


 متقاطع است. -وجود دارد که  

)*برای یک توپولوژی بر  باشد، آنگاه پایه  Xیک پایه برای یک توپولوژی بر مجموعه ناتهی  اگر )ب(  )P X 

 متقاطع است.-وجود دارد که 
 

:اگر اثبات. 
X

f X


 یک تابع انتخاب باشد، آنگاه  

{ ( ) : }f V V   1
 

ای برای یک توپولوژی بر پایه
X


)، آنگاه است. اگر   )f V . بنابراین برای از  Vبرای یک عضو  1

)گیریم که نتیجه می Aهر  )f V A V دهد که . این نشان میای ، مجموعه- متقاطع است، و

از اصل انتخاب نتیجه  )ب(رساند. اثبات اینکه شود را به اتمام میاز اصل انتخاب نتیجه می)الف( اثبات اینکه 

 پذیر است.  شود، به طور مشابه امکانمی
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 گیرینتیجه -6

به  X تهیدر این مقاله نشان دادیم که اصل انتخاب، گسترش برخی ساختارهای ریاضی را از یک مجموعه نا

)* های ناتهی آن، یعنیمجموعه تمام زیرمجموعه )P Xهای سازد. این ساختارها عبارت بودند از عمل، ممکن می

از نتایج های دیگری ارزی. بنابراین، نتایج حاصل در این مقاله، نمونههای همهای جزئی، و رابطهدوتایی، مترها، ترتیب

 شوند. انگیز اصل انتخاب محسوب میشگفت
به X یک ایده برای انجام کار تحقیقاتی جدید در این زمینه، بررسی امکان گسترش ساختارهای ریاضی دیگر از

*( )P X های جدید از این اصل بسیار مهم است. با استفاده از اصل انتخاب، و رسیدن به معادل 
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