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 مقدمه -1

پذیری جبر باناخ توسط جانسون  مفهوم میانگین

جبرهای  ℬو  𝒜[. فرض کنید 4بیان شده است ]

های  پذیری ضرب باناخ باشند مفهوم ضعیفا میانگین

𝒜تانسوری  ⊗̂ ℬ  را یزدان پناه مورد بحث و

 [.8بررسی قرار داد ]

یک جبر باناخ باشد، فضای همه  𝒜فرض کنید 

را با  𝒜به داخل  𝒜های پیوسته از  همریختی

𝐻𝑜𝑚(𝒜) ض کنید دهیم. فر نشان می𝒜  یک

–یک باناخ  𝐸جبر باناخ باشد و  𝒜  دو مدول باشد و

𝜎𝒜 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜) .نگاشت خطی و کراندار  باشد

𝐷: 𝒜 → 𝐸  را−𝜎𝒜  اشتقاق گوییم هرگاه برای

𝑏 وهر  ∈ 𝒜 [ 6و5داشته باشیم:] 
𝐷(𝑎𝑏) = 𝐷(𝑎) ⋅ 𝜎𝐴(𝑏) + 𝜎𝐴(𝑎). 𝐷(𝑏)     

 

𝑥و به ازای هر  ∈ 𝐸شت ، نگا: 𝒜 → 𝐸 𝛿𝑥
𝑎 که به

 شود: صورت زیر تعریف می

𝛿𝑥
𝑎 = 𝜎𝒜(𝑎) ⋅ 𝑥 − 𝑥 ⋅ 𝜎𝒜(𝑎)  

 

–را یک  𝜎𝒜  القا شده به وسیله( اشتقاق درونی𝑥 )

 گوییم. می

 𝜎𝒜−پذیر ) انقباض 𝜎𝒜−را  𝒜یک جبر باناخ 

– نامیم هرگاه به ازای هر باناخ  پذیر( می میانگین 𝒜 

:𝐷اشتقاق 𝜎𝒜− ، هر𝐸و مدول د 𝒜 → 𝐸 

(𝐷: 𝒜 → 𝐸∗ ،)−𝜎𝒜 .اشتقاق درونی باشد 

پذیری ضعیف و  یزدان پناه و همکاران میانگین

−𝜎𝒜 [ 7را مورد بررسی قرار دادند.] 

پذیر ضعیف  میانگین 𝜎𝒜−را  𝒜یک جبر باناخ 

و  𝒜دو مدول  𝒜−گوییم، هرگاه برای هر باناخ 

:𝐷اشتقاق  𝜎𝒜−هر  𝒜 → 𝒜∗ ،−𝜎𝒜  اشتقاق

:𝜋درونی باشد. نگاشت  𝒜 ⊗̂ 𝒜 → 𝒜  یک

 نگاشت ضربی با ضابطه زیر است:

𝜋(𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑎𝑏        (𝑎. 𝑏 ∈ 𝒜)  

حاصل ضرب تانسوری  𝒜برای یک جبر باناخ 

𝒜 ⊗̂ 𝒜   یک باناخ−𝒜 های  دو مدول با ضرب 
 

 مدولی زیر است:
a.(b⊗ c) = ab ⊗ c   

 و
(b⊗ c). a = b ⊗ ca  (a,b,c ∈ 𝒜)  

 

 یک جبر باناخ باشد و 𝒜فرض کنید 

𝜎𝒜 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜)  باشد. یک تور کراندار

(𝑢𝛼) ⊂ 𝒜 ⊗̂ 𝒜  را یک−𝜎𝒜  قطر تقریبی

𝑎،گوییم هرگاه برای هر  𝒜کراندار برای  ∈ 𝒜 

 داشته باشیم:

𝜎𝒜(𝑎) ⋅ 𝑢𝛼 − 𝑢𝛼 ⋅ 𝜎𝒜(𝑎) → 0      
𝜋(𝑢𝛼)𝜎𝒜(𝑎) → 𝜎𝒜(𝑎)        

 

 گوییم هرگاه را اساسی می 𝒜یک جبر باناخ 

𝒜2 = {𝑎𝑏: 𝑎 و 𝑏 ∈ 𝒜}  در𝒜 .چگال باشد 

یک جبر باناخ باشد. جبر باناخ  𝒜فرض کنید 

𝒜# = 𝒜⨁ℂ  است و نرم روی آن به صورت زیر

 شود: تعریف می

‖𝑎 + 𝛼‖ = ‖𝑎‖ + |𝛼|  (∀𝑎 ∈ 𝒜 و α ∈ ℂ)  

 

یک  𝐼یک جبر باناخ جابجایی و  𝒜ید فرض کن

𝜎𝒜باشد و  𝒜 آل بسته در  ایده ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜) 

–، 𝒜دارای برد چگال باشد. اگر  𝜎𝒜 پذیر  میانگین

𝜎𝒜(𝐼) ضعیف باشد و  = 𝐼 قریشی و همکاران .

−𝜎𝒜 پذیری ضعیف  میانگین𝐼  را مورد بررسی قرار

 [. 3دادند ]

 

 اريف مفاهيم و تع -2

در این بخش، برخی تعاریف که در ادامه مقاله 

 کنیم. استفاده خواهند شد را بیان می

 

جبرهای باناخ  ℬو  𝒜فرض کنید : 2-1تعريف 

𝑎0باشند. فرض کنید  ∈ 𝒜  و𝑏0 ∈ ℬ   عضوهای

:𝑆1 های  خودتوان باشند. نگاشت 𝒜 → 𝒜 ⊗̂ ℬ  با

𝑆1(𝑎) ضابطه  = 𝑎 ⊗ 𝑏0  و 𝑆2: ℬ → 𝒜 ⊗̂ ℬ 



 

 ها های تانسوری وابسته به همریختی میانگین پذیری ضعیف ضرب
 

   

𝑆2(𝑏)با ضابطه  = 𝑎0 ⊗ 𝑏  را برای𝑎 ∈ 𝒜  و

 𝑏 ∈ ℬ کنیم. تعریف می 
 

جبرهای باناخ  ℬو  𝒜فرض کنید : 2-2تعريف 

های پیوسته و پوشای  باشند. همریختی

𝑇1: 𝒜 ⊗̂ ℬ → 𝒜  با ضابطه𝑇1(𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑎  و

𝑇2: 𝒜 ⊗̂ ℬ → ℬ  با ضابطه𝑇2(𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑏  را

𝑎  وبرای هر  ∈ 𝒜 𝑏 ∈ ℬ کنیم.  تعریف می 

 

جبرهای باناخ  ℬو  𝒜فرض کنید : 2-3تعريف 

𝜏باشند. برای هر همریختی  ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜 ⊗̂ ℬ) ،

:𝜏𝒜همریختی  𝒜 → 𝒜  با ضابطه𝜏𝒜 = 𝑇1𝜏𝑆1  

:𝜏ℬو همریختی  ℬ → ℬ  با ضابطه𝜏ℬ = 𝑇2𝜏𝑆2 

 گیریم.  را در نظر می

 

جبرهای باناخ  ℬ و 𝒜فرض کنید : 2-4تعريف 

𝜎𝒜  های  باشند برای همریختی ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜) و

𝜎ℬ ∈ 𝐻𝑜𝑚(ℬ) همریختی ،𝜎𝒜 ⊗ 𝜎ℬ ∈

𝐻𝑜𝑚(𝒜 ⊗̂ ℬ) کنیم: را به صورت زیر تعریف می 

𝜎𝒜⨂𝜎ℬ(a⨂b) = 𝜎𝒜(𝑎) ⊗ 𝜎ℬ(𝑏)  
𝑎 ∈ 𝒜)  و𝑏 ∈ ℬ) 

 

 𝜎−با موضوع ]8[این مقاله تعمیمی از مرجع 

های تانسوری جبرهای  ضعیف ضرب پذیری میانگین

دهیم که اگر  در این مقاله نشان می باناخ است.

𝒜 ⊗̂ ℬ ،−𝜏 پذیر ضعیف باشد، آنگاه  میانگین𝒜 

 .[3-1اساسی است ]

𝒜همچنین اگر ⊗̂ ℬ ،−𝜏 پذیر ضعیف  میانگین

پذیر ضعیف  میانگین 𝒜 ،−𝜏𝒜باشد، آنگاه 

𝒜ه اگر کنیم ک سرانجام ثابت می [.3]است ⊗̂ ℬ ،

−𝜏 پذیر ضعیف باشد، آنگاه  میانگین، 𝒜  −𝜏𝒜 

 [.5پذیر ضعیف است ] میانگین
 

 𝝈−پذيری ضعيف  ميانگين -3

 ضعیف  پذیری در این بخش ارتباط میان میانگین
 

𝒜های  همریختی ⊗̂ ℬ های جبرهای  و همریختی

  دهیم. را مورد بررسی قرار می ℬو  𝒜باناخ 

 

جبرهای باناخ با  ℬ  𝒜 وکنید فرض : 3-1تذکر 

a0عضوهای خودتوان  ∈ 𝒜  وb0 ∈ ℬ  باشند. اگر

τ ∈ Hom(𝒜 ⊗̂ ℬ)  دارای برد چگال باشد، آنگاه

τ𝒜های  همریختی ∈ Hom(𝒜)  وτB ∈ Hom(B) 

τ𝒜دارای برد چگال هستند. که در آن  = T1τS1  و

τℬ = T2τS2.  

 

جبرهای باناخ  𝒜 و ℬفرض کنید : 3-1قضيه 

𝑎0باشند. فرض کنید ∈ 𝒜 و 𝑏0 ∈ ℬ  عضوهای

𝜏خودتوان باشند و ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜 ⊗̂ ℬ)   دارای برد

𝒜 ،چگال باشد. اگر  ⊗̂ ℬ −𝜏 پذیر  میانگین

 هر دو اساسی است. ℬو   𝒜ه  ضعیف باشد آنگا

 ، اساسی نباشد. یعنی: 𝒜. فرض کنید برهان

𝑠𝑝𝑎𝑛𝒜 ⋅ 𝒜 ≠  𝒜 ن باناخ ، عضو . طبق قضیه ها

∗𝑎ناصفر  ∈ 𝒜∗  :وجود دارد به طوری که

〈𝜏𝒜(𝑎𝑎′). 𝑎∗〉 = .𝑎 )و ) 0 𝑎′ ∈ 𝒜.  از

 رابطه فوق واضح است که برای هر 

𝑎 ∈ 𝒜 =،𝑎  .𝑎∗  =𝑎∗ 𝑎 .. 

باشد. نگاشت  ∗ℬعضو ناصفری از  ∗𝑏 فرض کنید 

∗𝑎خطی کراندار  ⊗ 𝑏∗  روی𝒜∗ ⊗̂ ℬ∗  را به

 گیریم: صورت زیر در نظر می
〈𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏). 𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉 =  

〈𝜏𝒜(𝑎). 𝑎∗〉〈𝜏ℬ(𝑏). 𝑏∗〉  
 

:𝐷 نگاشت (𝐴 ⊗̂ 𝐵) → (𝐴 ⊗̂ 𝐵)∗ را با ضابطه

 کنیم: زیر تعریف می
𝐷(𝑚) = 〈𝜏(𝑚). 𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉𝑎∗ ⊗ 𝑏∗  

 

.𝑎این نگاشت، برای هر  𝑎′ ∈ 𝒜  و𝑏. 𝑏′ ∈ ℬ 

، 𝐷توان نشان داد که  کراندار است. به آسانی می

−𝜏 .زیرا: اشتقاق است 
𝐷(𝑎 ⊗ 𝑏 ⋅ 𝑎′ ⊗ 𝑏′) =  
= 〈𝜏(𝑎𝑎′ ⊗ 𝑏𝑏′). 𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉𝑎∗ ⊗ 𝑏∗  
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= 〈𝜏𝒜(𝑎𝑎′). 𝑎∗〉〈𝜏ℬ(𝑏𝑏′). 𝑏∗〉 = 0  

 

  از طرفی داریم:

𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏) ⋅ 𝐷(𝑎′ ⊗ 𝑏′) + 𝐷(𝑎 ⊗ 𝑏) ⋅
𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′)  

= 𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏)〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉𝑎∗ ⊗
𝑏∗ + 〈𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏). 𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉𝑎∗ ⊗ 𝑏∗ ⋅
𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′)  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑎∗〉〈𝜏ℬ(𝑏′). 𝑏∗〉𝜏𝒜(𝑎)𝑎∗ ⊗
𝜏ℬ(𝑏)𝑏∗〈𝜏𝒜(𝑎). 𝑎∗〉〈𝜏ℬ(𝑏). 𝑏∗〉𝑎∗𝜏𝒜(𝑎′) ⊗
𝑏∗𝜏ℬ(𝑏′) = 0  

 

–، یک 𝐷بنابراین  𝜏  اشتقاق است، پس

𝜑 ∈ (𝒜 ⊗̂ ℬ)∗ :وجود دارد به طوری که 

𝐷 = 𝛿𝜑برای هر ، 𝑎 ∈ 𝒜 و𝑏 ∈ ℬ :داریم 
0 = 〈𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏). 𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏) ⋅ 𝜑 − 𝜑 ⋅
𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏)〉   
= 〈𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏). 𝐷(𝑎 ⊗ 𝑏)〉  
= 〈𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏). 〈𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏). 𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉  
= 〈𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏). 𝑎∗ ⊗ 𝑏∗〉2  
= (〈𝜏𝒜(𝑎). 𝑎∗〉〈𝜏ℬ(𝑏). 𝑏∗〉)2  

 

𝑏حال  ∈ ℬ کنیم که  را چنان اختیار می

𝜏ℬ(𝑏) ≠ .𝜏𝒜(𝑎)〉پس  0 𝑎∗〉 =  برای هر 0

. 𝑎 ∈ 𝒜 آنگاه𝑎∗ = . از آنجا که 𝜏𝒜( 𝒜)روی  0

𝜏𝒜 ارای برد چگال است پس د𝑎∗  صفر است و این

 تناقض است.

 اساسی است. ℬتوان نشان داد که  به طور مشابه می

 

جبرهای باناخ  𝒜 و ℬفرض کنید: 3-2قضيه 

𝑎0باشند. فرض کنید  ∈ 𝒜  و 𝑏0 ∈ ℬ  عضوهای

𝜏خودتوان باشند و  ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜 ⊗̂ ℬ)  دارای برد

𝒜 ،چگال باشد. اگر  ⊗̂ ℬ − 𝜏 پذیر  میانگین

 𝒜(ℬ) ،−𝜏𝒜 ( 𝜏𝐵)ضعیف باشد آنگاه 

  پذیر ضعیف است. میانگین

باشد. طبق ∗ℬ عضو ناصفر  ∗𝑏فرض کنید  برهان.

.𝑏، وجود دارد 3-1قضیه  𝑏′ ∈ ℬ :به طوری که 
〈𝜏ℬ(𝑏𝑏′). 𝑏∗〉 = 1  

:𝑑فرض کنید نگاشت  𝒜 → 𝒜∗ ،−𝜏𝒜  اشتقاق

:𝐷شت نگا باشد، (𝒜 ⊗̂ ℬ) → (𝒜 ⊗̂ ℬ)∗  را به

 کنیم:  می صورت زیر تعریف
〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝐷(𝑎 ⊗ 𝑏)〉
= 〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑑(𝑎)〉〈𝜏ℬ(𝑏′). 𝜏ℬ(𝑏)𝑏∗〉 

 

بنابراین نگاشت  𝐷خطی کراندار است و برای هر

𝑎′. 𝑎1 . 𝑎2 ∈ 𝒜  و 𝑏′. 𝑏1. 𝑏2 ∈ ℬ :داریم 

〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝐷(𝑎1 ⊗ 𝑏1 ⋅ 𝑎2 ⊗ 𝑏2)〉 =
〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑑(𝑎1𝑎2)〉〈𝜏ℬ(𝑏′). 𝜏ℬ(𝑏1𝑏2)𝑏∗〉 =  
〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝜏𝒜(𝑎1) ⋅ 𝑑(𝑎2) +
𝑑(𝑎1)𝜏𝒜(𝑎2)〉〈𝜏ℬ(𝑏′). 𝜏ℬ(𝑏1𝑏2)𝑏∗〉 =  
〈𝜏𝒜(𝑎′𝑎1). 𝑑(𝑎2)〉〈𝜏ℬ(𝑏′)𝜏ℬ(𝑏1). 𝜏ℬ(𝑏2)𝑏∗〉 +
〈𝜏𝒜(𝑎2𝑎′). 𝑑(𝑎1)〉〈𝜏ℬ(𝑏2)𝜏ℬ(𝑏′). 𝜏ℬ(𝑏1)𝑏∗〉  
= 〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝜏(𝑎1 ⊗ 𝑏1) ⋅ 𝐷(𝑎2 ⊗
𝑏2)〉 + 〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝐷(𝑎1 ⊗ 𝑏1) ⋅
𝜏(𝑎2 ⊗ 𝑏2)〉  

 

اشتقاق است. پس وجود دارد  𝐷 ،−𝜏  بنابراین

 𝜑 ∈ (𝒜 ⊗̂ ℬ)∗  به طوری که𝐷 = 𝛿𝜑. 

𝜏𝒜روی  ∗𝑎 بعلاوه را به صورت زیر تعریف   

 کنیم: می
𝑎∗𝜏𝒜(𝑎) = 𝜑𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏𝑏′)  

 

𝑎برای هر  ∈ 𝒜   𝑏. 𝑏′ ∈ ℬ و.𝑎∗   یک تابعک

.𝑎،خطی کراندار است و برای هر  𝑎′ ∈ 𝒜 :داریم 
〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑑(𝑎)〉  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑑(𝑎)〉〈𝜏ℬ(𝑏𝑏′). 𝑏∗〉  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′) ⊗ 𝜏ℬ(𝑏). 𝐷(𝑎 ⊗ 𝑏′)〉  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′) ⊗ 𝜏ℬ(𝑏). 𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏′) ⋅ 𝜑 − 𝜑 ⋅
𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏′)〉  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′) ⋅ 𝜏𝒜(𝑎) ⊗ 𝜏ℬ(𝑏) ⋅ 𝜏ℬ(𝑏′). 𝜑〉  
−〈𝜏𝒜(𝑎′) ⋅ 𝜏𝒜(𝑎) ⊗ 𝜏ℬ(𝑏) ⋅ 𝜏ℬ(𝑏′). 𝜑〉  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′) ⋅ 𝜏𝒜(𝑎). 𝑎∗〉 − 〈𝜎𝒜(𝑎) ⋅
𝜏𝒜(𝑎′). 𝑎∗〉  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′) ⋅ 𝜏𝒜(𝑎) − 𝜏𝒜(𝑎) ⋅ 𝜏𝒜(𝑎′). 𝑎∗〉  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝛿𝑎∗(𝑎)〉.  

 

  𝜏𝒜−یک  𝜏𝒜روی  𝑑گیریم  بنابراین نتیجه می

پذیر  میانگین  𝒜 ،−𝜏𝒜اشتقاق درونی است. لذا 

 ضعیف است.



 

 ها های تانسوری وابسته به همریختی میانگین پذیری ضعیف ضرب
 

   

یک فضای هاسدورف  Xفرض کنید : 3-1مثال 

یک  C(X,𝒜)یک جبر باناخ باشد.  𝒜 فشرده و

τ [. اگر8جبر باناخ است] ∈ Hom(𝒜⨂̂C(X. 𝒜)) 

C(X,𝒜)  ،𝒜دارای برد چگال باشد. اگر  ⊗̂ − τ 

، 3-1پذیر ضعیف باشد، آنگاه بنا به قضیه  میانگین

C(X,𝒜) .اساسی است 

 

جبرهای باناخ  𝒜  و  ℬفرض کنید: 3-2تذکر 

σ𝒜باشند. یک همریختی  ∈ Hom(𝒜) توان  را می

σ𝒜به یک همریختی 
# ∈ Hom(𝒜#)  ،توسیع داد

 وری که:به ط
𝜎𝒜

# (𝑎 + 𝜆𝑒𝒜) =  

𝜎𝒜(𝑎) + 𝜆𝑒𝒜(𝑎 ∈ 𝒜. 𝜆 ∈ ℂ)   
 

 است. #𝒜عضو همانی  𝑒𝒜که در آن 

𝜎ℬ به طور مشابه، یک همریختی ∈ 𝐻𝑜𝑚(ℬ)  را

𝜎𝐵توان به یک همریختی  نیز می
# ∈ 𝐻𝑜𝑚(ℬ#) 

𝜎توسیع داد. بنابراین برای  ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜 ⊗̂ ℬ) 

#𝜎یک همریختیتوان  می ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜# ⊗̂ ℬ#) 

 را به صورت زیر تعریف کرد:
𝜎#((𝑎 + 𝜆𝑒𝒜) ⊗ (𝑏 + 𝜆𝑒ℬ)) = 
𝜎𝒜

# (𝑎 + 𝜆𝑒𝒜) ⊗ 𝜎𝐵
#(𝑏 + 𝜆𝑒ℬ) 

(𝑎 ∈ 𝒜. 𝑏 ∈ ℬ) 
 

جبرهای باناخ  𝒜  و  ℬفرض کنید: 3-3قضيه 

𝜎𝒜باشند. فرض کنید  ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜) و 

𝜎ℬ ∈ 𝐻𝑜𝑚(ℬ) دارای برد چگال باشند. اگر 𝒜  ،

 −𝜎𝒜 پذیر ضعیف و میانگینℬ  ،−𝜎ℬ 

𝜎𝒜− پذیر ضعیف باشند، آنگاه میانگین ⊗ 𝜎ℬ  ، 

 𝒜 ⊗̂ ℬ پذیر ضعیف است. که در آن  میانگین

𝜎𝒜 ⊗ 𝜎ℬ ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜 ⊗̂ ℬ)  ،برای هر

𝑎 ∈ 𝒜. 𝑏 ∈ ℬ شود. تعریف می 

#𝒜− ، یک باناخ𝐸. فرض کنید برهان ⊗̂ ℬ# 

دو مدول باشد. فرض کنید 

𝐷 ∈ 𝑍𝜎
1(𝒜# ⊗̂ ℬ#. 𝐸)  جایی که

𝜎 = 𝜎𝒜⨂𝜎ℬ. 𝐸 یک باناخ ،– 𝒜  دو مدول است

𝒜[. نگاشت 8] × 𝐸 ↦ 𝐸  با ضابطه زیر را تعریف

 کنیم: می
(𝑎. 𝑥) ↦ (𝜎𝒜(𝑎) ⊗ 𝑒ℬ). 𝑥(𝑎 ∈ 𝒜. 𝑥 ∈  𝐸)   

 

 توان نشان داد: به سادگی می
𝐷|(𝒜# ⊗ 𝑒ℬ ) ∈ 𝑍1

𝜎(𝒜#. 𝐸)  
 

−𝜎𝒜
#  ، 𝒜# [ و 6پذیر ضعیف است ] میانگین

𝐷|(𝑒𝒜بنابراین  ⊗ ℬ#) = . در نتیجه 0

𝐷|(𝒜# ⊗ 𝑒ℬ ) = 𝐷. از این رو 0 = است لذا  0

−𝜎#، 𝒜# ⊗̂ ℬ# پذیر است. ضعیفا میانگین 

گیریم که: مینتیجه  ]7، مرجع6قضیه  [اکنون از

𝒜2 = 𝒜  وℬ2 = ℬ. 

𝒜در ادامه فرض کنید  ⊗̂ ℬ =𝐼  .𝐼 آل  یک ایده

#𝒜 بسته در  ⊗̂ ℬ#گزاره،  7.3[ است، آنگاه طبق

𝒜توان نتیجه گرفت که،  می ]3 ⊗̂ ℬ،−𝜎 

 ضعیف است. پذیر میانگین

 است. 3-3قضیه زیر عکس قضیه 

 

اخ جبرهای بان𝒜  و ℬفرض کنید: 3-4قضيه 

𝑎0باشند. فرض کنید  ∈ 𝒜   و 𝑏0 ∈ ℬ  عضوهای

𝜏خودتوان باشند و  ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝒜 ⊗̂ ℬ)  دارای برد

𝒜 ،چگال باشد. اگر  ⊗̂ ℬ − 𝜏 پذیر  میانگین

پذیر ضعیف و  میانگین 𝒜 ،−𝜏𝒜ضعیف باشد آنگاه 

ℬ ،−𝜏ℬ پذیر ضعیف است. میانگین 

 3. 2 یهاثبات این قضیه با استفاده از قض .برهان

 آید. بدست می
 

 𝒜روی جبر باناخ 𝜙 یک مشخصه : 3-3تذکر 

یک تابعک خطی ناصفر است به طوری که برای هر 

𝑎. 𝑎′ ∈ 𝒜 :داریم 

𝜙(𝑎𝑎′) = 𝜙(𝑎)𝜙(𝑎′)  
 

 نشان  𝜙𝒜را با  𝒜های  مجموعه همه مشخصه
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𝜙𝒜، ]1قضیه  3.16[دهیم، طبق  می ⊆ 𝒜∗ .است 

  مهمترین قضیه این مقاله است. قضیه زیر

 

جبرهای باناخ  𝒜  و  ℬفرض کنید: 3-5قضيه 

a0باشند. فرض کنید ∈ 𝒜  و b0 ∈ ℬ  عضوهای

τخودتوان باشند و ∈ Hom(𝒜 ⊗̂ ℬ)  دارای برد

. چگال باشد و  ϕℬ ≠ 𝒜اگر  ∅ ⊗̂ ℬ   − τ ، 

 𝒜 ،−τ𝒜پذیر ضعیف باشد آنگاه  میانگین

  پذیر ضعیف است. میانگین

𝜑برهان.  ∈ 𝜙ℬ  را در نظر بگیرید. فرض کنید

𝑐0 ∈ ℬ به طوری که 𝜑( 𝑐0) = . اکنون فرض  1

:𝑑کنید  𝒜 → 𝒜∗ نگاشت .𝑑 ،−𝜏𝒜  اشتقاق

:𝐷 است. نگاشت (𝒜 ⊗̂ ℬ) → (𝒜 ⊗̂ ℬ)∗  را با

 گیریم: ضابطه زیر در نظر می
〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝐷(𝑎 ⊗ 𝑏)〉 =
〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑑(𝑎)〉𝜑(𝑏𝑏′)  

 

، 𝐷  یک نگاشت خطی کراندار است و برای هر

𝑎′. 𝑎1 . 𝑎2 ∈ 𝒜 و𝑏′. 𝑏1. 𝑏2 ∈ ℬ  :داریم 
〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝜏(𝑎1 ⊗ 𝑏1) ⋅ 𝐷(𝑎2 ⊗ 𝑏2) +  
𝐷(𝑎1 ⊗ 𝑏1) ⋅ 𝜏(𝑎2 ⊗ 𝑏2)〉 =  
〈𝜏𝒜(𝑎′𝑎1) ⊗ 𝜏ℬ(𝑏′𝑏1). 𝐷(𝑎2 ⊗ 𝑏2)〉 +  
〈𝜏𝒜(𝑎2𝑎′) ⊗ 𝜏ℬ(𝑏2𝑏′). 𝐷(𝑎1 ⊗ 𝑏1)〉 =  
(〈𝜏𝒜(𝑎′𝑎1). 𝑑(𝑎2)〉 +
〈𝜏𝒜(𝑎2𝑎′). 𝑑(𝑎1)〉)𝜑(𝑏′𝑏1𝑏2) =  
〈𝜏(𝑎′ ⊗ 𝑏′). 𝐷(𝑎1 ⊗ 𝑏1⋅   𝑎2 ⊗ 𝑏2)〉  

 

– 𝐷 ،نگاشت  𝜏 اق است. بنابراین وجود دارد اشتق

𝜓 ∈ (𝒜 ⊗̂ ℬ)∗  :به طوری که𝐷 = 𝛿𝜓. 

:∗𝑎 در ادامه فرض کنید  𝒜 → ℂ و تعریف

 کنیم: می

𝑎∗𝜏𝒜(𝑎) = 𝜓(𝜏𝒜(𝑎) ⊗ 𝜏ℬ(𝑐0
2))  

 

.𝑎لذا برای هر  𝑎′ ∈ 𝒜 گیریم:  نتیجه می 
〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑑(𝑎)〉 = 〈𝜏𝒜(𝑎′). 𝑑(𝑎)〉𝜑(𝑐0

2)  
= 〈𝜏𝒜(𝑎′) ⊗ 𝜏𝐵(𝑐0). 𝐷(𝑎 ⊗ 𝑐0)〉  
〈𝜏𝒜(𝑎′) ⊗ 𝜏ℬ(𝑐0). 𝜏(𝑎 ⊗ 𝑐0) ⋅ 𝜓  
−𝜓 ⋅ 𝜏(𝑎 ⊗ 𝑐0)〉 =  

〈𝜏𝒜(𝑎′𝑎) − 𝜏𝒜(𝑎𝑎′) ⊗ 𝜏ℬ (𝑐0
2). 𝜓〉   

= 〈𝜏𝒜(𝑎′𝑎) − 𝜏𝒜(𝑎𝑎′). 𝑎∗〉  

 

. آنگاه  𝑑 = 𝛿𝑎
∗(𝑎) در نتیجه−𝜏𝒜  ، 𝒜 

 پذیر ضعیف است. میانگین

 یک فضای برداری و Vفرض کنیم 

𝑏𝑎𝑙𝑙(𝑉) = {0 ≠ 𝑓 ∈ 𝑉: ‖𝑓‖ ≤ باشد. یک  {1

 ،ab=f(a)bبه صورت  Vعمل ضرب روی 

a,b∈ 𝑉 کنیم. جبر باناخ را تعریف میV   مجهز

دهیم. به  نمایش می 𝑉𝑓شده به این ضرب را با 

 𝑉𝑓های  توان نشان داد که فضای مشخصه آسانی می

 است، یعنی  fتک عضوی و فقط شامل 

≠ {𝑓} 𝜙𝑉𝑓
به  𝑉𝑓برای مطالعه خواص بیشتر  .

  ∋𝑉𝑓aمراجعه کنید. بدیهی است که هر عضو ]9[

 یک عضو خودتوان است. f(a)=1با شرط 

 

یک جبر باناخ با یک 𝒜  کنید  فرض: 3-2 مثال

τخودتوان باشد، آنگاه  عضو ∈ Hom (𝒜 ⊗̂ Vf)  .

𝒜اگر  ⊗̂ 𝑉𝑓 ،– 𝜏 پذیر ضعیف باشد آنگاه  میانگین

پذیر  میانگین 𝜏𝒜−نیز  𝒜، 3-5بنا به قضیه 

 ضعیف است.

 

 گيرینتيجه -4

های جبرهای باناخ  در این مقاله با معرفی همریختی

ℬ و 𝒜 اخ های جبر بان ها را با همریختی ارتباط آن

(𝒜 ⊗̂ ℬ)  را مورد مطالعه قرار دادیم. سپس با

پذیری ضعیف  میانگین σ−ارایه قضایایی رابطه بین 

ℬ و 𝒜  و– σ پذیری ضعیف  میانگین𝒜 ⊗̂ ℬ  را

 𝒜 و ℬاثبات کردیم. همچنین نشان دادیم، اگر

a0جبرهای باناخ باشند و ∈ 𝒜 وb0 ∈ ℬ  

τعضوهای خودتوان باشند و ∈ Hom(𝒜 ⊗̂ ℬ) 

.ای برد چگال باشد و دار ϕℬ ≠ 𝒜اگر  ∅ ⊗̂ ℬ ،

− τ  پذیر ضعیف باشد آنگاه  میانگین𝒜 ،−τ𝒜 

  میانگین پذیر ضعیف است.

 



 

 ها های تانسوری وابسته به همریختی میانگین پذیری ضعیف ضرب
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