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  2مقدمه -1
جبرها  -ܸܯاي در زمینه تحقیقات گستردهمحققان 

ها را تعریف آلانجام دادند. آنها مفاهیمی مانند ایده
ها را مورد مطالعه و بررسی قرار آلکردند و انواع ایده
آل حالت را حالت و ایده جبر-ܸܯدادند. در ادامه 

اي از مفاهیم تعریف کردند. در این مقاله، ابتدا پاره
شود. اساسی و قضایاي مربوطه، به اختصار آورده می

از  ܫال آل حالت توسعه یافته ایدهسپس، مفهوم ایده
را  ܣاز  ܤوابسته به زیرمجموعه  ܣجبر –ܸܯ

ل اکنیم و یک شرط معادل براي ایدهمعرفی می
  بیان و اثبات  Bحالت توسعه یافته وابسته به 

 (ܤ)ܵدهیم کلاس کنیم. همچنین نشان میمی
هاي حالت توسعه یافته پایدار آلمجموعه همه ایده

ܤتحدید به  ⊆ ، یک مشبکه و ܣجبر –ܸܯ، در ܣ
 یک جبر هایتینگ است.

3  
 پیشینه تحقیق -2

1جبرها، بوسیله چانگ-ܸܯاولین بار 
 1958در سال 4

ها یک ساختار جبري در واقع آن. [2]معرفی شدند 
از منطق بینهایت ارزشی لوکاسویچ هستند و نظریه 

نظریه . [2]توسعه داده شد  1986ها بعد از سال آن
  جبرها بازي - ܸܯها یک نقش اصلی در آلایده
جبرها مفید -ܸܯکند و براي مشخص کردن می

  است.
ها جبرها، حالت-ܸܯسال بعد از بوجود آمدن  40

2جبرها بوسیله ماندیسی-ܸܯروي 
مطرح شدند و  5

ها در در جهت اندازه میانگین ارزش درستی گزاره
منطق لوکاسویچ که تعمیم اندازه احتمال روي 
 .جبرهاي بولی هستند مورد استفاده قرار گرفتند

[14] 
جبرها و -ܸܯها روي در دهه آخر، نظریه حالت

توسط بسیاري از محققان  هاآنساختارهاي نسبی 

                                                
  

 

1  C. C. Chang 
2  D. Mundici 

3: کهرمانند
4، کروپا[13]و ماندیسی  6

7 [12] ،
5دورانسکیو راچانک

6جورجسکیو، [16] 8
و  [10] 9

-ܸܯها روي گرفت. حالت دیگران مورد مطالعه قرار
7جبرها، توسط فلامینو

8و مونتاگنا 10
عمیقاً مورد  11

9.کیونگو[9]و  [8]بررسی قرار گرفتند 
12

- ܮܤمفهوم  
-ܸܯجبر حالت را به عنوان تعمیمی از مفهوم یک 

ها یک همچنین، آن .[4]جبر حالت معرفی کرد 
جبرها تعریف کردند که - ܸܯروي  σعمل یکتایی 

 کند. مفهوم ایدهها را حفظ میخواص عادي حالت
هاي جبرها و ویژگی-MVهاي توسعه یافته در ال

  . [5]آنها توسط فروزش بررسی شده است 
 
  نیازهاپیش -3

در این بخش، به معرفی برخی از تعاریف اولیه و 
هاي بعدي مورد نیاز است، قضایایی که در بخش

  پردازیم.می
 

,∗,⊕,ܣ)جبر  [2]. 1,3 تعریف از نوع  (0
(2, 1, جبر است، اگر در شرایط زیر -ܸܯیک  (0
  صدق کند:

,⊕,ܣ) (1)  یک تکواره آبلی است،(0
(2) (ܽ∗)∗ = ܽ،  
(3) 0∗⊕ܽ = 0∗،  
(4) (ܽ∗⊕ܾ)∗⊕ܾ = (ܾ∗⊕ܽ)∗⊕ܽ.  

  
را به صورت  ∨و  ∧و  ⊙هاي کمکی و عمل 1ثابت 

  کنیم:زیر تعریف می
(1) ܽ ⊙ܾ = (ܽ∗⊕ܾ∗)∗.  
(2) ܽ ⊖ܾ = ܽ⊙ ܾ∗.  

                                                
3  J. Kuhr 
4  A. Kroupa 
5  J. Rachunek 
6  G. Georgescu 
7  T. Flamino 
8  F. Montagna 
9  L. C. Ciungu 
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(3) 1∗ = 0.  
(4) ܽ ∧ ܾ = ܽ ⊙ (ܽ∗⊕ܾ) = ܾ⊙ (ܾ∗⊕ܽ)   
ܽ ∨ ܾ = ܽ ⊕ (ܽ∗⊙ܾ) = ܾ ⊕ (ܽ ⊙ ܾ∗).  

  
ܮاگر  [3] .2,3تعریف = ,∨,∧,ܮ) 0, یک  (1

ܽمشبکه کراندار باشد. یک عضو  ∈ دار را متمم ܮ
ܾگوییم، اگر یک  ∈ موجود باشد بطوریکه دو  ܮ

ܽشرط  ∨ ܾ = ܽو  1 ∧ ܾ =   را داشته باشد. 0
 (ܮ)ܤرا با  ܮدار ي عضوهاي متمممجموعه همه

  دهیم.نشان می
  

، براي هر ܣجبر -ܸܯدر هر  [3]. 3,3 لم
,ݔ ݕ ∈   شرایط زیر برقرارند: ܣ

,ݔ (1) ݕ ≤ ݔ ⊕ ݕ و     
ݔ ≤ ݔ݊ = ݔ ⊕ ݔ ⊕⋯⊕   .ݔ
ݔ (2) ≤ ݕ اگر و تنها اگر   ݔ ⊙ ∗ݕ = 0.  
اگر   (3) ݔ ∈ ݕ، آنگاه براي هر (ܣ)ܤ ∈ ، ܣ
ݔ ∧ ݕ = ݔ ⊙  .ݕ
اگر   (4) ݔ ≤ ݕ و   ݖ ≤ ݔ، آنگاه ݐ ⊕ ݖ ≤ ݕ ⊕   .ݐ

(5) 1

1

( )
(x x ) ( )

n

n

x x x
x x

   
   




  

(6) ݊ ݔ ∧ ݕ݉ ≤ ݔ)݉݊ ∧  .(ݕ
ݔ) (7) ⊙ (∗ݕ ∧ ݕ) ⊙ (∗ݔ = 0.  

  
 داري عناصر متممي همهمجموعه (ܣ)ܤجاییکه 
مشبکه توزیع پذیر  (ܣ)ܮباشد بطوریکه می (ܣ)ܮ

  باشد.می ܣدر  1و  0با 
  

یک زیر مجموعه  ܫفرض کنید  [2]. 4,3 تعریف
گوئیم اگر  ܣآل از را یک ایده ܫباشد.  ܣغیر تهی از 

  د:و تنها اگر در شرایط زیر صدق کن
(1) 0 ∈  .ܫ
اگر   (2) ,ݔ ݕ ∈ ݔ، آنگاه ܫ ⊕ ݕ ∈  .ܫ
اگر   (3) ݔ ∈ ܫ و   ݕ ∈ ܣ و   ݕ ≤ ݕ، آنگاه ݔ ∈  ܫ
 

را با  ܣجبر -ܸܯهاي یک آلمجموعه تمام ایده
  دهیم.نشان می (ܣ)݀ܫ

ݔیک عضو  [3]. 5,3 تعریف ∈  ݊داراي مرتبه  ܣ
کوچکترین عدد طبیعی (در صورت  ݊است، اگر 

ݔ݊وجود) باشد به قسمی که  = و آن را به  1
(ݔ)݀ݎصورت  = دهیم. در این حالت نشان می ݊
  :نویسیمداراي مرتبه متناهی است و می ݔگوییم 

(ݔ)݀ݎ ≤ ∞.  
  

یک جبر هایتینگ، یک مشبکه  [15]. 6,3 تعریف
( , , )A    باشد به قسمی که براي هرمی 0با 
	ܽ, ܾ ∈ aعضو  ܣ b A   موجود باشد به

ݔقسمی که براي هر  ∈ ܽ، ܣ ∧ ݔ ≤ اگر و تنها  ܾ
ݔاگر  ≤ ܽ → ، براي هر ܣدر یک جبر هایتینگ  .ܾ

ݔ ∈ ݔ، ܣ ⊙ ݔ =   ، از اینروݔ
ݔ ⊙ ݕ = ݔ ∧ ݕ = ݔ ⊙ ݔ) →   (ݕ

  
یک جبر هایتینگ  ܣفرض کنید  [15]. 7,3 لم

,ݔباشد. آنگاه براي هر  ,ݕ ݖ ∈ ، شرایط زیر ܣ
  برقرارند:

(1) 1 → ݔ = ,ݔ ݔ → ݔ = 1.  
ݔ	(2) → ݕ) → (ݖ = ݔ) ⊙ (ݕ → ݖ = ݕ →
ݔ) →   .(ݖ
ݔ (3) → ݕ) ∧ (ݖ = ݔ) → (ݕ ∧ ݔ) →    (ݖ

  
- ܸܯآل از یک ایده ܫفرض کنید [5]. 8,3 تعریف

ܤو  ܣجبر  ⊆  ܫآل توسعه یافته از باشد. ایده ܣ
 کنیم:را به صورت زیر تعریف می ܤوابسته به 

( ) { | , }IE B x A x b I b B         
  

aاگر  A ،({ })IE a  را به صورت( )IE a  نمایش
  دهیم.می
  

جبر -ܸܯدو  ܰو  ܯفرض کنید  [3]. 9,3 تعریف
ܯ:݂باشند.  → جبر -ܸܯرا یک همریختی  ܰ

,ݔگویند، اگر براي هر ݕ ∈ شرایط زیر برقرار   ܯ
  باشند:

(1) ݂ (0) = 0،  
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(2) ݂ ݔ) ⊕ (ݕ = ⊕(ݔ)݂   ،(ݕ)݂
(3) ݂ (∗ݔ) =   .∗((ݔ)݂)

  
جبر حالت، یک جفت -ܸܯیک  [8]. 10,3 تعریف
,ܣ) جبر است و - ܸܯیک  ܣاست بطوریکه  (ߪ

:ߪ ܣ → است که  Aروي  یک عمل یکتایی به ܣ
,ݔبراي هر  ݕ ∈  کند:در شرایط زیر صدق می ܣ

(1)ߪ (1) = 1،  
(∗ݔ)ߪ (2) =   ،∗(ݔ)ߪ
ݔ)ߪ (3) ⊕ (ݕ = (ݔ)ߪ ⊕ ݕ)ߪ ⊖ ݔ) ⊙   ،((ݕ
(ݔ)ߪ)ߪ  (4) ⊕ ((ݕ)ߪ = ⊕(ݔ)ߪ   (ݕ)ߪ

  
,ܣ)جبر حالت -ܸܯدر یک  [8]. 11,3 لم ، (ߪ

,ݔبراي هر  ݕ ∈   هاي زیر برقرار است:، ویژگیܣ
ݔ)ߪ (1) ⊕ (ݕ ≤ (ݔ)ߪ ⊕  (ݕ)ߪ
൯(ݔ)ߪ൫ߪ (2) =  (ݔ)ߪ
ݔاگر  (3) ≤ (ݔ)σ، آنگاه ݕ ≤  (ݕ)ߪ
⊙(ݔ)ߪ)ߪ (4) ((ݕ)ߪ = ⊙(ݔ)ߪ  (ݕ)ߪ

  
جبر -ܸܯآل حالت از یک ایده [8]. 12,3 تعریف
,ܣ)حالت   σآل بسته تحت ایده-ܸܯ، یک (ߪ

,ܣ)هاي حالت ازآلي ایدهاست. مجموعه را با  (ߪ
 دهیم.نشان می (ܣ)ఙܫ

  
آل حالت سره از یک ایده [8]. 13,3 تعریف
,ܣ) د شوآل حالت ماکسیمال نامیده مییک ایده (ߪ

اي از آل حالت سرهاگر اکیداً مشمول هیچ ایده
,ܣ) هاي حالت آلي ایدهنباشد. مجموعه (ߪ

,ܣ)ماکسیمال از   دهیم.نشان می (ܣ)ఙ݈ܯرا با  (ߪ
  

,ܣ)فرض کنید  [7]. 14,3 لم جبر -ܸܯیک  (ߪ
باشد، آنگاه  ܣیک مجموعه ناتهی از  ܤحالت باشد و 

را به این صورت  ܤده توسط آل حالت تولید شایده
  دهیم:نشان می

ఙ[ܤ) = ݔ} ∈ ݔ	|ܣ ≤ ݊ଵ൫ܾଵ⊕ߪ(ܾଵ)൯⊕
⋯⊕ ݊൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯, ܾ ∈   	,ܤ
݊ ≥ 1, ݇ ≥ 1}  

(ܽ]ఙ = ݔ} ∈ ݔ	|ܣ ≤ ݊൫ܽ ⊕ ,൯(ܽ)ߪ ݊ ≥ 1}  
  

از  ܲآل حالت سره یک ایده [7]. 15,3 تعریف
,ܣ) شود اگر حالت اول نامیده می آلیک ایده (ߪ

,ܽبراي  ܾ ∈   بطوریکه ܣ
(ܽ ⊕ ((ܽ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈ ܲ ،  

  
ܽنتیجه شود  ∈ ܾیا  ܲ ∈ ܲ .  
هاي حالت اول از آلمجموعه تمام ایدهقرارداد. 
,ܣ)   دهیم.نشان می (ܣ)ఙܿ݁ܵرا با  (ߪ

  
هاي آلایده ܬو  ܫفرض کنید  [7]. 16,3 نکته

,ܣ)حالت از    دهیمباشند. قرار می (ߪ
ܫ ∧ ܬ = ܫ ∩ ܬ و    
ܫ ∨ ܬ = ܫ) ∪ ఙ[ܬ = ݔ} ∈ ݔ	|ܣ ≤ ܽ ⊕
ܿ, ∃ܽ ∈ ,ܫ ܿ ∈   .{ܬ

  
,ܣ)از   ܫآل حالت سره ایده [6]. 17,3 تعریف  (ߪ
,ݔآل حالت سرسخت گویند، اگر را ایده ݕ ∉  ܫ
(ݔ)ߪشود  نتیجه ⊙ ∗(ݕ)ߪ ∈ و  ܫ

⊙(ݕ)ߪ ∗(ݔ)ߪ ∈ ,ݔ، براي هر ܫ ݕ ∈   .ܣ
  

آل حالت یک ایده ܫفرض کنید  [6]. 18,3 قضیه
,ܣ)سرسخت از  آل حالت یک ایده ܫباشد. آنگاه  (ߪ

,ܣ)ماکسیمال از    است. (ߪ
  

,ܣ)از  ܫآل حالت ایده [6]. 19,3 تعریف را  (ߪ
ݔ)آل حالت بولی گویند، اگر ایده ⊕ ((ݔ)ߪ ∧

((∗ݔ)ߪ⊕∗ݔ) ∈   .ܫ
  

آل حالت یک ایده ܫرض کنید ف [6]. 20,3 قضیه
,ܣ)اول و بولی از  آل یک ایده ܫباشد. آنگاه  (ߪ

,ܣ)حالت سرسخت از    است. (ߪ
  

آل حالت سره از یک ایده ܫاگر  [7]. 21,3 تعریف
,ܣ) هاي آلاین صورت اشتراك همه ایدهاشد، درب(ߪ
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,ܣ)حالت ماکسیمال از  را رادیکال  Iشامل  (ߪ
 (ܫ)ఙܴ݀ܽکنند و آن را با می تعریف ܫحالت 

  دهند.نمایش می
  

,ܣ)فرض کنید  [7]. 22,3 قضیه -ܸܯیک  (ߪ
ܫجبر حالت و  ∈   باشد. آنگاه  (ܣ)ఙܫ

ܴܽ݀ఙ(ܫ) = ݔ} ∈ (ݔ)ߪ݊	|ܣ ⊙ (ݔ)ߪ ∈
,ܫ ∀݊ ≥ 1}  

  
آل حالت یک ایده ܫفرض کنید  [7]. 23,3 تعریف

,ܣ)سره از  ن صورت اگر باشد. در ای (ߪ
ܴܽ݀ఙ(ܫ) = آل حالت نیمه را یک ایده ܫ، آنگاه ܫ

,ܣ)ماکسیمال از    گویند. (ߪ
  

,ܣ)فرض کنید  [1]. 24,36 تعریف ,ܤ)و  (߬  (ߪ
ܣ:݂جبر حالت باشند آنگاه -ܸܯدو  → را یک  ܤ
همریختی  ݂همریختی حالت گوییم اگر -ܸܯ
ݔجبري باشد و براي هر -ܸܯ ∈ ، ܣ

݂൫߬(ݔ)൯ =   .((ݔ)݂)ߪ
  

,ܣ)فرض کنید  [7]. 25,3 لم جبر -ܸܯیک  (ߪ
,ܽحالت و  ܾ ∈  باشند. آنگاه شرایط زیر برقرارند: ܣ

ܽاگر  (1) ≤ ఙ[ܽ)، آنگاه ܾ ⊆ (ܾ]ఙ ،  
ఙ[(ܽ)ߪ) (2) ⊆ (ܽ]ఙ،  
(3) (ܽ ⊕ ఙ[(ܽ)ߪ = (ܽ]ఙ،  
(4) (ܽ]ఙ ∩ (ܾ]ఙ = ((ܽ ⊕ ((ܽ)ߪ ∧ (ܾ ⊕
  ،ఙ[((ܾ)ߪ
(5) (ܽ]ఙ ∨ (ܾ]ఙ = (ܽ ⊕ ܾ]ఙ .  

  
ଵܫاگر  [7]. 26,3 گزاره , ଶܫ ∈   ، آنگاه(ܣ)ఙܫ

ଵܫ ↪ఙ ଶܫ = ݔ} ∈ ଵܫ|ܣ ∩ ఙ[ݔ) ⊆   {ଶܫ
  

,ܣ)آل حالت از یک ایده   است. (ߪ
  

,ܣ)فرض کنید  [7]. 27,3 گزاره -ܸܯیک  (ߪ
ఙ↪,∨,∩,(ܣ)ఙܫ)جبر حالت باشد. آنگاه  , {0},  (ܣ
  یک جبر هایتینگ است.

,ܣ)حالت  جبر- MV [6]. 28,3 تعریف را  (ߪ
,ݔزنجیر حالت گوییم، اگر براي هر  ݕ ∈  ،ܣ

σ(ݔ) ≤ σ(y) یا  (ݕ)ߪ ≤  . (ݔ)ߪ

 
-ࢂࡹهاي حالت توسعه یافته در آلایده -4

 جبرهاي حالت
 جبر باشد.-ܸܯیک  ܣدر ادامه، فرض کنید 

 ܫآل حالت توسعه یافته ین بخش، به معرفی ایدهدر ا
پردازیم و برخی از می ܣاز  ܤوابسته به زیرمجموعه 

  دهیم.هاي آنرا را مورد مطالعه قرار میویژگی
  

-ܸܯآل حالت از یک ایده ܫفرض کنید . 1,4 قضیه
,ܣ)جبر حالت  ܤو  (ߪ ⊆  باشد. آنگاه مجموعه ܣ

(ܤ)ூఙܧ = ݔ} ∈ ݔ)	|ܣ ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕
,((ܾ)ߪ ∈ ,ܫ ∀ܾ ∈   {ܤ

  
,ܣ)آل حالت از یک ایده  است به قسمی که (ߪ

ܫ ⊆   .(ܤ)ூఙܧ
,ݔفرض کنید  برهان. ݕ ∈ ، لذا براي هر (ܤ)ூఙܧ
ܾ ∈   شودنتیجه می ܤ

ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈  و  ܫ
ݕ) ⊕ ((ݕ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈  . ܫ

 آنگاه بنا به 
  )، داریم:6) و (5و ( )1( 3,3 م) و ل1( 11,3 لم

ݔ)) ⊕ ⊕(ݕ ݔ)ߪ ⊕ ((ݕ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ≤
ݔ) ⊕ ⊕ݕ (ݔ)ߪ ⊕ ((ݕ)ߪ ∧ (ܾ ⊕    ((ܾ)ߪ
≤ ቀ൫ݔ⊕ ൯(ݔ)ߪ ⊕ ൫ݕ⊕ ⊕൯(ݕ)ߪ

൫ݔ ⊕ ⊕൯(ݔ)ߪ ൫ݕ ⊕ ൯ቁ(ݕ)ߪ ∧ (ܾ ⊕   ((ܾ)ߪ
= 2(൫ݔ ⊕ ⊕൯(ݔ)ߪ ൫ݕ⊕ (൯(ݕ)ߪ ∧ (ܾ ⊕
   ((ܾ)ߪ
≤ 2((൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ⊕ ൫ݕ ⊕ (൯(ݕ)ߪ ∧ (ܾ ⊕
  (((ܾ)ߪ
≤ 2(ቀ൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕   ൯ቁ(ܾ)ߪ

⊕ቀ൫ݕ⊕ ൯(ݕ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ (൯ቁ(ܾ)ߪ ∈   ܫ
  

ݔدر نتیجه  ⊕ ݕ ∈ ݕ. اگر (ܤ)ூఙܧ ∈ و  (ܤ)ூఙܧ
ݔ ≤ ݔ، ݕ ∈  ، آنگاهܣ
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൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ ≤ ൫ݕ ⊕
൯(ݕ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∈   ܫ

  
ݔلذا  ∈ ݔ. اکنون، فرض کنید (ܤ)ூఙܧ ∈ . (ܤ)ூఙܧ

  )، داریم:6) و (1( 3,3 ) و لم2( 11,3 آنگاه بنا به لم
൫(ݔ)ߪ ⊕ ൯((ݔ)ߪ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ =
(ݔ)ߪ2 ∧ ൫ܾ ⊕   ൯(ܾ)ߪ
≤ ݔ)2 ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕   ൯(ܾ)ߪ
≤ 2ቀ൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯ቁ(ܾ)ߪ ∈ ,ܫ
∀ܾ ∈   .ܤ

  
(ݔ)σدر نتیجه  ∈ . بنابراین (ܤ)ூఙܧ
(ܤ)ூఙܧ ∈ ݔ. حال، اگر (ܣ)ఙܫ ∈ آنگاه  ܫ
ݔ ⊕ (ݔ)ߪ ∈ ܾ، در نتیجه براي هر ܫ ∈  ،ܤ

൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∈ Iلذا ،  
ݔ ∈   . (ܤ)ூఙܧ

  
ܫبنابراین  ⊆   .(ܤ)ூఙܧ

  
آل حالت از یک ایده ܫفرض کنید  .2,4 تعریف
,ܣ)جبر حالت-ܸܯ ܤ باشد به قسمی که (ߪ ⊆ . ܣ

 ܫآل حالت توسعه یافته از را ایده (ܤ)ூఙܧمجموعه 
ܽگویند. اگر  ܤته به وابس ∈ را به  ({ܽ})ூఙܧ، ܣ

  دهیم.نمایش می (ܽ)ூఙܧصورت 
  

ܣفرض کنید . 3,4 مثال = {0, ܽ, ܾ, ܿ, ݀, 1} ،
0جاییکه  < ܽ, ܾ < ܿ < 0و  1 < ܾ < ݀ < 1 .

  را به صورت زیر تعریف  ∗و  ⊕و  ⊙هاي عمل
  کنیم:می

1 ݀ ܿ ܾ ܽ 0 ∗ 
0 ܽ ܾ ܿ ݀ 1  

 

 
1 ݀ ܿ ܾ ܽ 0 ⊕ 
1 ݀ ܿ ܾ ܽ 0 0 
1 1 ܿ ܿ ܽ ܽ ܽ 
1 ݀ 1 ݀ ܿ ܾ ܾ 
1 1 1 1 ܿ ܿ ܿ 
1 ݀ 1 ݀ 1 ݀ ݀ 
1 1 1 1 1 1 1 

1 ݀ ܿ ܾ ܽ 0 ⊙ 
0 0 0 0 0 0 0 
ܽ 0 ܽ 0 ܽ 0 ܽ 
ܾ ܾ 0 0 0 0 ܾ 
ܿ ܾ ܽ 0 ܽ 0 ܿ 
݀ ݀ ܾ ܾ 0 0 ݀ 
1 ݀ ܿ ܾ ܽ 0 1 

 
,∗,⊕,ܣ)آنگاه  0, . [11]جبر است-ܸܯیک  (1

  کنیم:را به صورت زیر تعریف می ܣروي  ߪنگاشت 
σ(ݔ) = ൜0				ݔ = 0, ܾ, ݀

ݔ				1 = 1, ܿ, ܽ   

  
,ܣ)توان بررسی کرد که به راحتی می یک  (ߪ

ܫجبر حالت و -ܸܯ = {0, ܾ, آل یک ایده {݀
,ܣ)حالت از    باشد ومی (ߪ

,ܽ})ூఙܧ ܿ}) =   .ܫ
  

,ܣ)فرض کنید  . 4,4 گزاره جبر - ܸܯیک  (ߪ
,ܫحالت باشد،  ܬ ∈ ,ܤو  (ܣ)ఙܫ ܥ ⊆ . آنگاه ܣ

  شرایط زیر برقرارند:
اگر   (1) ܤ ⊆ ܥ آنگاه   (ܥ)ூఙܧ ⊆   .(ܤ)ூఙܧ
اگر   (2) ܫ ⊆ ܬ آنگاه   (ܤ)ூఙܧ ⊆   .(ܤ)ఙܧ
(ܤ)ூఙܧ (3) = ܣ تنها اگر اگر و   ܤ ⊆   .ܫ
ܤ (4) ⊆   .((ܤ)ூఙܧ)ூఙܧ
اگر   (5) ܫ ⊆ ܬ آنگاه   (ܬ)ூఙܧ ∩ ܬ =   .ܫ
൯(ܤ)ூఙܧூఙ൫ܧ (6) ∩ (ܤ)ூఙܧ =   .ܫ
اگر   (7) 1 ∈ ܤ آنگاه   (ܤ)ூఙܧ =   .ܫ
(ܤ)ூఙܧ (8) =   .(ఙ[ܤ))ூఙܧ

  
) 8( [5]، در مقاله 7,3 ) مشابه قضیه7(-)1( برهان.
ܤچون  ⊆ ) داریم 1لذا بنا به قسمت ( ఙ[ܤ)

(ఙ[ܤ))ூఙܧ ⊆ . اکنون فرض کنید (ܤ)ூఙܧ
ݔ ∈ ܾاین صورت براي هر . در(ܤ)ூఙܧ ∈   :داریم ܤ

ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈    ܫ
  

ݕو فرض کنید  ∈ ، 14,3 . در نتیجه بنا به لمఙ[ܤ)
ܾ ∈ ݊و ܤ ≥ ݇و 1 ≥   قسمی کههدارند بوجود  1
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ݕ ≤ ݊ଵ൫ܾଵ⊕ߪ(ܾଵ)൯⊕⋯⊕
݊൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯ =⊕ଵஸஸ ݊(ܾ 	⊕   ((ܾ)ߪ

  
) 5) و (1( 3,3 ) و لم2) و (1( 11,3 آنگاه بنا به لم

  ) داریم:6و (
ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ ݕ) ⊕ ((ݕ)ߪ ≤ ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧
(	⊕ଵஸஸ ݊൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯⊕
൫⊕ଵஸஸ 2݊ߪ(ܾ)൯)  
≤ ݔ)) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (	⊕ଵஸஸ ݊൫ ܾ ⊕
  (൯(ܾ)ߪ
ݔ))⊕ ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ ൫⊕ଵஸஸ 2݊ߪ(ܾ)൯)  
≤⊕ଵஸஸ ݊ ቀ൫ݔ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧	൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯ቁ  

⊕(⊕ଵஸஸ 2݊ ቀ൫ݔ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧

൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯ቁ) ∈   ܫ
  

ݔلذا ∈ (ܤ)ூఙܧبنابراین.(ఙ[ܤ))ூఙܧ =    .(ఙ[ܤ))ூఙܧ
  

,ܣ)فرض کنید . 5,4 قضیه جبر - ܸܯیک  (ߪ
,ܣ)آل حالت سره از یک ایده ܫحالت و  باشد.  (ߪ

  آنگاه شرایط زیر معادلند:
ܫ (1) ∈  ،(ܣ)ఙܿ݁ܵ
(ܤ)ூఙܧ (2) = ܣ یا   (ܤ)ூఙܧ = ܫ براي هر  
ܤ ⊆  ،ܣ
(ܽ)ூఙܧ (3) = ܫ براي هر   ܽ ∈  .ܫ\ܣ

  
(1) برهان. ⟹ (ܤ)ூఙܧفرض کنید  (2) ≠ و  ܫ

ݔ ∈ ܾ، بنابراین براي هر ܫ\(ܤ)ூఙܧ ∈ ، ܤ
ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈  . ܫ

ܾ، 15,3 بنا به تعریف ∈ ܾبراي هر  ܫ ∈ . پس ܤ
ܤ ⊆ شود نتیجه می )3( 4,4 . آنگاه از گزارهܫ

(ܤ)ூఙܧ =   .ܣ
(2) ⟹ ܽفرض کنید  (3) ∈  4,4 . از گزارهܫ\ܣ

(ܽ)ூఙܧشود ) نتیجه می3( ≠ ، بنابراین بنا به ܣ
(ܽ)ூఙܧداریم  )2قسمت ( =   .ܫ

(3) ⟹ ,ܽفرض کنید  (1) ܾ ∈ بطوریکه  ܣ
(ܽ ⊕ ((ܽ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈ ܽو  ܫ ∉ . ܫ

(ܽ)ூఙܧم ) داری3آنگاه بنا به قسمت ( =  و چون ܫ
(ܽ ⊕ ((ܽ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈  ، داریمܫ

ܾ ∈ ܾ، یعنی (ܽ)ூఙܧ ∈ . در نتیجه ܫ
ܫ ∈   .(ܣ)ఙܿ݁ܵ

  
,ܣ)فرض کنید . 6,4 قضیه جبر - ܸܯیک  (ߪ

,ܣ)آل حالت سره از یک ایده ܫحالت و  باشد.  (ߪ
  آنگاه شرایط زیر معادلند:

ܫ (1) ∈   ،(ܣ)ఙ݈ܯ
(ܤ)ூఙܧ (2) ∈ (ܣ)ఙ݈ܯ یا   (ܤ)ூఙܧ = ܣ براي هر  
ܤ ⊆  .ܣ

  
(1) برهان. ⟹ (ܤ)ூఙܧفرض کنید  (2) ≠ . ܣ

ܫآنگاه  ⊆ (ܤ)ூఙܧ ≠ ܫو چون  ܣ ∈ در  ،(ܣ)ఙ݈ܯ
  نتیجه

(ܤ)ூఙܧ = ܫ ∈   (ܣ)ఙ݈ܯ
 

(2) ⟹ ܤ فرض کنید (1) = . آنگاه بنا به {1}
 فرض داریم) و 7( 4,4 گزاره

ܫ = ூఙ(1)ܧ ∈   .(ܣ)ఙ݈ܯ
  

,ܣ)فرض کنید . 7,4 گزاره جبر - ܸܯیک  (ߪ
∈ூ{ܬ}حالت و  , ܬ ∈ ,ܤ،  (ܣ)ఙܫ {B୧}∈ூ ⊆  ܣ

  باشد. آنگاه 
ఙ(∪∈ூܧ (1) (ܤ =∩∈ூ   .(ܤ)ఙܧ
⋂ܧ (2) ∈

ఙ (ܤ) =∩∈ூ ܧ
ఙ(ܤ).  

  
,ܣ)فرض کنید . 8,4 لم جبر حالت و -ܸܯیک  (ߪ

,ܫ ,ܬ ܭ ∈  باشد. آنگاه (ܣ)ఙܫ
(ܬ)ூఙܧ (1) ∩ ܬ ⊆  .ܫ
ܬ (2) ∩ ܭ ⊆ ܫ اگر و تنها اگر   ܭ ⊆  .(ܬ)ூఙܧ

  
ݔ) فرض کنید 1( برهان. ∈ (ܬ)ூఙܧ ∩ . آنگاه ܬ
ݔ ∈ ݔو  ܬ ∈ ܾي هر . لذا برا(ܬ)ூఙܧ ∈ نتیجه  ܬ

  .شودمی
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ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈  . ܫ
  

ܾگیریم در نظر می = ݔ)، داریم ݔ ⊕ ((ݔ)ߪ ∧
ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∈ ≥. از اینرو ܫ ݔ ⊕ (ݔ)ߪ ∈ . ܫ

ݔآل در نتیجه بنا به ویژگی ایده ∈ . بنابراین ܫ
ூఙ(J)ܧ ∩ J ⊆ I .  

ܬفرض کنید  )2( ∩ ܭ ⊆ ݔو  ܫ ∈ . آنگاه براي ܭ
ܾ هر ∈ ܾ)ریم ، داܬ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈  و ܬ

ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∈  . طبق ویژگی مینیمم داریمܭ
൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ≤ ݔ ⊕ ,(ݔ)ߪ
ܾ ⊕    (ܾ)ߪ

  
 آل هستند. پسایده ܭو  ܬو چون 

൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ∈ ܬ ∩  . ܭ
  

ܾآنگاه براي هر  ∈  .شودنتیجه می ܬ
൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ∈  . ܫ

  
ݔ از اینرو ∈ ܭ، یعنی (ܬ)ூఙܧ ⊆ . اکنون، (ܬ)ூఙܧ

ܭفرض کنید  ⊆   )، داریم1. طبق قسمت ((ܬ)ூఙܧ
ܬ ∩ ܭ ⊆ ܬ ∩ (ܬ)ூఙܧ ⊆    .ܫ

  
پایدار تحدید به  ܫآل حالت ایده. 9,4 تعریف

شود،اگر نامیده می ܣاز  ܤزیرمجموعه 
ܫ =   .(ܤ)ூఙܧ

  
,ܣ)از  آل حالتیک ایده ܫکنید  ضفر. 10,4 لم  (ߪ

آل پایدار کوچکترین ایده (ܤ)ூఙܧباشد. آنگاه 
است بطوریکه  ܣاز  ܤتحدید به زیرمجموعه 

ܫ ⊆   .(ܤ)ூఙܧ
(ܤ)ூఙܧ داریم ،1,4 بنا به گزاره برهان. ⊆

ா()ܧ
ఙ ݔفرض کنید . برعکس، (ܤ) ∈ ா()ܧ

ఙ . (ܤ)
ܾهر آنگاه براي  ∈   ، داریمܤ

ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈   .(ܤ)ூఙܧ
  

′ܾاز اینرو براي هر  ∈  ، داریم:ܤ

((( ( )) ( ( ))
(( ( )) ( ( )))
( ' ( '))

x x b b
x x b b

b b I

 
  



   
  

  

  

  
ᇱܾ گیریمدر نظر می = ܾو براي هر  ܾ ∈ بنا به  ܤ

  )، داریم:1( 3,3 لم
൬ቀ൫ݔ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ⊕൯ቁ(ܾ)ߪ

ߪ ቀ൫ݔ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯ቁ൰(ܾ)ߪ ∧

൫ܾᇱ⊕ߪ(ܾᇱ)൯ ≥ ቀ൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧

൫ܾ ⊕ ൯ቁ(ܾ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ =
൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∈    ܫ

  
ݔدر نتیجه  ∈ ா()ܧ. لذا (ܤ)ூఙܧ

ఙ (ܤ) ⊆
ா()ܧو در نتیجه  (ܤ)ூఙܧ

ఙ (ܤ) = . (ܤ)ூఙܧ
  است. ܤپایدار تحدید به  (ܤ)ூఙܧبنابراین 

 ܤآل پایدار تحدید به یک ایده ܬ، فرض کنید اکنون
ܫباشد بطوریکه  ⊆   ) نتیجه 2( 4,4 . از گزارهܬ

(ܤ)ூఙܧشود که می ⊆ (ܤ)ఙܧ =   .ܬ
  

,ܫکنیم اگر یاداوري می نکته. - ܸܯ هايالایده ܬ
ܫباشند به قسمی که  A جبر ∧ =:ܬ ܫ ∩ ,ܬ ܫ ∨

:ܬ = ܫ) ∪ مشبکه کامل توزیع   (∨,∧,ܣ)، آنگاه[ܬ
  .[15]پذیراست

  
یک  (ܤ)ூఙܧ، داریم 10,4 بنا به لم. 11,4 نتیجه

است. از اینرو هر  ܤآل حالت پایدار تحدید به ایده
قرار (ܤ)ܵ  در ܤآل حالت پایدار تحدید به ایده

(ܤ)ܵ دارد، جاییکه = ܫ	|(ܤ)ூఙܧ} ∈ . {(ܣ)ఙܫ
(ܤ)ఙܧ,(ܤ)ூఙܧبراي تمام عضوهاي  ∈ S(B) ،

(ܤ)ூఙܧرا به صورت  ⊔و  ⊓هاي عمل ⊓
(ܤ)ఙܧ = ூ∧ఙܧ (ܤ)ூఙܧو (ܤ) ⊔ (ܤ)ఙܧ =

ூ∨ఙܧ ூ∧ఙܧکنیم. جاییکه تعریف می (ܤ) (یا  (ܤ)
ூ∨ఙܧ  ) اینفیمم (سوپریمم) از(ܤ)

  باشد. نشان می S(B) در {(ܤ)ఙܧ,(ܤ)ூఙܧ}
ூ∨ఙܧ دهیم کهمی سوپریمم از  (ܤ)
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 4,4 است. بنا به گزاره S(B)در  (ܤ)ఙܧ	و	(ܤ)ூఙܧ
(ܤ)ఙܧ,(ܤ)ூఙܧ)، داریم 2( ⊆ ூ∨ఙܧ . براي هر (ܤ)

، (ܤ)ఙܧمانند  ܤآل حالت پایدار تحدید به ایده
(ܤ)ఙܧ,(ܤ)ூఙܧبطوریکه  ⊆   ، ثابت (ܤ)ఙܧ

   :کنیممی
ூ∨ఙܧ (ܤ) ⊆  . (ܤ)ఙܧ

  
ݔفرض کنید  ∈ ூ∨ఙܧ ܾ. آنگاه براي هر (ܤ) ∈ ، ܤ

ݔ൫داریم  ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ∈ ܫ ∨ J .
ܽلذا  ∈ ܫ ⊆ ܿو  (ܤ)ூఙܧ ∈ ܬ ⊆ وجود  (ܤ)ఙܧ

ݔ൫بطوریکه  دارند ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ≤
ܽ ⊕ c ،در نتیجه براي هر  ܾ ∈   داریم:ܤ

൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ∈ (ܤ)ூఙܧ ∨
(ܤ)ఙܧ ⊆  . (ܤ)ఙܧ

  
ݔ، 10,4 لذا بنا به لم ∈ ா಼()ܧ

ఙ (ܤ) = . (ܤ)ఙܧ
ூ∨ఙܧیعنی   {(ܤ)ఙܧ,(ܤ)ூఙܧ}سوپریممی از  (ܤ)

  است.  S(B)در 
مشبکه   (∨,∧,ܣ)همچنین بنا به نکته قبل چون
 کامل توزیع پذیراست، لذا داریم:

(ܤ)ூఙܧ ⊓ ቀܧఙ(ܤ) ⊔ ቁ(ܤ)ఙܧ =  

(ܤ)ூఙܧ ⊓ ቀܧ∨ఙ ቁ(ܤ) =  
= ூ∧(∨)ܧ

ఙ   (ܤ)
(ூ∧)∨(ூ∧)ܧ=

ఙ   (ܤ)
ூ∧ఙܧ= (ܤ) ⊔ ூ∧ఙܧ   (ܤ)
= (ܤ)ூఙܧ) ⊓ ((ܤ)ఙܧ ⊔ (ܤ)ூఙܧ) ⊓   .(ܤ)ఙܧ

  
  .پذیر استیک مشبکه توزیع (⊔,⊓,(ܤ)ܵ)بنابراین 

  
ܫاگر . 12,4 نتیجه ∈ ܤو  (ܣ)ఙܫ ⊆ ، آنگاه ܣ

 شرایط زیر برقرارند:
(ܫ)ூఙܧ (1) = ூఙ(0)ܧ =  .ܣ
(ܤ)ூఙܧ (2) =  .(൯(ܤ)ூఙܧூఙ൫ܧ)ூఙܧ

  
  

  برهان.
ܫ) و چون 3( 4,4 بنا به گزاره )1( ⊆   نتیجه  ܫ

(ܫ)ூఙܧشود می = {0}. همچنین چون ܣ ⊆ ، ܫ
ூఙ(0)ܧهمانند قبل  =  .ܣ

ܤ)، داریم 4( 4,4 بنا به گزاره )2( ⊆  ((ܤ)ூఙܧ)ூఙܧ
 شود)، نتیجه می1( 4,4 و بنا به گزاره

(൯(ܤ)ூఙܧூఙ൫ܧ)ூఙܧ ⊆   .(ܤ)ூఙܧ
  

  دهیمحال نشان می
(ܤ)ூఙܧ ⊆  . (൯(ܤ)ூఙܧூఙ൫ܧ)ூఙܧ

  
ݔفرض کنید  ∈ ܾ. آنگاه براي هر (ܤ)ூఙܧ ∈  ܤ

  :داریم
ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈   . ܫ

  
ܤ) چون 4( 4,4 بنا به گزاره ⊆   ، لذا(ூఙ(B)ܧ)ூఙܧ

ݔ) ⊕ ((ݔ)ߪ ∧ (ܾ ⊕ ((ܾ)ߪ ∈   ܫ
  

ܾبراي هر  ∈   . در نتیجه((ܤ)ூఙܧ)ூఙܧ
ݔ ∈   . (൯(ܤ)ூఙܧூఙ൫ܧ)ூఙܧ

  
(ܤ)ூఙܧبنابراین  =    .(൯(ܤ)ூఙܧூఙ൫ܧ)ூఙܧ

  
از آل حالت سره یک ایده ܫفرض کنید . 13,4 قضیه
,ܣ) ، آنگاه ܣ زیرمجموعه ܤباشد و  (ߪ

(ܤ)ூܧ ∩ ܤ ⊆   .ܫ
ݔفرض کنید برهان.  ∈ (ܤ)ூܧ ∩ ، آنگاه ܤ

ݔ ∈ ݔو  (ܤ)ூܧ ∈ ܾ، لذا براي هر ܤ ∈ ، ܤ
  داریم:

൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ∈   .ܫ
 

ܾبراي  = ݔ ∈   شودنتیجه می ܤ
ݔ ⊕ (ݔ)ߪ = ൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧  
൫(ݔ)ߪ⨁ݔ൯ ∈   ܫ
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ݔ )، داریم1( 3,3 بنا به لم ≤ ݔ و بنا به  (ݔ)ߪ⊕
ݔ آل داریمویژگی ایده ∈ . بنابراین ܫ

(ܤ)ூܧ ∩ ܤ ⊆    .ܫ
  

{}ܧ .14,4 نتیجه
 (ܤ) ∩ ܤ = {0}.  

  
,ܣ)فرض کنید . 15,4 گزاره ,ܤ)و  (߬ دو  (ߪ
ܣ:݂جبر حالت و -ܸܯ → همریختی -ܸܯیک  ܤ

(ᇱܣ)݂حالت باشد بطوریکه  = و  ′ܣ، جاییکه ′ܤ
  هستند. ܤ ܣهاي به ترتیب زیرمجموعه ′ܤ

  آنگاه شرایط زیر برقرارند:
 ′ܤآل حالت پایدار تحدید به یک ایده ܫاگر  )1(

آل حالت پایدار تحدید یک ایده (ܫ)ଵି݂باشد، آنگاه 
 است. ′ܣبه 

آل حالت پایدار یک ایده ܫپوشا باشد،  ݂اگر  )2(
(݂)ݎ݁ܭو  ′ܣتحدید به  ⊆  (ܫ)݂باشد، آنگاه  ܫ

 است.  ′ܤآل حالت پایدارتحدید به یک ایده
آل حالت پایدار یک ایده ܫ) فرض کنید 1( برهان.

ܫباشد. آنگاه  ′ܤتحدید به  = ، کافی است (ᇱܤ)ூఙܧ
  نشان دهیم 

݂ିଵ(ܫ) = ݂ିଵ൫ܧூఙ(ܤᇱ)൯ = షభ(ூ)ܧ
ఛ   .(ᇱܣ)

ݔ ∈ షభ(ூ)ܧ
ఛ (ᇱܣ) ⇔ ൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)߬ ∧

൫ܽ ⊕ ߬(ܽ)൯ ∈ ݂ିଵ(ܫ), ∀ܽ ∈   ᇱܣ
⇔ ݂ቀ൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)߬ ∧ ൫ܽ⊕ ߬(ܽ)൯ቁ ∈ ,ܫ ∀ܽ ∈   ᇱܣ

⇔ ቀ݂(ݔ) ⊕ ݂൫߬(ݔ)൯ቁ ∧ ቀ݂(ܽ) ⊕

݂൫߬(ܽ)൯ቁ ∈ ,ܫ ∀ܽ ∈   ᇱܣ

⇔ ቀ݂(ݔ) ⊕ ൯ቁ(ݔ)൫݂ߪ ∧ ቀ݂(ܽ)⊕

൫݂(ܽ)൯ቁߪ ∈ ,ܫ ∀ܽ ∈   ᇱܣ

⇔ ቀ݂(ݔ) ⊕ ൯ቁ(ݔ)൫݂ߪ ∧ ൫݂(ܾ) ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∈
,ܫ ∀ܾ ∈   ᇱܤ
⇔ (ݔ)݂ ∈   (ᇱܤ)ூఙܧ
⇔ ݔ ∈ ݂ିଵ൫ܧூఙ(ܤᇱ)൯.  
 

آل حالت پایدار تحدید یک ایده ܫ) فرض کنید 2( 
 ܤآل حالت از یک ایده (ܫ)݂باشد. بوضوح،  ′ܣبه 

  است. کافی است نشان دهیم که 

(ூ)ܧ
ఙ (ᇱܤ) = ݂൫ܧூఛ(ܣᇱ)൯ =   .(ܫ)݂

  
ݔفرض کنید  ∈ ݐ. آنگاه ((ᇱܣ)ூఛܧ)݂ ∈  (ᇱܣ)ூఛܧ

ݔوجود دارد به قسمی که  = . لذا براي هر (ݐ)݂
ܽ ∈   داریم ′ܣ

൫ݐ ⊕ ൯(ݐ)߬ ∧ ൫ܽ⊕ ߬(ܽ)൯ ∈   .ܫ
  

ܾاز اینرو براي هر  = ݂(ܽ) ∈   داریم: ′ܤ
൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ = ቀ݂(ݐ) ⊕

൯ቁ(ݐ)൫݂ߪ ∧ ቀ݂(ܽ) ⊕   ൫݂(ܽ)൯ቁߪ

= (ݐ)݂) ⊕ ((ݐ)߬)݂ ∧ ቀ݂(ܽ) ⊕ ݂൫߬(ܽ)൯ቁ  
= ݂൫ݐ ⊕ ൯(ݐ)߬ ∧ ݂൫ܽ ⊕ ߬(ܽ)൯  
= ݂ ቀ൫ݐ ⊕ ൯(ݐ)߬ ∧ ൫ܽ ⊕ ߬(ܽ)൯ቁ ∈   .(ܫ)݂

  
ݔدر نتیجه  ∈ (ூ)ܧ

ఙ برعکس، فرض کنید  .(ᇱܤ)
ݔ ∈ (ூ)ܧ

ఙ ݏپوشاست،  ݂چون  ،(ᇱܤ) ∈ وجود  ܣ
(ݏ)݂دارد به قسمی که  =   . لذا داریم:ݔ

ݔ ∈ (ூ)ఙܧ (ᇱܤ) ⇔ 	൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧
൫ܾ ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∈ ,(ܫ)݂ ∀ܾ ∈   ᇱܤ
⇔ (ݏ)݂) ⊕ ((ݏ)߬)݂ ∧ ቀ݂(ܽᇱ)⊕

݂൫߬(ܽᇱ)൯ቁ ∈ ,(ܫ)݂ ܽᇱ ∈   ᇱܣ

⇔ ݂ ቀ൫ݏ⊕ ൯(ݏ)߬ ∧ ൫ܽᇱ⊕ ߬(ܽᇱ)൯ቁ =
,(ݐ)݂ ݐ∃ ∈ ,ܫ ∀ܽᇱ ∈   ᇱܣ
⇔ ቀ൫ݏ⊕ ൯(ݏ)߬ ∧ ൫ܽᇱ⊕߬(ܽᇱ)൯ቁ⊙ ∗ݐ ∈
(݂)ݎ݁ܭ ⊆ ,ܫ ݐ ∈ ,ܫ ∀ܽᇱ ∈   ᇱܣ
⇔ ൫ݏ ⊕ ൯(ݏ)߬ ∧ ൫ܽᇱ⊕ ߬(ܽᇱ)൯  
≤ ݐ ∨ ቀ൫ݏ⊕ ൯(ݏ)߬ ∧ ൫ܽᇱ⊕߬(ܽᇱ)൯ቁ  
= ݐ ⊕ ∗ݐ) ⊙(൫ݏ ⊕ ൯(ݏ)߬ ∧ ൫ܽᇱ⊕
߬(ܽᇱ)൯) ∈ ,ܫ ∀ܽᇱ ∈   ᇱܣ
⇔ ൫ݏ⊕ ൯(ݏ)߬ ∧ ൫ܽᇱ⊕ ߬(ܽᇱ)൯ ∈ ,ܫ ∀ܽᇱ ∈    ᇱܣ
⇔ ݏ ∈   		,(ᇱܣ)ூఛܧ
⇔ ݔ ∈ ݂൫ܧூఛ(ܣᇱ)൯.	  
 

 ′ܤآل حالت پایدار تحدید به یک ایده (ܫ)݂ بنابراین
   است.

  
,ܣ)فرض کنید  .16,4 نتیجه ,ܦ)و  (߬ دو  (ߪ
ܣ:݂جبر حالت و -ܸܯ → همریختی -ܸܯیک  ܦ



 

 ۱۹۷                                                                                              جبرهاي حالت- ܸܯهاي حالت توسعه یافته در آلایده
 

   

()ܧحالت پوشا باشد. آنگاه 
ఛ (ܤ) =

݂ିଵ(ܧ{}
ఙ ܤبراي  ((ܥ) ⊆ ܥبطوریکه  ܣ ⊆  ܦ
(ܤ)݂بطوریکه  =   .ܥ

  
 (ܤ)ூఙܧآل حالت اول و یک ایده ܫاگر . 17,4 گزاره

,ܣ)آل حالت سره از ایده پایدار  ܫباشد، آنگاه  (ߪ
  است. ܤتحدید به 

نباشد.  ܤپایدار تحدید به  ܫفرض کنید برهان. 
(ܤ)ூఙܧآنگاه  ≠  ،1,4 و بنا به قضیه ܫ

ݔ ∈ ݔوجود دارد به قسمی که  (ܤ)ூఙܧ ∉  . ازܫ
ܾاینرو براي هر  ∈ ݔ൫، داریم ܤ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧

൫ܾ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∈ آل حالت اول است ایده ܫچون  ܫ
ܾلذا  ∈ ܤ. در نتیجه ܫ ⊆ )، 3( 4,4 . بنا به گزارهܫ

(ܤ)ூఙܧشود نتیجه می = . این یک تناقض است. ܣ
(ܤ)ூఙܧبنابراین  =   . ܫ

  
آل حالت یک ایده ܫفرض کنید  .18,4 قضیه

آل حالت سره از یک ایده (ܤ)ூఙܧماکسیمال و 
,ܣ) آل حالت یک ایده (ܤ)ூఙܧباشد، آنگاه  (ߪ

  است.  ܤپایدار تحدید به  ܫماکسیمال و 
 شود، نتیجه می4,1 بنا به قضیه برهان.

ܫ ⊆ ل حالت ماکسیمال آیک ایده ܫ. چون (ܤ)ூఙܧ
,ܣ)آل حالت سره از یک ایده (ܤ)ூఙܧو  است،  (ߪ

ܫشود لذا نتیجه می =   .(ܤ)ூఙܧ
  

آل حالت یک ایده ܫفرض کنید . 19,4 قضیه
آل حالت سره از یک ایده (ܤ)ூఙܧسرسخت و 

,ܣ) آل حالت یک ایده (ܤ)ூఙܧباشد، آنگاه  (ߪ
  است. ܤایدار تحدید به پ ܫسرسخت و 

ܫچون  1,4 بنا به قضیهبرهان.  ⊆ و بنا   (ܤ)ூఙܧ
آل یک ایده (ܤ)ூఙܧ، واضح است 17,3 به تعریف

آل یک ایده ܫفرض کنید حالت سرسخت است. 
,ܣ)حالت سرسخت از   باشد. آنگاه بنا به قضیه (ߪ

,ܣ)آل حالت ماکسیمال از یک ایده ܫ، 18,3  (ߪ

پایدار تحدید  ܫ، 18,4 است. در نتیجه بنا به قضیه
   است. ܤبه 

آل حالت پایدار از دهد هر ایدهمثال زیر نشان می
,ܣ) آل حالت سرسخت از ممکن است یک ایده (ߪ
,ܣ)   نباشد. (ߪ

  
ܣفرض کنید . 20,4 مثال = {0, ܽ, ܾ, ، جاییکه {1

0 < ܽ, ܾ < را به صورت  ∗و  ⊕، ⊙هاي . عمل1
 کنیم:یر تعریف میز

 
1 ܾ ܽ 0 ⊙ 
0 0 0 0 0 
ܽ 0 ܽ 0 ܽ 
ܾ ܾ 0 0 ܾ 
1 ܾ ܽ 0 1 

 
1 ܾ ܽ 0 ⨁ 
1 ܾ ܽ 0 0 
1 1 ܽ ܽ ܽ 
1 ܾ 1 ܾ ܾ 
1 1 1 1 1 

 
1 ܾ ܽ 0 ∗ 
0 ܽ ܾ 1  

 
,∗,⊕,ܣ)آنگاه  0, . [15]جبر است - ܸܯیک  (1

یر تعریف را به صورت ز ܣروي  ߪاکنون نگاشت 
  کنیم:می

σ(ݔ) = ൞

ݔ				1 = 1
ݔ				ܾ = ܽ
ݔ				ܽ = ܾ
ݔ				0 = 0

  

  
,ܣ)توان بررسی کرد که به راحتی می یک  (ߪ

ܫجبر حالت و -ܸܯ =  آل حالتیک ایده {0}
,ܣ)پایدار از  ܾ باشد چونمی (ߪ = ܾ ⊙ ܾ =

⊙(ܽ)ߪ ∗(ܾ)ߪ ∉ ܽو  ܫ = ܽ ⊙ ܽ =
⊙(ܾ)ߪ ∗(ܽ)ߪ ∉  آل حالت سرایده ܫو ، از اینرܫ

,ܣ)سخت از    باشد.نمی (ߪ
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آل حالت اول و یک ایده ܫفرض کنید . 21,4 قضیه
,ܣ)آل حالت سره از یک ایده (ܤ)ூఙܧ بولی،  (ߪ

 ܫآل حالت بولی و یک ایده (ܤ)ூఙܧباشد، آنگاه 
  است. ܤپایدار تحدید به 

است و  آل حالت بولییک ایده ܫچون  برهان.
ܫ ⊆  (ܤ)ூఙܧ، داریم 19,2 ، بنا به تعریف(ܤ)ூఙܧ

یک  ܫفرض کنید  آل حالت بولی است.یک ایده
,ܣ)آل حالت اول و بولی از ایده باشد. آنگاه بنا  (ߪ

آل حالت سرسخت از یک ایده ܫ ،20,3 به قضیه
,ܣ) پایدار  ܫ، 19,4 است. در نتیجه بنا به قضیه (ߪ

  است.  ܤد به تحدی
  

∗ݔ. 22,4 نتیجه ∈ یک  ܫاگر و تنها اگر  (ܤ)ூఙܧ
,ܣ)آل حالت بولی از ایده   باشد. (ߪ

آل حالت پایدار از دهد هر ایدهمثال زیر نشان می
,ܣ) آل حالت بولی از ممکن است یک ایده (ߪ
,ܣ)   نباشد. (ߪ

  
ت توان ثاب، به راحتی می3,3 در مثال. 23,4 مثال

ܫکرد که  = آل حالت پایدار تحدید یک ایده {0}
ܤبه  = {ܾ, ܿ, آل حالت بولی از ایده ܫاست اما  {݀

,ܣ)   نیست چون (ߪ
൫ܿ ⊕ ൯(ܿ)ߪ ∧ ൫ܾ⊕ ൯(ܾ)ߪ = ܾ ∉   .ܫ

  
آل حالت نیمه یک ایده ܫفرض کنید  .24,4 قضیه

,ܣ)ماکسیمال از    یک  (ܤ)ூఙܧباشد، آنگاه  (ߪ
  نیمه ماکسیمال است.آل حالت ایده

آل حالت نیمه ماکسیمال یک ایده ܫچون  برهان.
ܫاست و  ⊆ ، داریم 23,3 ، بنا به تعریف(ܤ)ூఙܧ
  آل حالت نیمه ماکسیمال است. یک ایده (ܤ)ூఙܧ

آل حالت نیمه دهد هر ایدهمثال زیر نشان می
,ܣ)ماکسیمال از    آل حالت ممکن است یک ایده (ߪ

  

,ܣ)یدار از پا   نباشد. (ߪ
  

را به  ܣروي  ߪ، نگاشت 20,4 در مثال. 25,4 مثال
  کنیم:صورت زیر تعریف می

σ(ݔ) = ቄ1				ݔ = 1, ܽ
ݔ				0 = 0, ܾ  

  
,ܣ)توان بررسی کرد که به راحتی می یک  (ߪ

ܫجبر حالت و -ܸܯ = {0, آل حالت از یک ایده {ܾ
,ܣ) (ܫ)ఙܴ݀ܽو  (ߪ = یک  ܫت. از اینرو اس ܫ

,ܣ)آل حالت نیمه ماکسیمال از ایده  ܫاست اما  (ߪ
ܤپایدار تحدید به  = نیست چون براي  {ܽ}

ܽ ∈   داریم: ܤ
൫1⊕ ൯(1)ߪ ∧ ൫ܽ ⊕ ൯(ܽ)ߪ = 1 ∧ 1 =
1 ∉   ܫ

  
ܤفرض کنید . 26,4 قضیه ⊆ آل یک ایده ܫو  ܥ

آل یک ایده ܫباشد. آنگاه  ܤحالت پایدار تحدید به 
  است. ܥتحدید به  حالت پایدار

آل حالت پایدار تحدید به یک ایده ܫچون  برهان.
ܫاست، داریم  ܤ =  . در نتیجه بنا به قضیه(ܤ)ூఙܧ

   )، داریم1( 4,4 و گزاره 1,4
ܫ ⊆ (ܥ)ூఙܧ ⊆ (ܤ)ூఙܧ =   . ܫ

  
آل حالت پایدار تحدید یک ایده ܫشود لذا نتیجه می

  است.  ܥبه 
  

زیر  ܤآل حالت و یک ایده ܫفرض کنید  .27,4 لم
 باشد. آنگاه در جبر هایتینگ ܣاي از مجموعه

ఙ↪,∨,∩,(ܣ)ఙܫ) , {0},   ، داریم(ܣ
(ܤ)ூఙܧ = ఙ[ܤ) ↪ఙ   .ܫ

  
و زیر  ܫآل حالت دهیم براي ایدهنشان می برهان.

(ܤ)ூఙܧ، ܣاز  ܤمجموعه  = ఙ[ܤ) ↪ఙ . فرض ܫ
ݔکنید  ∈  کنیم. ثابت می(ܤ)ூఙܧ

ݔ ∈ ఙ[ܤ) ↪ఙ   . ܫ
  



 

 ۱۹۹                                                                                              جبرهاي حالت- ܸܯهاي حالت توسعه یافته در آلایده
 

   

ఙ[ܤ)لذا کافی است ثابت کنیم  ∩ ఙ[ݔ) ⊆ . ܫ
ݐفرض کنید  ∈ ఙ[ܤ) ∩  ، آنگاه بنا به لمఙ[ݔ)

14,3 ،ܾ ∈ ݊و  ܤ ≥ ݇و  1 ≥ ݊و  1 ≥ 1 
  وجود دارند به قسمی که

ݐ ≤ ݊ଵ൫ܾଵ⊕ߪ(ܾଵ)൯ ⊕⋯⊕
݊൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯ و   
ݐ ≤ ݊൫ݔ   . ൯(ݔ)ߪ⊕

  
  )، داریم:5( 3,3 بنا به لم

ݐ = ݐ ∧ ݐ ≤ ቀ݊ଵ൫ܾଵ⊕ߪ(ܾଵ)൯⊕⋯⊕

݊൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯ቁ ∧ ݊൫ݔ   ൯(ݔ)ߪ⊕
≤ (݊൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ݊ଵ൫ܾଵ⊕ߪ(ܾଵ)൯)⊕
⋯⊕ (݊൫ݔ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ݊൫ܾ⊕ߪ(ܾ)൯)  

  
ݔچون  ∈ (ܤ)ூఙܧ ∈ ، لذا بنا به ویژگی (ܣ)ఙܫ

  )، داریم:6( 3,3 آل و لمایده
݊൫ݔ ൯(ݔ)ߪ⊕ ∧ ݊൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ≤
݊݊(൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ܾ (൯(ܾ)ߪ⊕ ∈   ܫ

  لذا
݊൫ݔ ൯(ݔ)ߪ⊕ ∧ ݊൫ܾ ൯(ܾ)ߪ⊕ ∈   ،ܫ
(1 ≤ ݅ ≤ ݇) .  

  
ݐدر نتیجه  ∈ ఙ[ܤ). لذا ܫ ∩ ఙ[ݔ) ⊆  و داریم ܫ

(ܤ)ூఙܧ ⊆ ఙ[ܤ) ↪ఙ برعکس، فرض کنید  .ܫ
ݔ ∈ ఙ[ܤ) ↪ఙ )، 4( 25,3 . از اینرو بنا به لمܫ

ܾبراي هر  ∈   داریم: ܤ
ቀ൫ܾ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∧ ൫ݔ ⊕ ൯ቃ(ݔ)ߪ

ఙ
= (ܾ]ఙ ∩

ఙ[ݔ) ⊆ ఙ[ܤ) ∩ ఙ[ݔ) ⊆   .ܫ
  

ܾدر نتیجه براي هر  ∈  داریم ܤ
൫ܾ⊕ ൯(ܾ)ߪ ∧ ൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∈ ܫ و    
ݔ ∈   . (ܤ)ூఙܧ

  
ఙ[ܤ)لذا  ∩ ఙ[ݔ) ⊆ . بنابراین در جبر (ܤ)ூఙܧ

(ܤ)ூఙܧداریم  (ܣ)ఙܫهایتینگ  = ఙ[ܤ) ↪ఙ   . ܫ

,ܣ)جبر حالت - ܸܯیک  .28,3 لم زنجیر  (ߪ
,ݔحالت است اگر و تنها اگر براي  ݕ ∈  ،ܣ

൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ݕ⊕ ൯(ݕ)ߪ = 0   
  

(ݔ)ߪ آنگاه = (ݕ)ߪیا  0 = 0.   
,ܣ) فرض کنید برهان. زنجیر حالت و -ܸܯیک (ߪ

൫ݔ ⊕ ൯(ݔ)ߪ ∧ ൫ݕ⊕ ൯(ݕ)ߪ =  ، براي0
,ݔ ݕ ∈ زنجیر حالت داریم -ܸܯ. بنا به تعریف ܣ

(ݔ)ߪ ≤ (ݕ)ߪیا  (ݕ)ߪ ≤ . در نتیجه (ݔ)ߪ
(ݔ)ߪ = (ݕ)ߪیا  0 = برعکس، براي هر  .0
,ݔ ݕ ∈  دهیمان می، نشܣ

(ݔ)ߪ ≤ (ݕ)ߪ یا   (ݕ)ߪ ≤   . (ݔ)ߪ
  

ܽگیریم در نظر می = ⊙(ݔ)ߪ  و ∗(ݕ)ߪ
ܾ = ⊙(ݕ)ߪ )، داریم 4( 11,3 . بنا به لم∗(ݔ)ߪ

(ܾ)ߪ = (ܽ)ߪو  ܾ =   3,3 ، همچنین بنا به لمܽ
  )، داریم:7) و (6(

൫ܽ ⊕ ൯(ܽ)ߪ ∧ ൫ܾ⊕ ൯(ܾ)ߪ = 2ܽ ∧ 2ܾ ≤
4(ܽ ∧ ܾ) = 0  

  
  در نتیجه

൫ܽ ⊕ ൯(ܽ)ߪ ∧ ൫ܾ⊕ ൯(ܾ)ߪ = 0،  
  

ܽبنا به فرض، داریم  = (ܽ)ߪ = یا  0
ܾ = (ܾ)ߪ = (ݔ)ߪ . در نتیجه0 ⊙ ∗(ݕ)ߪ = 0 

⊙(ݕ)ߪیا  ∗(ݔ)ߪ = 0 .  
 شود)، نتیجه می2( 3,3 لذا بنا به لم
(ݔ)ߪ ≤ (ݕ)ߪیا  (ݕ)ߪ ≤ بنابراین  .(ݔ)ߪ

,ܣ)  زنجیر حالت است. -ܸܯیک  (ߪ
  

,⊔,⊓,(ܤ)ܵ). 29,4 قضیه {}ܧ
ఙ یک جبر  (ܣ,(ܤ)

  هایتینگ است.
,(ܤ)ூఙܧ براي هر برهان. ,(ܤ)ఙܧ (ܤ)ఙܧ ∈ ، (ܤ)ܵ

  :کافی است نشان دهیم
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(ܤ)ூఙܧ (1) ↪ఙ (ܤ)ఙܧ ∈  (ܤ)ܵ
(ܤ)ூఙܧ (2) ⊓ (ܤ)ఙܧ ⊆ (ܤ)ఙܧ ⇔
(ܤ)ூఙܧ	 ⊆ (ܤ)ఙܧ ↪ఙ  (ܤ)ఙܧ

  
  )، داریم: 2( 7,3 و 27,4 هايو لم 27,3 بنا به  گزاره

(ܤ)ூఙܧ ↪ఙ (ܤ)ఙܧ =
ఙ[ܤ)) ↪ఙ (ܫ ↪ఙ ఙ[ܤ)) ↪ఙ (ܬ =
ఙ[ܤ) ↪ఙ ൫((ܤ]ఙ ↪ఙ (ܫ ↪ఙ   ൯ܬ
= ൫(ܤ]ఙ ⊙ ఙ[ܤ)) ↪ఙ ൯(ܫ ↪ఙ   ܬ
= ఙ[ܤ)) ∧ (ܫ ↪ఙ   	ܬ
= ఙ[ܤ)) ⊙ (ܫ ↪ఙ   ܬ
= ఙ[ܤ) ↪ఙ ܫ) ↪ఙ (ܬ ∈   .(ܤ)ܵ

 
)، 1) و (3( 7,3 و 27,4 هايو لم 27,3 بنا به گزاره

  داریم:
(ܤ)ூఙܧ ⊓ (ܤ)ఙܧ ⊆   (ܤ)ఙܧ
ூ∧ఙܧ	⇔ (ܤ) ⊆   (ܤ)ఙܧ
ఙ[ܤ)	⇔ ↪ఙ ܫ) ∧ (ܬ ⊆ ఙ[ܤ) ↪ఙ   ܭ
ఙ[ܤ)	⇔ ∧ ൫(ܤ]ఙ ↪ఙ ܫ) ∧ ൯(ܬ ⊆   ܭ
ఙ[ܤ)	⇔ ∧ ܫ ∧ ܬ ⊆   ܭ
ఙ[ܤ)	⇔ ∧ ܫ ⊆ ܬ ↪ఙ   ܭ
ఙ[ܤ)	⇔ ↪ఙ ఙ[ܤ)) ∧ (ܫ ⊆
ఙ[ܤ)	 ↪ఙ ܬ) ↪ఙ   (ܭ
ఙ[ܤ))	⇔ ↪ఙ (ఙ[ܤ) ∧ ఙ[ܤ)) ↪ఙ (ܫ ⊆
ఙ[ܤ)	 ↪ఙ ܬ) ↪ఙ   (ܭ
⇔ ఙ[ܤ) ↪ఙ ܫ ⊆ 	 ఙ[ܤ) ↪ఙ ܬ) ↪ఙ   (ܭ
(ܤ)ூఙܧ	⇔ ⊆ (ܤ)ఙܧ ↪ఙ   (ܤ)ఙܧ

  
هاي حالت آلمجموعه همه ایده (ܤ)ܵبنابراین 

  .، جبر هایتینگ استܤپایدار تحدید به 
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