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  مقدمه - 1

نامساوي ینسن براي توابع محدب یکی از مهمترین 

در آنالیز ریاضی است. بسیاري از   ها نامساوي

ي مشهور نظیر نامساوي هولدر، نامساوي  ها نامساوي

 توان به ها را می مینکوفسکی و نامساوي بین میانگین

عنوان حالت خاصی از نامساوي ینسن درنظر گرفت. 

این نامساوي کاربردهاي فراوانی در نظریه اطلاعات 

ها نظیر  نامساوي متناظر با آنتروپی از جمله در

 نامساوي شانون، نامساوي کی فن و ... نیز دارد.

هایی از نامساوي ینسن  ها و تظریف اخیراً، تعمیم

د توجه قرار گرفته توسط بسیاري از نویسندگان مور

است و به کاربردهاي متنوعی در نظریه اطلاعات و 

براي توسیع و  غیره تعمیم داده شده است.

، ]1[هاي مربوط به نامساوي ینسن مراجع  تظریف

را مشاهده  ]10[و  ]9[، ]8[ ،]7[، ]6[، ]3[،  ]2[

نویسندگان تظریف جالبی از نامساوي  ]1[در  کنید.

و با  اند دنباله متناهی ایجاد کرده ینسن مرتبط با دو

هایی را براي  استفاده از این تظریف، نامساوي

اند. هدف ما در این مقاله  هاي متفاوت آورده میانگین

یافتن تظریف جالبی از نامساوي ینسن در رابطه با 

 m  همچنین، برخی از  ي متناهی است. دنباله

کاربردهاي آن را در نظریه اطلاعات بدست 

هاي  آوریم. در آخر، بر روي پیدا کردن کران می

 کنیم. می واگرایی سیزار، آنتروپی شانون و ... تمرکز

 

و  یک بازه در  Iفرض کنید  :1-1تعریف 

1 2, ,..., nx x x I  1و 2, ,..., [0,1]np p p  

1ضرایبی باشند با این شرط که 

1
n

i
i

p



. مجموع 

1

n

i i
i

p x



  )ip(با ضرایب  ixرا ترکیب محدب نقاط 

  نامند. می

  

  

) براي ]10[، ]9[، ]5[، ]1[نامساوي معروف ینسن (

 به صورت زیر است:  fتابع محدب 

 

f:فرض کنید  :2-1قضیه  I  یک تابع  �

 محدب باشد. در این صورت نامساوي

1 1

( )
n n

i i i i
i i

f p x p f x
 

 
 

 
 

 
  

1 محدببراي هر ترکیب 

n

i i
i

p x



ixاز نقاط   I 

  صادق است. 

 

  نتایج اصلی -2

این بخش را با بدست آوردن تظریف جدیدي از 

ي متناهی  دنباله  m ه نامساوي ینسن که مربوط ب

 کنیم. است، شروع می

 

f:فرض کنید که : 1-2قضیه  I  یک تابع  �

همچنین،  محدب باشد.
[ ]ij mnR r

یک ماتریس  

1طوري که براي هر باشد به j n  ،1

1
n

j
j

p



 ،

jx I ) و مجموع اجزاي هر ستون آن برابر یک

1

1
m

ij
i

r



 ) باشد، در این صورت

1

1 1 1 1

1

( )

n

ij j jn m n n
j

j j ij j j jn
j i j j

ij j
j

r p x

f p x r p f p f x

r p



   



 
  
   
  
 
 


  



 

و  fبا استفاده از محدب بودن تابع  اثبات:

  نامساوي ینسن داریم:
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1 1 1

1

1 1

1

1

1 1

1

1

1 1

( )

n m n

j j ij j j
j i j

n

ij j jm n
j

ij j n
i j

ij j
j

n

ij j jm n
j

ij j n
i j

ij j
j

n

ij j jm n
j

ij j
i j

f p x f r p x

r p x

f r p

r p

r p x

r p f

r p

r p f x

r p

r

  



 





 





 

   
   

   

  
  
   
  
  

  

 
  
   
  
 
 

 
  

 

 


 




 




 

1

1 1 1

( ) ( ).

n

ij j
j

m n n

ij j j j j
i j j

p

r p f x p f x



  

 
 
 
 
 
 

 



 
 

 

صورت دیگري به شرح را به  1-2توانیم قضیه  می

 زیر بیان کنیم:

 

یک ماتریس تصادفی ستونی   R اگر  :2-2قضیه 

  باشد، در این صورت

1

( ) ( ) ( )
n

i
i

i i

R Px
f P x R P f P f x

R P

 
     

 


 
  

i,...,1,2ضرب داخلی و براي که در آن  n ،

1 1 2 2( , ,..., )n nPx p x p x p x  وiR  سطرهاي

 باشند. می Rماتریس 

 

1فرض کنید  2( , ,..., )nx x x x ،

1 2( , ,..., )nP p p p  1و 2( , ,..., )n    ، n-

هاي مثبت باشند، در این صورت میانگین توانی  تایی 

  شود: رت زیر تعریف می به صو  r از مرتبه 

1

1

1

1

1

1

1

, 0
( , )

, 0

1
, 0

( , , )

, 0

i

i i

n r
r

i i
i

r
n

p
i

i

n r
r

i i i
i

r

n P
p
i

i

p x r
M P x

x r

p x r
P

M P x

x r




















     






     

 
  
  
  








 

 

هاي  نامساوي 1-2با مفروضات قضیه  :3- 2قضیه 

 زیر برقرار هستند؛

 

 

1

1
1

1
1

1

1
1

1
1

( , ) ( , ) ( , , ) ( , ), 0 (1)

( , ) exp ( , )log ( , , ) ( , ), 0 (2)

( , ) ( , ) ( , , ) ( , ), 0 (3)

( , ) exp ( , )log ( , , )

m t
t

t i s i s
i

m

t i s i s
i

m s
s

t i t i s
i

m

t i t i
i

M P x M PR M PR x M P x t

M P x M PR M PR x M P x t

M P x M PR M PR x M P x s

M P x M PR M PR x









 
   
 

  

 
   
 

 







 ( , ), 0 (4)sM P x s
 

 

قرار  2- 1در قضیه   )1( براي اثبات قسمت  اثبات:

) دهیم؛ می )
t

sf x x  همچنین به جايix  مقدار

s
ix آخر به توان دهیم و در  را قرار می

1

t  رسانیم  می

 آید. بدست می  )1( و نامساوي 

کافی است از طرفین   )2( براي اثبات قسمت 

و ) 0t( حد بگیریم   t نسبت به   )1( نامساوي 

به   )3است. اثبات قسمت (   )2( حاصل آن نامساوي 

عمل   )1( همانند قسمت این ترتیب است که 

 کنیم: ، فرض می2-1کنیم و در قضیه  می

( )
s

tf x x  
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مقدار  jxهمچنین به جاي 
t
jx دهیم و  را قرار می

در آخر به توان 

1

s رسانیم و منتج به نامساوي  می

با حدگیري از   )4( شود. در پایان نامساوي  می  )3( 

که در نتیجه  0sو   sنسبت به   )3( قسمت 

 شود. حاصل می   )4( نامساوي 

 

واگراي سیزار): فرض کنید  f -(تابعک  :4-2تعریف

: (0, )f   همچنین یک تابع محدب باشد،  �

1فرض کنید که  2( , ,..., )nc c c c  و

1 2( , ,..., )nd d d d ، n -هاي مثبت باشند، با  تایی

واگرایی سیزار به صورت زیر  -f این مفروضات تابعک 

 شود؛ تعریف می

1

( , ) .
n

j

f j
j j

c
M c d d f

d

 
   

 


 
 

واگرایی ارائه - fدر قضیه زیر، کران پایینی براي 

 دهیم.  می

 

:فرض کنید : 5-2قضیه  (0, )f   یک تابع  �

1محدب و  2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d ،n -

  هاي مثبت باشند. همچنین به ازاي تایی 

1 i m  ،1

1
m

ij
i

r



 . آنگاه

1

1 1

1

1

1

1

( , )

.

n

j ijm n
j

f ij j n
i j

j ij
j

n

j n
j

jn
j

j
j

c r

M c d r d f

d r

c

f d

d



 









 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 










 

 

  یم؛، قرار ده1-2کافی است در قضیه اثبات: 

1

, .
j j

j j n
j

i
i

c d
x p

d
d



 


 

  

: آنتروپی شانون ]6[(آنتروپی شانون)  6- 2تعریف 

را با   P(X) با تابع جرم احتمال   Xمتغیر تصادفی 

دهند و به صورت زیر تعریف  نمایش می H(X) نماد 

 شود: می

1

( ) log .
n

i i
i

H X p p


 
 

 

فرض کنید که  :7-2قضیه  
1

n

i i
P p




توزیع  

احتمال مثبت براي آنتروپی شانون 

1

( ) log
n

i i
i

H P p p


 
 باشد، آنگاه 

1

1 1

1

( ) log log .

n

ijm n
j

ij j n
i j

ij j
j

r

H P r p n

r p



 



 
 
  
 
 
 





 

 

، فرض کنیم 5- 2اگر در قضیه اثبات: 

( ) logf x x   1و به ازاي j n  قرار دهیم؛  

: : 1j j jd p c 
 هیم داشت؛در این صورت خوا 

1

1
( , ) log ( ).

n

j
j j

M c d p H P
p

   
 

 

: فرض ]1[لیبلر) -(واگرایی کولبک 8- 2تعریف 

1کنید که  2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d 

هاي احتمالی مثبت باشند، با این مفروضات  توزیع

  شود؛ لیبلر به صورت زیر تعریف می-واگرایی کولبک

 1

( , ) log ( ).
n

i
D i

i i

c
K c d c

d

 
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1اگر  :9-2نتیجه 2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d ،

 n- هاي مثبت باشند و همچنین  تایی
[ ]ij mnR r

 

1طوري که براي هر ماتریسی باشد به j n  ،

1مجموع اجزاي هر ستون آن برابر یک (

1
m

ij
i

r



 (

  باشد، در این صورت

 

1

1 1

1

1

1

1

( , ) log

log .

n

ij jm n
j

D ij j n
i j

ij j
j

n

jn
j

j n
j

j
j

r c

K c d r c

r d

c

c

d



 









 
 
 
 
 
 

 
  
   
  
 
 










 

 

1، براي 2-1با استفاده از قضیه  اثبات:

j

j n

i
i

d
p

d





 ،

j

j

j

c
x

d


)و   ) logf x x x   :داریم  

1 1

1

1

1

1 1

1 1

log ,

n n
j j

j j n
j j j

i
i

n

j
j

n

j
j

n n

j j
j j

n n

j j
j j

d c
f p x f

d
d

c

f

d

c c

d d

 







 

 

 
  
   
  
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 






 

 
 

 
  همچنین

1 1

1

1

1

1

( ) log

1
log

1
( , ),

n n
j j j

j j n
j j j j

i
i

n
j

jn
j j

j
j

Dn

j
j

d c c
p f x

d d
d

c
c

d
d

K c d

d

 









 
     

 

 
   

 



 






 

 بنابراین

1

1 1

1

1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

1
log

n

ij j jm n
j

ij j n
i j

ij j
j

n

ij jm n
j j

ij n n
i j

k ij j
k j

n

ij jm n
j

ij jn n
i j

j ij j
j j

r p x

r p f

r p

r c
d

r f

d r d

r c

r c

d r d



 





 

 



 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
  
 
 
 

 
 
 
 
 
 









 




 
 

  

 کند. که این اثبات را تکمیل می

 

براي دو توزیع احتمال مثبت  :]1[ 10- 2تعریف 

1 2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d  فاصله

  شود؛ تغییرات به صورت زیر تعریف می

1

( , ) | |.
n

D j j
j

V c d c d


 
 

 

نامساوي  9- 2نتیجه  بنابر مفروضات :11-2نتیجه 

  زیر برقرار است: 

1 1 1

1

( ) ( )

| ( ) |

( , ).

n m n

j j ij j j
j i j

n

j j
j

D

c d r c d

c d

V c d

  



  

 



 


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  دهیم؛ ، قرار می1- 2اثبات: در قضیه 

1

, , ( ) log ,
j j

j jn
j

i
i

d c
p x f x x x

d
d



  


 

  

 لذا داریم:

1 1

1

1
( )

n n

j j j jn
j j

j
j

f p x c d

d 



 
  

 
 


 

  و

1 1

1

1
( ) | ( ) |

n n

j j j jn
j j

j
j

p f x c d

d 



  


 
  و

1

1 1

1

1 1

( ) .

n

ij j jm n
j

ij j n
i j

ij j
j

m n

ij j j
i j

r p x

r p f

r p

r c d



 



 

 
 
 
 
 
 

 







 

 

ي دو توزیع برا :]1[(فاصله جفري)  12-2تعریف 

1احتمال مثبت  2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d 

  شود؛ فاصله جفري به صورت زیر تعریف می

1

( , ) ( ) log .
n

j

D j j
j j

c
J c d c d

d

 
    

 


 
  

نامساوي  9-2بنابر مفروضات نتیجه  :13- 2نتیجه 

  زیر برقرار است: 

1

1 1

1

1

1

1

( , ) ( ) log

( ) log .

n

j ijm n
j

D ij j j n
i j

j ij
j

n

jn
j

j j n
j

j
j

c r

J c d r c d

d r

c

c d

d



 









 
 
  
 
 
 

 
 
  
 
 
 










 

  

  دهیم؛ ر می، قرا1- 2در قضیه  اثبات:

1

, , ( ) ( 1) log ,j j

j jn
j

i
i

d c
p x f x x x

d
d



   


 

 لذا داریم:

1 1

1

1 1

( )

log

n n

j j jn
j j

j j n n
j

j j
j j

c d c

f p x

d d

 



 


 

 
 

 


 
 

  و

1 1

1

1
( ) ( ) log

n n
j

j j j jn
j j j

j
j

c
p f x c d

d
d 



  


 
 و

1

1 1

1

1 1

1

1 1 1

1
1 log .

n

ij j jm n
j

ij j n
i j

ij j
j

n n

ij j ij jn
j j

ij jn n n
j

j ij j ij j
j j j

r p x

r p f

r p

r c r c

r d

d r d r d



 



 



  

 
 
 
 
 
 

   
   
    
   
   
   






 


  
 

 

  

: براي دو توزیع ]1[(ضریب باتکرییا)  14-2تعریف 

1احتمال مثبت  2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d 

  شود؛ یب باتکرییا به صورت زیر تعریف میضر

1

( , ) .
n

D j j
j

B c d c d


 
 

  

نامساوي  9-2بنابر مفروضات نتیجه  :15-2نتیجه 

  زیر برقرار است: 

1 1 1

1 1

( , )

.

m n n

D j ij j ij
i j j

n n

j j
j j

B c d c r d r

c d

  

 

  
   

  

  
   

  

  

 
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  ، با قرار دادن؛1- 2در قضیه اثبات: 

1

, , ( ) ,j j

j jn
j

i
i

d c
p x f x x

d
d



   



 
 آوریم: تساوي زیر را بدست می

1

1

1

1

1

1

1

1

1 1

1 1

1

1

1
.

n

ij j jn
j

ij j n
j

ij j
j

n

ij jn
j

ij j n
j

ij j
j

n

ij jn
j

ij jn n
j

j ij j
j j

n n

ij j ij jn
j j

j
j

r p x

r p f

r p

r c

r p f

r d

r c

r d

d r d

r c r d

d

















 

 



 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
   

 

  
    

  














 

 


 

  

: براي دو توزیع ]1[ (فاصله هلنگر) 16- 2تعریف 

1احتمال مثبت  2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d 

 شود؛ فاصله هلنگر به صورت زیر تعریف می

 
 

2

1

( , ) .
n

D j j
j

H c d c d


 
 

 

امساوي ن 9- 2بنابر مفروضات نتیجه : 17-2نتیجه 

  است:  زیر برقرار
2

1 1 1

2

1 1

( , )
m n n

D j ij j ij
i j j

n n

j j
j j

H c d c r d r

c d

  

 

 
   

 

 
   
 

  

 
 

  

  ، با قرار دادن؛1- 2قضیه  در اثبات:

 
2

1

, , ( ) 1 ,
j j

j jn
j

i
i

d c
p x f x x

d
d



   


 

  آید. نتیجه بدست می

 

: براي دو توزیع ]1[ (مبین مثلثی) 18-2تعریف 

1 احتمال مثبت 2( , ,..., )nc c c c  1و 2( , ,..., )nd d d d 

  شود؛ یصورت زیر تعریف م مبین مثلثی

 
2

1

( , ) .
n

j j

D
j j j

c d
T c d

c d







 
  

نامساوي  9- 2: بنابر مفروضات نتیجه 19-2ه نتیج

  زیر برقرار است: 

 

 

 

2

1

1

1

2

1 1

1

( , )

.

n

ij j jm
j

D n
i

ij j j
j

n n

j j
j j

n

ij j j
j

r c d

T c d

r c d

c d

r c d







 









 
 

 







 


 

  

  ، با قرار دادن؛1- 2در قضیه  اثبات:

 
2

1

1
, , ( ) ,

1

j j

j jn
j

i
i

d c x
p x f x

d x
d




  




 
  

       آید. نتیجه بدست می
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