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  چکیده

جبرهاي باناخ با را   ضرب دکارتی بوسیله یک تابعک خطی مانند توسیع جبرهاي باناخ تعریف شده توسط حاصل
قرار گرفته است. نامند. این نوع از جبرهاي باناخ اخیراً مورد توجه بسیاري از پژوهشگران  لائو می- ضرب

هاي توان به برخی از ویژگی ها نقش مهمی در ساختارهاي جبري دارند که با استفاده از این نقش، می اشتقاق
ها پی برد. در این  ساده بودن آنساختارهاي جبري که یک اشتقاق روي آن تعریف شده است مانند ساده یا نیم

هاي مختلف ها را در حالتپردازیم و این اشتقاقبرهاي باناخ میهاي تعریف شده روي ضرب لائو جمقاله به اشتقاق
کهBو Aعنوان توصیف اصلی، براي دو جبر باناخکنیم. بهتوصیف می ( ) 0B  ، دهیم که  نشان می

:D A B A B    هاير و تنها اگر اشتقاقیک اشتقاق است اگ :AD A A ،:BD B B  و-اشتقاق 
: ( )B Z A  موجود باشند که براي هر( , )a b A B  ،D صورت زیر باشد:به  

( , ) ( ( ) ( ), ( )).A BD a b D a b D b   
  

ها، دست آمده از توصیف اشتقاقکنیم و با توجه به نتایج بههاي مختلف بررسی می عکس نتیجه بالا را در حالت
  کنیم.ضرب از جبرهاي باناخ را بررسی و توصیف میگروه همانستگی مرتبه اول این حاصل

  
 اشتقاق، جبر باناخ، ضرب لائو، گروه همانستگی. :هاي کلیدي واژه

                                                
  :s.shams@urmia.ac.ir  Email                                                                                              :دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مهمقد -1
-Aیک باتاخ  Xیک جبر باناخ و Aفرض کنید 

D:دومدول باشد. آنگاه نگاشت  A X  را یک
a,اشتقاق گوییم هرگاه براي هر  b A  داشته

  باشیم:
( ) ( ) ( ) .D ab a D b D a b     

  
را یک اشتقاق درونی گوییم  اشتقاق 
xهرگاه  X  موجود باشد که براي هرa A 

)داشته باشیم:  )D a a x x a   طیف جبر . 
)را با  Aباناخ  )A جموعهدهیم که منمایش می-

هاي خطی ضربی (همریختی) پیوسته ي تمام تابعک
 به Aاز  Dاشتقاق -است. آنگاه  Aپوشا روي 

  شود:صورت زیر تعریف می، بهXتوي 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).D ab a D b D a b    

  
توي به Aاز  Dهاي پیوسته فضاي تمام اشتقاق

X  1را با( , )Z A X فضاي تمام ،-هاي اشتقاق
1را با Xتوي به Aاز  Dپیوسته  ( , )Z A X و ،

 از  D هاي پیوسته درونیفضاي تمام اشتقاق
)1را با توي به , )N A Xدهیم. گروه نمایش می

با Aناخ همانستگی (هاکشیلد) مرتبه اول جبر با
1Hرا با  Xضرایب در  ( , )A X دهیم که نمایش می

1قسمتی  برابر با فضاي خارج 1( , ) / ( , )Z A X N A X 
1وضوح است. به 1H ( , ) H ( , )A X A X  .  

دو جبر باناخ و  Bو Aفرض کنید 
 ( ) 0B   آنگاه ،A B  با ضرب و نرم

  شود:زیر تبدیل به یک جبر باناخ می
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2( , )( , ) ( ( ) ( ) , ),a b a b aa b a b a bb     

  و
( , ) .

A B
a b a b   

  
نوع از ضرب روي جبرهاي باناخ براي اولین بار  این

معرفی شدو نتایج اساسی روي  [1]در توسط لائو 
ارائه  [2]ضرب، توسط سنگانی منفرد در این حاصل

ضرب از شد و محققین متعددي روي این حاصل
جبرهاي باناخ و توسیع آن توسط یک ریختی 

توان به اند که میهایی را انجام دادهمدولی،پژوهش
 [9]، [8]، [7]، [6]، [5]، [4]،[3]هاي اشارهمقاله
  کرد.

هاي روي جبر باناخ در این مقاله ابتدا اشتقاق
A B هاي مختلف کنیم و حالترا مشخص می

کنیم، سپس به بررسی گروه آن را بررسی می
A همانستگی مرتبه اول B  با ضرایب در

پردازیم. در پایان چند مثال را براي نتایج خودش می
  کنیم.آمده ارائه می دستبه
  
Aها روي ضرب لائو اشتقاق -2 B  

دو جبر باناخ باشند. در این  و فرض کنید 
توي به ها از ي اشتقاقبخش به مطالعه

  ها را توصیف پردازیم و این اشتقاقخودش می
ها در این بخش ها و نگاشتکنیم. تمامی اشتقاقمی

اند و در بیان نتایج از نوشتن آن پیوسته فرض شده
  ایم.اجتناب کرده

  
دو جبر باناخ باشند Bو Aفرض کنید  :1-2قضیه 

و  ( ) 0B   آنگاه ،:D A B A B    
هاي یک اشتقاق است اگر و تنها اگر اشتقاق

:AD A A ،:BD B B و - اشتقاق
: ( )B Z A   موجود باشند که براي هر

( , )a b A B  ،D صورت زیر باشد:به  
( , ) ( ( ) ( ), ( )).A BD a b D a b D b   

  
و  ADدرونی است اگر و تنها اگر  Dچنین، هم
BD .درونی باشند  

D:فرض کنید  برهان: A B A B     یک
A:هاي کانونی اشتقاق باشد. نگاشت A A B  ،

:B B A B   هاي تصویري و نگاشت
:Ap A B A  ،:Bp A B B  را در 

 هاي خطیگیریم. آنگاه نگاشتنظر می

:D A X

A
X

AB
A B
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:A A AD p D    ، :B B BD p D    ،
: A Bp D     و : B Ap D      

  
ه براي هر وجود دارند ک Dمرتبط با اشتقاق 
( , )a b A B :داریم  

( , )
( ( ) ( ), ( ) ( )).A B

D a b
D a b D b a    

  
1آنگاه براي هر  1 2 2( , ), ( , )a b a b A B :داریم  

Error! Bookmark not defined.  
 
 
  
  
  

1از طرفی براي هر 1 2 2( , ), ( , )a b a b A B 
 داریم:

 
 
 
 

  
  
  
  

1حال اگر قرار دهیم  2 0b b ) 2,1، آنگاه بنابر (
1)، براي هر 3,1و ( 2,a a A:داریم 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) .A A AD a a a D a D a a   
  

ق است. اگر قرار دهیم یک اشتقا ADپس 
1 2 0a a ) براي هر 3,1) و (2,1، آنگاه بنابر ،(

1 2,b b B:داریم  
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )B B BD b b b D b D b b   

  

  و

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).b b b b b b      
  

-یک  و Bیک اشتقاق روي BDاین یعنی 
1است. اگر قرار دهیم  B اشتقاق روي 2 0a b  ،
a)، براي هر 3,1) و (2,1آنگاه بنابر ( A  و

b B ،( ) 0a  و ( ) ( ( )) 0.Bb a D b a    
Error! Bookmark not defined.طور به

2مشابه، اگر قرار دهیم  1 0a b  آنگاه دوباره ،
a)، براي هر 3,1و ( )2,1بنابر ( A  وb B 
  داریم:

( ) ( ( )) 0.Ba b D b a    
  

Error! Bookmark not defined. بنابراین
aدهند که براي هر ) نتیجه می8,1) و (7,1( A

bو  B ،( ) ( )a b b a   این یعنی . 
)به توي  Bنگاشتی خطی از  )Z A .است  

درونی باشد، پس وجود دارد  Dکنید حال فرض 
( , )x y A B  که براي هر طوريبه
( , )a b A B  :داریم  

Error! Bookmark not defined.    
  
  
  
  

)از طرفی براي هر  , )a b A B :داریم  
( , ) ( ( ) ( ), ( )).A BD a b D a b D b   

  
Error! Bookmark not defined. بنابراین

 BDو ADدهند که ) نتیجه می10,1) و (9,1(
  وضوح برقرار است.درونی هستند. عکس به

  
دو جبر باناخ،  Bو Aفرض کنید : 1- 2گزاره 
 ( ) 0B    و:d B B  .یک اشتقاق باشد

D:آنگاه  A B A B    يبا ضابطه
( , ) (0, ( ))D a b d b  براي هر( , )a b A B  ،

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 2 1

1 2 2 2

1 2

( , ) (( , )) (( , ))( , )
( , )( ( ) ( ), ( ) ( ))

( ( ) ( ), ( ) ( ))( , )
( ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ,
( ) ( ))

( ( ) (

A B

A B

A A

B

B

A

a b D a b D a b a b
a b D a b D b a
D a b D b a a b

a D a a b b D a
b b D b a a a

bD b b a
D a a


  


  
  

   

    
 

  1 2 1 2

1 2 2 1 2 1

1 2 1 2

) ( ( ))
( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) )

B

A

B

b a D b a
a a b D a b b

D b b a b


  


    



1 1 2 2

1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2

1 2 1 2

1 2 2 1 1 2

(( , )( , ))
( ( ) ( ) , )

( ( ( ) ( ) )
( ), ( )
( ( ) ( ) )).

A

B

D a b a b
D a a b a b a b b
D a a b a b a

bb D bb
a a b a b a

 
 

 

  
  


  

( , ) ( , )( , ) ( , )( , )
( ( ) ( ) , )

( ( ) ( ) , )
( , ).

D a b a b x y x y a b
ax b x y a by
xa y a b x yb
ax xa by yb

 
 

 
  
  

  
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1 1 2 2 1 2

1 2 1 2

(( , )( , )) (0, ( ))
(0, ( ) ( ) ).

D a b a b d bb
b d b d b b


 

kerdRیک اشتقاق است اگر و تنها اگر . هم 
تنها اگر  است اگر و یک اشتقاق درونی Dچنین 
d  اشتقاقی درونی وkerdR  .باشد  

1براي هر  برهان: 1 2 2( , ),( , )a b a b A B :داریم  
 

Error! Bookmark not defined. 
  
  

1از طرفی براي هر  1 2 2( , ), ( , )a b a b A B 
  داریم:

  
  
  
  

Error! Bookmark not defined. اما چون
kerdR ) نتیجه می12,1) و (11,1، پس (-

وضوح  یک اشتقاق است. عکس بهDدهند که 
توان نشان داد راحتی مین، بهچنیبرقرار است. هم

dیک اشتقاق درونی است اگر وتنها اگر D که
  درونی باشد. اشتقاقی

 
یک جبر باناخ،Aفرض کنید  :1- 2نتیجه 

 ( ) 0A    و:d A A یک اشتقاق
D:باشد. آنگاه  A A A A    ي با ضابطه

( , ) ( ( ), ( ))Dab d a d a  براي هر( , )a b A A  ،
kerdRتقاق است اگر و تنها اگریک اش هم . 
تنها اگر  یک اشتقاق درونی است اگر وDچنین 
d  اشتقاقی درونی وkerdR  .باشد  
  

دو جبر باناخ، Bو Aفرض کنید  :2-2قضیه 
 ( ) 0B    1و 1( , ) ( , ) 0H A A H B A  اگر .

)1براي هر  , )d Z B B ،kerdR  آنگاه ،  
1 1H ( , ) H ( , ).A B A B B B     

 

)1براي  برهان: , )T Z B B عضو ، 
 

1Z ( , )TD A B A B   ي ، با ضابطه
( , ) (0, ( ))TD a b T b را در نظر بگیرید. کلاس هم 

)1Hدر TDارزي  , )A B A B    را باTD  نمایش
1دهیم. نگاشت می 1: ( , ) H( , )Z B B A B A B     

)1را براي هر  , )T Z B Bي با ضابطه
( ) TT D  گیریم. آنگاه بنابر گزاره در نظر می

2-1 ،تعریف و خطی است.خوش  
1Zفرض کنید  ( , )D A B A B    بنابر .

AD:هاي ، اشتقاق1-2قضیه  A A ،
:BD B B و - اشتقاق: ( )B Z A 

)موجود هستند که براي هر  , )a b A B  ،
  داریم:

( , ) ( ( ) ( ), ( )).A BD a b D a b D b   
  

1چون  1( , ) ( , ) 0H A A H B A  بنابراین ،
x A  وجود دارد کهadA xD   0و  اگر .

BTقرار دهیم  D پس ،T  یک اشتقاق رويA
)خواهد بود. آنگاه براي هر  , )a b A B  

  داریم:

( ,0)

( , ) ( , ) (ad ( ),0)
ad ( , ).

T x

x

D a b D a b b
a b

 

  

TDبنابراین  D  و درنتیجه( )T D  این یعنی .
چنین:پوشاست. هم  

  
 
 

  بنابراین
1 1H ( , ) H ( , ).A B A B B B     

 
دو جبر باناخ، Bو Aفرض کنید  :2- 2گزاره 

 ( ) 0B   ،:d A A  و:D A B A B     با

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 1 2 2

2 1 1 2

1 2 1 2

( , ) (( , )) (( , ))( , )
( , )(0, ( )) (0, ( ))( , )
( ( ( )) , ( ))

( ( ( )) , ( ) ).

a b D a b D a b a b
a b d b d b a b
d b a b d b
d b a d b b






 



 
 
 

1

1

1

ker ( , ) : ( ) 0

( , ) : is inner

( , ) : ad ,

( , ).

T

T

T a

T Z B B T D

T Z B B D

T B B D a B

N B B

     

 

   


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 
 
 

1

1

1

1

ker ( , ) Hom ( , ): ( ) 0

( , ) Hom ( , ): is inner

( , ) Hom ( , ): ad ,

( , ).

B T

B T

B T a

T Z AA AA T D

T Z AA AA D

T Z AA AA D a A

N AA

    

 

   









)يضابطه , ) ( ( ),0)D a b d aهاي خطینگاشت 
یک اشتقاق (درونی) است Dپیوسته باشد. آنگاه 

  یکاشتقاق (درونی) باشد. dاگر و تنها اگر 
  شود.اي ساده نتیجه حاصل میبا محاسبه برهان:
دو جبر باناخ، Bو Aفرض کنید : 3-2قضیه 

 ( ) 0B    1و 1( , ) ( , ) 0H B B H B A  آنگاه .
  عنوان فضاهاي برداري داریم:به

1 1
1

Hom ( , )H ( , ) H ( , ) .
( , )
B A AA B A B A A

N A A      

)1براي برهان:  , ) Hom ( , )BT Z A A A A  ،
1Zعضو  ( , )TD A B A B   ي ، با ضابطه

( , ) ( ( ),0)TD a b T a  .کلاس را در نظر بگیرید
1Hدر TDارزي هم ( , )A B A B   را باTD

 دهیم. نگاشت نمایش می
1 1: ( , ) Hom ( , ) H ( , )BZ A A A A A B A B    

  
)1را براي هر  , ) Hom ( , )BT Z A A A A   با

)ي ضابطه ) TT D گیریم. آنگاه بنابر در نظر می
  تعریف و خطی است.خوش، 2-2گزاره 

1Zفرض کنید  ( , )D A B A B    بنابر .
AD:هاي ، اشتقاق1- 2قضیه  A A ،
:BD B B و - اشتقاق: ( )B Z A 

)موجود هستند که براي هر  , )a b A B  ،D
  صورت زیر است:به

( , ) ( ( ) ( ), ( )).A BD a b D a b D b   
  

1چون  1( , ) ( , ) 0H B B H B A  بنابراین ،
x B  دارد که وجودadB xD   0و  اگر .

ATقرار دهیم  D آنگاه چون ،AD  یک اشتقاق
است. Aیک اشتقاق روي  Tاست پس Aروي 

aچنین، براي هر هم A  وb B :داریم 
( ) ( ( ) )

( ( ) )
( ) ( )

( )

A

A

T b a T b a
D b a
b D a

b T a






 



 

 

Error! Bookmark not defined. 
  طور مشابهو به

( ) ( ( ) )
( ( ) ) ( ) ( )

( ) .
A A

T a b T b a
D b a b D a
T a b


 

 
 
 

 

Error! Bookmark not defined. بنابراین
یک Tدهند که ) نتیجه می14,1) و (13,1(

دومدولی است. یعنی - Bهمریختی 
Hom ( , )BT A A آنگاه براي هر .( , )a b A B  

 داریم:

(0, )

( , ) ( , ) (0,ad ( ))
ad ( , ).

T x

x

D a b D a b b
a b

 


Error! Bookmark not defined. 
  

TDبنابراین  D نتیجه  و در( )T D  این .
  چنین:پوشاست. همیعنی 

  
 
 

Error! Bookmark not defined.  
  

  بنابراین 

  
  

  
  دست نتیجه زیر را به 3-2و  2-2هاي قضیه

  دهند:می
  

  دو جبر باناخ، Bو Aفرض کنید  :2- 2نتیجه 
  

 ( ) 0B   1و 1 1( , ) ( , ) ( , ) 0H AA H BB H B A   .
)1اگر براي هر  , )d Z B B ،kerdR  آنگاه ،  

1H ( , ) 0.A B A B     
  

  داریم: 2-2و  1- 2هاي بنابر نتیجه

1
1

1

1
1

( , ) Hom ( , )H ( , )
( , )

Hom ( , )H ( , ) .
( , )

B

B

Z A A A AA B A B
N A A

A AA A
N A A

   






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یک جبر باناخ، Aفرض کنید  :3- 2نتیجه 
 ( ) 0A    1و( , ) 0H A A  اگر براي .

)1هر  , )d Z A A ،kerdR  آنگاه ،  
1H ( , ) 0.A A A A     

طور موضعی  گروه به Gفرض کنید  :1-2مثال 
طور موضعی  گروه به Hفشرده گسسته (آبلی)،

10 لخواهی باشد و فرض کنیدد فشرده ( ( ))L H   .  
1آنگاه  1 1 1

0( ) ( ) ( ) ( )LG L H LG L H   داریم [11]بنابر  و  
1 1 1 1 1 1

0H ( ( ), ( )) H ( ( ), ( )) 0L G L G L H L G   
  

 ، داریم 2-2بنابراین بنابر قضیه 
  

0Aجبر باناخ : 2- 2مثال B c  را با ضرب
از  2,8,63ه نقطه در نظر بگیرید. بنابرقضیبهنقطه
1داریم  [10]

0 0H ( , ) 0c c  بنابراین براي هر .
0( )c   1داریم

0 0H ( , ) 0c c  بنابراین بنابر .
  داریم 3-2قضیه 

1
0 0 0 0H ( , ) 0c c c c     

  
 طور موضعی گروه بهGفرض کنید  :3- 2مثال 
)1باشد. اگر قرار دهیم  فشرده )B L G  و
( )A M G داریم  [11]، آنگاه بنابر 

1 1 1 1H ( ( ), ( )) H ( ( ), ( )) 0L G L G M G M G    
  

داریم  [9]از  3,8و بنابر قضیه 
1 1H ( ( ), ( )) 0M G L G همراه ها با هم و به. این

دهند که براي هر نتیجه می 3-3قضیه 
1( ( ))L G ،  

1 1 1H ( ( ) ( ), ( ) ( )) 0.L G M G L G M G     
  

گروه فشرده آبلی باشد  Gفرض کنید  :4-3مثال 
1و  p   آنگاه .( )pL G  یک جبرباناخ

آل ساده با ضرب پیچشی است که ایدهجابجایی نیم

)1دوطرفه بسته از  )L G  نیز است. بنابراین بنابر
)1داریم ، [12] ( ), ( )) 0p pH L G L G چون .

1 1 1H ( ( ), ( )) 0L G L G   و بنابر  )[13](بنابر
1داریم  [14]از  1,3قضیه  1H ( ( ), ( )) 0pL G L G  ،

)1پس براي هر  ( ))L G  نتیجه  3- 3، قضیه
  دهد کهمی

1 1 1H ( ( ) ( ), ( ) ( )) 0.p pL G L G L G L G     
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