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  چکیده

گویند. در مترهاي فینسلري باید شرایط هموار  ي فینسلري می باشد خمینهاي که مجهز به متر فینسلر  به خمینه

اي از مترهاي فینسلري وجود دارند که انجام محاسبات در آنها  بودن، همگنی مثبت و تحدب قوي برقرار باشد. رده

)آسانتر است، که آنها را مترهاي , )  یس مترهاي نامند. در این مقاله تبدیل همد می( , )  یافته را  تعمیم

)فرمی بسته و همدیس است. این نوع مترها تعمیمی از مترهاي-1یک  کنیم که در آن  بررسی می , )   و

همچنین تعمیمی از مترهاي فینسلر متقارن کروي هستند. مترهاي فینسلري که تانسور خمیدگی داگلاس آن 

پردازیم. سپس  به طور همدیس مرتبط می-2bشوند. ابتدا به تعریف مترهاي صفر باشد، متر داگلاس نامیده می

آوریم.  روض تحت این تبدیل همدیس پایا بماند، را بدست میشرایط لازم و کافی براي اینکه یک متر داگلاس مف

شرط لازم با آن،  Fبه طور همدیس مرتبط -2bمتر فینسلر داگلاس باشد و براي متر Fکنیم یعنی فرض می

 داگلاس باشد.  Fکنیم که وکافی را پیدا می

  

),(هندسه فینسلر، مترهاي هاي کلیدي: واژه  یافته، به طور همدیس مرتبط، خمیدگی داگلاس تعمیم.  
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  مقدمه - 1

هاي پایا تحت هر تغییري، یکی از  یافتن کمیت

مسائل جالب در هندسه است. مطالعه هندسه 

همدیس قدمتی طولانی دارد. از ابتدا هندسه 

هاي فیزیکی برعهده  همدیس نقش مهمی در نظریه

داشت. هندسه همدیس مترهاي ریمانی توسط افراد 

گرفته است و نتایج  قراربسیاري مورد مطالعه 

موضعی بسیار مهمی در هندسه  سرتاسري و

همدیس ریمانی وجود دارد که ما را به درك بهتري 

رساند. اما به طور کلی  هاي ریمانی می از خمینه

هاي همدیس یک متر فینسلر به توجه  ویژگی

 بیشتري نیازمند است.

) 1یک خمینه فینسلري , )M F خمینهC  ،

M  مجهز به متر فینسلر: [0, )F TM   

  است که در شرایط زیر صدق کند:

)هموار بودن:   -1 , )F x y  روي

0 : \{0}TM TM ي  از ردهC  .باشد 

  

0همگنی مثبت: براي هر   -2 ، 

( , ) ( , )F x y F x y    

 
تحدب قوي (منظم بودن): تانسور بنیادي   -3

( ( , ))ijg x y  در هر( , ) \{0}x y TM 

 مثبت معین باشد که در آن

21
( , ) : [ ] ( , ).

2
i jij y y

g x y F x y
 

 
توان مترهاي غیرریمانی بسیاري در با این تعریف می

Fهندسه فینسلر ساخت. متر راندرز     

ترین نوع متر فینسلر غیر ریمانی است که در ساده

)آن , ) : ( ) i j
ijx y a x y y   متر ریمانی و

: i
ib y   فرمی است. مترهاي - 1یک),(  

 به عنوان تعمیمی از مترهاي راندرز به شکل

                                                 
1 Finsler manifold 

( )F s ,     :s



   

  

- 1یک  همان متر ریمانی،  تعریف شدند که 

Cتابع مثبت  فرمی و   اي ازs .است 

),(تر از این نوع مترها، مترهايیک رده کلی  

] 1است که در ابتدا توسط یو و ژو در [ 2یافته تعمیم

  معرفی شدند. این متر فینسلر به صورت

2( , )F b s ,    :s



  

  

 شود. تعریف می

),(این مقاله، روي نوعی از مترهايدر   

- 1یک  کنیم که در آن  یافته تمرکز می تعمیم

  فرمی بسته و  همدیس باشد، یعنی 

)1( ijji axcb )(=|  

  

=)(0که  xcc  تابعی عددي رويM  است وjib | 

است. توجه کنید  نسبت به  مشتق همورد 

به ترتیب براي نشان دادن  2و  1هاي  که از اندیس

  استفاده خواهیم کرد.  sو  2bمشتق نسبت به 

هاي غیر ریمانی زیادي در هندسه فینسلر  کمیت

ها در هندسه  وجود دارند، بدین معنی که این کمیت

شوند. از جمله آنها تانسور خمیدگی  ریمانی صفر می

 Mاست. یک متر فینسلري روي خمینه  3داگلاس

گویند هرگاه خمیدگی داگلاس  را متر داگلاس می

  آن متر صفر شود.

تاکنون مطالعات زیادي در این زمینه شده است که 

توان بخشی ] می7] و [6به عنوان نمونه در منابع [

  از آن را یافت.

زاده و همکارانش به بررسی متر  ] صادق2در [

  فینسلر متقارن کروي 

                                                 
2 general ( , )  -metrics 
3 Douglas curvature tensor 
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,
( , ) | | | |,

| |

x y
F x y y x

y

  

  
 

 

  

به طور - rپرداختند. در آن مقاله ابتدا مفهوم

 FوFهمدیس مرتبط بودن دو متر متقارن کروي

:را تعریف نمودند که  | |r x و سپس شرط لازم ،

را در صورت   Fو کافی براي داگلاس بودن متر 

  بدست آوردند.  Fداگلاس بودن متر 

از آنجاییکه متر فینسلر متقارن کروي یک متر 

),(خاصی از متر   یافته است، در این  تعمیم

] تعمیم داده شود. بدین 2مقاله سعی شده تا نتایج [

صورت قضیه اصلی و هدف این مقاله به صورت زیر 

  شود: ارائه می

  

  قضیه - 1- 1

=),(فرض کنیم  2 sbF   و

),(= 2 sbF  ،/:=s دو متر ،),(  

به طور همدیس مرتبط روي -2bو  یافته تعمیم

)(باشند به طوریکه  Mبعدي -nي  خمینه 2bc 

صدق  )1(در  عامل همدیسی است. فرض کنیم 

یک  Fیک متر داگلاس باشد آنگاه  Fکند. اگر

متر داگلاس است اگر و تنها اگر یکی از شرایط زیر 

  برقرار باشد:

  این تبدیل همدیس، تجانس باشد. )1

0rبراي   )2 : 

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

( )
( , ) = ( )

( )

r
b s

r p b s
b s s h b ds

d b s b s


 
 

  
  
 
 



 

  که در آن

2 22 2( 2 ) ( 2 )
2=

fb g db fb g db

p e rfe db
   

 
 
 

 
  

  و

2 2( 2 )

0 = .
fb g dbr

d c e


 
 

0r)  براي 3 :  

2

2 22 2 2 2

1 1
= ( ) exp

( )( )
s h b ds

p b sd b s b s


  
      


  

 که در آن
2 2( 2 ) ,p fb g db    

2= exp .
f

d db
p

  
  
  
  

  

)2در روابط بالا  )h b پذیر،  تابع حقیقی دیفرانسیل
2( )f b   2و( )g b 0پذیر،  توابع دیفرانسیلc 

  .هستند غیرصفر  ثابت

 

  تعاریف اولیه -2

 Mیک متر فینسلر روي خمینه  Fفرض کنیم 

),(را متر  Fباشد.   نامند  یافته می تعمیم

  هرگاه بتوان آن را به صورت

)2( ),(= 2 sbF  , /:=s  

  

یک متر ریمانی و  نوشت که در آن 

: ( ) i
ib x y   فرمی است به طوریکه -1یک

xبراي هر  M ] 1داریم:[  
2

0: || || .b b    

  

=2تابع  ( , )b s   یک تابعC   مثبت است و

3nبراي    در شرایط  
2 2

2 22( ) 0s b s          

2 0,s    

2nو براي   در شرط  



 210                             1401 ديو  آذر، سی و نهم، شماره هشتمهاي نوین در ریاضی/ سال / پژوهشو همکاران قربان قاسمی
 

 

 

2 2
2 22( ) 0s b s        

  

اعداد دلخواه هستند و  bو  sکند که  صدق می

00 b    0وجود دارد که| |s b b   .

 علاوه بر این

  

 
 
)3( 

0ij ij i jg a b b    

         1( )j ii jy y
b b     

          1 i jy y
s   

  

 
 
)4( 

1ij ij i jg a b b


   

              1
0 ( )i j j ib y b y     

              2
1

i jy y    

  

 که در روابط بالا

 
)5( 

 2: ( ),s      0 22 2 2:       

    1 2 2 22: ( )s s         

)6( 22
2 2

2 22

: ,
( )s b s




  
 

  
  

)7( 2 2 22
0 2 2

2 22

( )
: ,

( ( ) )

s s

s b s

   


   

 
 

  
  

)8( 

2 2

2 2 2 22

1 2 2 2

2 22

( ( ) )(( ) )
:

( ( ) )
.

s b s s s

s b s

     


   

   


  

  
)براي یک متر فینسلر  , )F F x yژئودزي ،F 

  در معادله دیفرانسیل 

)9( 
2

2
2 , 0

i
id x dx

G x
dt dt

 
  

 
  

  

)کند که  صدق می , )i iG G x y  را ضرایب

 نامند و به صورت می 1افشانه

 2 21
[ ] [ ]

4
m l l

i il m

x y x
G g F y F    

  

                                                 
1 Spray coefficient 

  شود.  تعریف می

دو متر فینسلر روي  Fو  Fفرض کنیم  تعریف

باشند. اگر زاویه بین دو بردار  Mبعدي- nخمینه

,دلخواه \{0}xy v T M  ،x M،  را با

( , )y v برايF  و با( , )y v برايF  نشان

گویند و تبدیل  همدیس می Fرا به Fدهیم، آنگاه

F F 3نامند [ را تبدیل همدیس می.[ 

- nخمینهدو متر فینسلر روي  Fو Fفرض کنیم

همدیس است اگر  Fبه Fباشند. آنگاه Mبعدي

)و تنها اگر یک تابع عددي )x  وجود داشته باشد

  به طوریکه

)10(    ( ),  ,xF x y e F x y . 

  

)تابع عددي )xگویند. می 2را عامل همدیسی  

نامند  به طور متجانس مرتبط می Fو Fبه ویژه

  عددي ثابت باشد. هرگاه عامل همدیس

  فرض کنیم

.
1

1
:=

3



















 i

m

m
i

lkj

i
jkl y

y

G

n
G

yyy
D  

  

  توان بررسی نمود که به آسانی می

lk

i

ji
jkl dxdx

x
dxDD 




 :=  

  

را  Dاست. 0TMتعریف روي  تانسوري خوش

نامند و متر فینسلري که تانسور  تانسور داگلاس می

  ].5گویند [ داگلاس آن صفر شود را متر داگلاس می

  

  تعریف - 2-1

)دو متر , )  یافته تعمیم
2= ( , )F b s  و

2= ( , )F b s  خمینهرويn -بعديM 2راb -

نامند هرگاه یک تابع  به طور همدیس مرتبط می

                                                 
2 Conformal factor 
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)2پذیر عددي مانند  دیفرانسیل )b  برحسب
2b  وجود داشته باشد به طوریکه

22 ( ) 2( , ) ( , )bb s e b s به ویژه اگر . ثابت

به طور همدیس مرتبط -F ،2bوFباشد، آنگاه

  هستند.

  

3 - 
2b -همدیس مترهاي داگلاس  تبدیل  

  آید: با یک محاسبه مستقیم نتیجه زیر بدست می

  

  ]1لم [ - 1- 3

=2فرض کنیم  ( , / )F b    یک متر

),(  یافته غیر ریمانی روي خمینه  تعمیمn-

در  کنیم  باشد. همچنین فرض می Mبعدي 

به  iGصدق کند. آنگاه ضرایب افشانه  )1(معادله 

iGضرایب افشانه متر ریمانی  شود و  مربوط می

  داریم:

)11( 2:=i i i iG G c Ey c Hb     

  

  که در آن 

)12( 





 2
22

12 )(

2

2
:=

sbs
H

s
E




  

)13( 22 1 12
2 2

2 22

2( )
:= .

2( ( ) )

s
H

s b s

  

  

 

  
 

  

  ]4قضیه [ - 2- 3

=2فرض کنیم  ( , / )F b    یک متر

( , )  یافته غیر ریمانی روي خمینه  تعمیمn -

در  کنیم  باشد. همچنین فرض می Mبعدي 

متر داگلاس است اگر و  Fصدق کند. آنگاه  )1(

  PDEتنها اگر 

)14( 2 22 0H sH  . 

  

  برقرار باشد.

  لم -3- 3

)فرض کنیم مترهاي , )  یافته  تعمیم
2= ( , )F b s  2و= ( , )F b s  خمینهرويn

به طور همدیس مرتبط باشند. -M ،2bبعدي-

  آنگاه

)15( 2'( )H H b A   

  

 که در آن

)16( 2

2 2
2 22

:
( )

s
A

s b s

 

  




  
 

  

)براي دو متر اثبات.  , )  یافته تعمیم

2= ( , )F b s  2و= ( , )F b s  باe  

 توان نتیجه گرفت: به آسانی می

1 1( ' )e       

22 =  e   

)(= 12212   e  

.= 2222  e  

  

 با جاگذاري این روابط خواهیم داشت:

,
))(2(

)2(
=

22
22

2

12122





sbs

s
H




 

     22 1 12
2 2

2 22

2( )
=

2[ ( ) ]

s

s b s

  

  

 

  
 

         2
2 2

2 22( )

s

s b s

 

  



  

  

  

 در نتیجه

' .H H A     

  

 نتیجه - 4- 3

)دو متر FوFفرض کنیم , )  2یافته تعمیمb -

بعدي- nبه طور همدیس مرتبط روي یک خمینه
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M  باشند. آنگاهFوF ،2b - به طور متجانس

Hمرتبط هستند اگر و تنها اگر  H.  

، داریم: 1- 3با توجه به لم  اثبات.

'H H A 2دانیم که  . می= ( , )F b s

براي  متر فینسلر است اگر و تنها اگر تابع  مثبت 

3n   در شرایط  
2 2

2 22( ) 0s b s          

2 0,s    

  

2nو براي   در شرط  
2 2

2 22( ) 0s b s        

  

 صدق کند. بنابراین

2
2 2

2 22

: 0
( )

s
A

s b s

 

  


 
  

. 

  

0Hاز اینرو  H   اگر و تنها اگر' 0  .

  ثابت است. یعنی 

  

  0 اثبات قضیه  - 4

)فرض کنیم مترهاي , )  یافته تعمیم
2= ( , )F b s  2و= ( , )F b s  خمینهرويn

به طور همدیس مرتبط باشند. -M ،2bبعدي-

  ، داریم:0 آنگاه با توجه به لم 

'H H A   
  پس

).()(= 222222222 AsAHsHHHs    
 

F  0 از نوع داگلاس است لذا بنابر لم،  

).(= 222222 AsAHsH    

  

=0متر داگلاس است اگر و تنها اگر  Fپس   

222=0یا  AsA .  

=0اگر   2، آنگاهb - تبدیل همدیس یک

  تجانس است.

222=0، آنگاه 0اگر AsA  :و داریم  

)17( )(
2

)(= 2
2

2 bq
s

bpA   

  

)(که  2bp  و)( 2bq  توابع حقیقی

  است. 2bپذیر دلخواه برحسب دیفرانسیل

  

I: 02qpb2حالت  .  

  دهیم: و قرار می 0pفرض کنیم 

)(:= 2
22  ssb  . 

  در اینصورت

2 2

1 2 1 12
2 2

1
= ( ) ( )

2
s b s s

b s
       



2 2
2 2 222 2

= [ ( ) ]
s

s b s
b s

  


   


 

  

  داریم: )16(و  )13(با استفاده از روابط 

)18( 
)2(

1
=

22
2

1
22 sbsb

s
H









 

)19( 2 2
2

=
( )

s
A

b s




 
 

  

  داریم: )19(در  )17(با جاگذاري رابطه 

)20( 2

2 2 2

2
=

( )( 2 )

s

b s ps q




  
 

  

کنیم.  استفاده می 1محاسبات از نرم افزار میپلبراي 

  )20(با حل معادله دیفرانسیل 

)21( 

2 2

2

2 2

1
( ) = exp ln

2 2

b s
d b

pb q ps q




 

 
 
 

 

                                                 
1 Maple 
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)2که  )d b 2پذیري از  تابع مثبت دیفرانسیل
b 

  است. لذا
2 2

2 2

2 2 2 2

1
exp ln

2 2
=

( )

b s

pb q ps q
s

d b b s
 

 
 

  


 

  

  نتیجه در
2 2

2 2

2 2 2 2

1
exp ln

2 2
=

( )s

b s

pb q ps q

s d b s b s



 
 

     
  

 

  

  از اینرو

)22( 

2 2

2 2
2 2

2 2 2 2

1
exp ln

2 2
( , )= ( )

( )

b s

pb q ps q
b s s h b ds

d b s b s


  
  

   
 
 
 



 

22<0توجه کنید که  sb   0وs .  

2دهیم:  اکنون قرار می

2

1
( ) :=

2
B b

pb q
 ،

  پس

)23( 













qps

sb
bBbd

2
ln)(exp=)(

2

22
22  

  

خواهیم  2bنسبت به  )23(با مشتقگیري از رابطه 

  داشت:

  

 
)24( 

2 2
1

2
= ln

2

b s
B

ps q

 


 
 

2

2 2 2

1 2

2

p s q d
B

b s ps q d

   
   

  
  

  

نتیجه  )18() در 24و ( )20(با جاگذاري روابط 

  گیریم: می

  

 
 

2 2
2

2
= ( 2 ) ln

2 2

B b s
H ps q

ps q

 
 


     

 
 
)25( 

    

 
2

2 2

1
( 2 )

2 2

B
p s q

b s
   


  

  

  با یک محاسبات مستقیم داریم:

)2()(

)22(
=

2222

322

222
qpssb

sBqpb
sHH




  

  

222=0در  Hدانیم  می sHH  کند،  صدق می

وجود  r. بنابراین یک ثابت غیرصفر B=0پس 

  دارد به طوریکه 
2 2 =pb q r  

  

  ) داریم:22) و (25، ()21(با استفاده از روابط 

  

  

  

)26( 

2 2

2 2

1 1
= exp ln

( ) 2

b s

d b r ps q

 
  

 
 

     
2 2

2 2

1
=

( ) 2
r
b s

d b ps q




  

  

 
)27( 

2

2 2

( 2 ) 1
=

2 ( )

ps q d
H

d r b s

 
 

 
 

 
2

2 2

2 1

2 2 ( )

p s q

r b s

 
 


  

  

  و در نتیجه 

  

 
 
)28( 





































 ds

sbsbd

qps

sb

qpb
bhssb

2222

2

22

2
22

)(

2
ln

2

1
exp

)(=),(  



























  ds
sbsbd

sbpr

sb

bhs

r

2222

22

22

2

)(

)(
)(=  

  

  داگلاس است، لذا توابع هموار Fدانیم  از طرفی می
  

)( 2bf  و)( 2bg وجود دارند به طوریکه  

2

2 2

( 2 )

2

ps q d B

d b s

  
  

 
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)29( )(
2

)(
= 22

2

bgs
bf

H   

  

  )25که با توجه به (

)30( 2 2= ( ) 2 .
d p d p

H s p q b
d r d r

   
    

  

  در نتیجه

)31( 
r

p

d

d
pf





=  

)32( 2

2
= b

r

p

d

d
qg





 

  پس

)33( 2 2 =
d

fb g r
d


  

  

  با حل این معادله دیفرانسیل معمولی داریم:

)34( 
2 2( 2 )

0 =
fb g dbr

d c e
  

  

یک ثابت غیرصفر است. سپس با استفاده از  0cکه 

  معادله دیفرانسیل معمولی  )32(و  )31(
2( 2 ) = 0p p fb g rf     

  

  آید که با حل آن خواهیم داشت: بدست می

)35( 
2 22 2( 2 ) ( 2 )

2=
fb g db fb g db

p e rfe db
   

 
 
 

 
  

  

) حکم ثابت 28در ( )35(و  )34(با جاگذاري روابط 

. لذا p=0اکنون فرض کنیم شود. می

)(= 2bqA به )20(. رابطه  

)(
=

22
2

sbq

s







 

  

، 0nو <0و  2>0یابد. البته  تقلیل می

  . با حل این معادله دیفرانسیل داریم:q<0پس









 )(ln

2

1
exp

)(

1
= 22

2
sb

qbd
 

  و بنابراین

)36( 
2 2

2

2 2 2 2

exp( ln( )
= ( )

( )

B b s
s h b ds

d b s b s


 
 

  
  

  

که در آن 
q

bB
2

1
:=)(   . در نتیجه2

)37( 
d

d

sb

B
sbB










22

221 )(ln=  

  از اینرو

)38( 
d

d
qsbqBH


 )(ln= 22  

  

  داریم: )14(داگلاس است و با توجه به  Fاما 

0=
)(

4=
222

3

222
sb

s
BqsHH


  

  

. از B=0. بنابراین 0qلذا  0Aدانیم  می

  اینرو

2

1
:=   = = 0  = 0 

2 2

q
B B q

q q


    

  

چنان  0در اینصورت عدد حقیقی ثابت مثبت 

0qوجود دارد که   آنگاه .
02

1
=


B در .

  نتیجه

)39( 







 )(ln

2

1
exp

)(

1
= 22

0
2

sb
bd 

 

)40( 

















  ds

sbsbd

sb
bhs

2222

02 22
2

)(
)(=



  

)41( 
d

d
H


0=   

  

و  f=0و مقایسه آنها،  )41(و  )29(طبق روابط 

d

d
g


0=  آیند. آنگاه با حل معادله اخیر بدست می  
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)42( 
22 20

0

1
 =

gdb

d e



  

  

ثابتی مثبت است.  0آوریم که  را بدست می

  بنابراین

)43( 
2 2

2 0
2 0 22 2 2 2

= ( )
gdb

b s
s h b ds

s b s
e






 
 

 
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 




 

  است. )28(که حالت خاصی از 

  

II :0=2qpb2حالت    

  در این حالت

)(
2

=
22

=  
2

= 22
222

sb
pb

p
s

pA
pb

q 

  لذا

)44( 222
2

)(

2
=

sbp

s



  

)45( 











)(

1
exp=)(

22

2

sbp
bd  

  

  اینصورتدر 

)46( 
2

2 22 2 2 2

1 1
= ( ) exp

( )( )
s h b ds

p b sd b s b s


  
      


 

3n ،2ملاحظه کنید که براي  < 0



،  پس 

0<pبه طور مشابه .  

)47( 
d

d

sbpsbp

p 













22222

1

)(

1

)(
=  

  

  در نتیجه
2

21
=

2 2
f g

s d d
H p p pb

d d

        
    

 

  که 

2

=

1
=

2

d
f p

d

d
g p pb

d



       

 

  

  با حل دستگاه معادلات فوق داریم:
2 2= ( 2 )p fb g db   

  و

2= exp .
f

d db
p

  
  
  
  

  

  رسد. به اثبات می 0 در این صورت قضیه 

  

  مثال -5

کنیم ، فرض می0 در قضیه 
2 2( ) ( ) 0f b g b  از اینرو .  

0 2,p p   2,r   

 1/ 2,d  2

2

1
( )

1
h b

b



 

  

 توان میکنیم. در اینصورت  را انتخاب می

2 2
2

2

1
( , )

1

s b s
b s

b


  



 

  

 نامند.  می 1را بدست آورد که متر حاصل را متر فانک

)2اگر  ) 0h b  باشد، در اینصورت  

2 2
2

2

1
( , )

1

b s
b s

b


 



  

  

 2آید که متر حاصل را متر کلاین بدست می

    گویند. می

                                                 
1 Funck metric 
2 Klein metric 
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