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ف و مورد توجه قرار  يتعر شربرت دانان از جمله ياضير يستم توسط برخين بار در دهه شصت قرن بيتس اوليپشيتوابع ل يجبرها
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,𝑿)د يكن فرض 𝒅) ير ته يك فشرده غيمتر يك فضاي ، (𝑩, ‖.  𝔽دان اسكالر يم يكدار روي ييباناخ جابجا  يضاك في (‖

(ℂ يا ℝ 𝟎و  (= < 𝜶 ≤  تسيپشيل-𝜶 مقدار)-𝑩مقدار (-يبردار يباناخ عملگرها ي، ما ابتدا جبرها ن مقالهيدر ا باشد. 𝟏
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,𝑳𝒊𝒑𝜶(𝑿 ير صفر رويوسته غيپ ياك اشتقاق نقطهي، 𝑿زوله  ير ايدر هر نقطه غ ، وصفرند 𝑩) وجود دارد.  
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توسط افراد  يمقالات متعددباناخ  يجبرها خصوصدر 
 ي توان به موارديآنها م از جملهاند كه ارائه شده يمختلف
نوع   يژگيو يما برخن مقاله، يدر ا. اشاره نمود ]١-٤[مثل 
تس، را يپشيل  يعملگرها  يباناخ، جبرها  ياز جبرها  يخاص

  م.يدهيمورد مطالعه قرار م
,𝑋)د يفرض كن 𝑑) ي ر ته يك فشرده غيمتر يك فضاي ،  

(𝐵, ‖. دان يم يرو كداري ييجابجا باناخ يك فضاي (‖
ℂ يا 𝔽 (ℝ ( راسكال 0و ، = < 𝛼 ≤   يفضا باشد. 1

تس يپشيل-αمقدار) -𝐵(  مقدار-يبردار يباناخ عملگرها
ف  يتعر  زوو  انگژ، ائوتوسط ك يامقاله در ٢٠٠٦در سال 

 ن فضاها مورد مطالعه قرار گرفتنديخواص ا يو برخ شدند
]٥[ .  

,𝐶(𝑋د يض كنفر 𝐵) وسته  يپ يمجموعه تمام عملگرها
𝐵–يمقدار رو 𝑋 هر  يباشد. برا𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋, 𝐵) ،  

𝑥 ∈ 𝑋 و  𝛽 ∈ 𝔽 د:يف كنيتعر  
(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) +  𝑔(𝑥) ,  
(𝛽 𝑓)(𝑥) =  𝛽 𝑓(𝑥) ,    
 ‖𝑓‖௑ =  max

௫∈௑
  ‖𝑓(𝑥)‖.          

 
,𝐶(𝑋)نصورت يدر ا 𝐵) , ‖. ‖௑ )   با ضرب نقطه وار

  كه   ي زمان است. 𝔽 اسكالردان يم ي رو باناخ ك جبري
𝐵 = 𝔽 ،يجابه باشد C(X, B) م يسينويم𝐶(𝑋). 
,𝐶௕(𝑋د  يفرض كن 𝐵)  وسته  يپ  يتمام عملگرها  مجموعه

𝐵–يرو مقدار كراندار 𝑋 .عملگر   باشد𝑓 ∈ 𝐶௕(𝑋, 𝐵) 
شود يده مينام  𝑋  يرو  مقدار-𝐵 تسيپشيل-αعملگر    كي

چنان موجود باشد كه شرط    𝑀د  مانن  ك ثابت مثبتيهرگاه  
  ر برقرار گردد: يز

‖௙(௫)ି ௙(௬)‖

ௗഀ (௫,௬)
 ≤ 𝑀   ;   (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , 𝑥 ≠ 𝑦),  

 
,𝑑ఈ(𝑥كه در آن   𝑦) = (𝑑(𝑥, 𝑦))ఈ.  

  نشان  𝑝ఈ(𝑓) را با نماد ييها𝑀ن ين مقدار چنيكوچكتر
   𝑓مقدار -𝐵 عملگر تسيپشيل–𝛼ثابت داده و آن را 

  نامند. در واقع: يم
𝑝஑(𝑓) ≔ inf{𝑀 > 0 ∶   ‖𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑦)‖  ≤ 𝑀 𝑑ఈ(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋}  

=  sup
௫ஷ௬

‖௙(௫)ି ௙(௬)‖   

ௗഀ (௫,௬)
;   

,𝑥)كه در آن  𝑦 ∈ 𝑋) .0هر  ياكنون برا < 𝛼 ≤ 1 
  د:يكن فيتعر

Lip஑(𝑋, 𝐵) ≔ {𝑓 ∈ 𝐶௕(𝑋, 𝐵) ∶  𝑝ఈ(𝑓) < ∞} ,  
lip஑(𝑋, 𝐵) ≔ ൜𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝ఈ(𝑋, 𝐵) ∶

lim
ௗ(௫,௬)→଴

‖௙(௫)ି ௙(௬)‖

ௗഀ(௫,௬)
= 0  ;   𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 , 𝑥 ≠ 𝑦ൠ.  

 
,Lip஑(X يضااع B) و lip஑(X, B) ب  يترتبه

ده  يبزرگ و كوچك نام تسيپشيل-α مقدار-B يعملگرها
  شوند. يم

𝑓هر   يبرا ∈ Lip஑(𝑋, 𝐵) د:يكن فيتعر   
‖𝑓‖ఈ ≔ ‖𝑓‖௑ +  𝑝ఈ(𝑓)   

  
,Lip஑(𝑋)ثابت كردند كه  زو  و    ژانگ،  كائو 𝐵), ‖. ‖ఈ)  

,lip஑(𝑋 ، و𝔽دان اسكالر يم يباناخ رو يفضا كي 𝐵)  
,Lip஑(𝑋)  يخط  ير فضايزك  ي 𝐵), ‖. ‖ఈ)  ٥[  است[ .  

,Lip஑(𝑋 است كه  يه يبد 𝐵) ي خط ير فضايك زيز ين 
𝐶௕(𝑋, 𝐵)   .است  

  ، ]٨[ و همكاران  يمحمديعل ،]٧[ ي شكر ،]٦[ ت شربر
از خواص   يبرخ ،... و  ،] ١٠[ ، كامورا]٩[ و همكاران  يريام

  ي در بعض  و مورد مطالعه قرار دادندتس را يپشيل يجبرها
ن  ياز ا ي عضب .م دادندين جبرها را تعميموارد خواص ا

  آمده است.  ]١١و١٢[ در خواص
 يجبرها  يرو  وستهيپ  يانقطه  يهان مقاله، ما اشتقاقيدر ا

ف نموده و  يتعرتس را يپشيل-𝛼 مقدار-𝐵 يباناخ عملگرها
   م.يدهيمورد مطالعه قرار مرا ها آنخواص  يبرخ

 
 

,𝑋)د ين مقاله فرض كنيدر سراسر ا 𝑑) يك فضاي 
,𝐵)، ير ته يك فشرده غيمتر ‖. باناخ  يك فضاي (‖

ℝ يا 𝔽 (ℂ دان اسكالر يم يكدار روي ييجابجا =)  ،  
𝛼 ∈   باشد. 𝐴 باناخ ياول فضادوگان  ∗𝐴و ، [0,1)

 )يضرب  يها(تابعك  يهايختيرتمام هممجموعه  ،  𝐵  فيط
  م.يدهينشان م 𝜎(𝐵) را با نماد، 𝐵  ير صفر رويغ

𝑎د يفرض كن  ∈ 𝑋 و ،𝛬 ∈ 𝜎(𝐵) ك ي
  (اگر  اشد ب )fixو ثابت ( دلخواهر صفر يغ يختيرهم

𝐵 = 𝔽 ،باشد 𝛬 ك تابعك ي  د.).يريبگ يرا نگاشت همان



 

  ٤١                                                                         تسيپشيل-α مقدار-يبردار يباناخ عملگرها يجبرها يوسته رويپ يا نقطه يهااشتقاق
 

   

,Lip஑(X يرو dكراندار  يخط B) ي ااشتقاق نقطه كي 
  هر   يشود هرگاه برايده مينام 𝑎در 

𝑓, 𝑔 ∈ Lip஑(𝑋, 𝐵) م: يداشته باش  
𝑑(𝑓𝑔) = (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑑(𝑔) +
(Ʌ 𝑜 𝑔)(𝑎) 𝑑(𝑓).  

𝑎د يفرض كن  ∈ 𝑋، و 𝛬 ∈ 𝜎(𝐵) ك ي
  د: ي. قرار ده) باشد fixر صفر دلخواه و ثابت (يغ يختيرهم

𝐼({𝑎}) ≔ {𝑓 ∈ lipఈ(𝑋, 𝐵)  ∶
  (𝛬 𝑜 𝑓)(𝑎) = 0}.  
 

,lip஑(𝑋ال بسته در دهيك اي 𝐼({𝑎})نصورت يدر ا 𝐵) 
  است. 

𝑓د يفرض كن  ∈ 𝐼({𝑎}) و 𝑔 ∈

lip஑(𝑋, 𝐵) نصورت: يدلخواه باشند در ا  
(𝛬 𝑜 (𝑓𝑔))(𝑎) =
(𝛬 𝑜 𝑓)(𝑎) (𝛬 𝑜 𝑔)(𝑎)    = 0 ,  
(𝛬 𝑜 (𝑔𝑓))(𝑎) =
(𝛬 𝑜 𝑔)(𝑎) (𝛬 𝑜 𝑓)(𝑎) = 0 .  
 

,𝑓𝑔لذا   𝑔𝑓 ∈ 𝐼({𝑎})  ي عنين  يو ا  𝐼({𝑎})  آل دهيك اي
lip஑(𝑋, 𝐵)   .است  
{𝑓௡}د يحال فرض كن ⊂ 𝐼({𝑎}) ك دنباله دلخواه ي

𝑓௡باشد و  → 𝑓 در lipఈ(𝑋, 𝐵) با ||. ||ఈ. ن ي در ا  
𝑓௡(𝑎)صورت  → 𝑓(𝑎)  در𝐵  با||. لذا   .||

(𝛬 𝑜 𝑓௡)(𝑎) → (𝛬 𝑜 𝑓)(𝑎)  در𝔽  چون  .|.|با
𝑛 هر  يبرا ∈ ℕ ميدار (𝛬 𝑜 𝑓௡)(𝑎) =   ، پس 0

(𝛬 𝑜 𝑓)(𝑎) = 𝑓 يعنين يا. 0 ∈ 𝐼({𝑎}). ن  يبنابرا
𝐼({𝑎}) ده ال بسته است.يك اي    

 
𝑥଴ديفرض كن ∈ 𝑋 ن ثابت يدلخواه و بعد از ا 

)fix(  .د ين فرض كنيهمچنباشد𝒆  اخ  ر بانكه جبيعنصر
𝐵   .نگاشت  باشد𝑓଴ يرا رو  𝑋 ديف كنيتعر نيچن:  

𝑓଴(𝑥) ≔ 𝑑ఈ(𝑥, 𝑥଴) 𝒆   ;    𝑥 ∈ 𝑋.  
 

𝑓଴صورت نيدر ا ∈ Lipఈ(𝑋, 𝐵).  
𝑥هر    يبرا  به وضوح   ∈ 𝑋،  𝑓଴(𝑥) ∈ 𝐵    .است
  م كه يست نشان دهيل برهان، كافيتكم ي پس برا

𝑝ఈ(𝑓଴) <   م: ين منظور داريا يبرا .∞

𝑝ఈ(𝑓଴) = sup
௫ஷ௬

‖௙బ(௫)ି ௙బ(௬)‖

ௗഀ(௫,௬)
   

= sup
௫ஷ௬

‖ௗഀ(௫,௫బ) 𝒆ି ௗഀ(௬,௫బ) 𝒆 ‖

ௗഀ(௫,௬)
  

= sup
௫ஷ௬

|ௗഀ(௫,௫బ)ି ௗഀ(௬,௫బ)|  ‖𝒆‖

ௗഀ(௫,௬)
  (‖𝒆‖ = 1)  

≤ sup
௫ஷ௬

  
ௗഀ(௫,௬)

ௗഀ(௫,௬)
= 1 < ∞.   

 
ان و  يبر يصورت زبهه يقض دورا در قالب  يج اصلينتا حال

   م.يكنيثابت م

0د يفرض كن < 𝛼 < تمام  . باشد 1
,lip஑(𝑋  يوسته رويپ يانقطه يهااشتقاق 𝐵)  .صفرند  

𝑎د يفرض كن ∈ 𝑋،  و𝛬 ∈ 𝜎(𝐵) ك ي
ن ي. همچن) باشدfixصفر دلخواه و ثابت (ريغ يختيرهم

𝑑 ديفرض كن ∈ (lip஑(𝑋, 𝐵))∗ ي اك اشتقاق نقطهي  
   هر  يصورت برانيباشد. در ا 𝑎وسته دلخواه در يپ

𝑓, 𝑔 ∈ lip஑(𝑋, 𝐵) م:يدار    
𝑑(𝑓𝑔) = (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑑(𝑔) +
(Ʌ 𝑜 𝑔)(𝑎) 𝑑(𝑓).  
 

  د:يقرار ده
𝐼({𝑎}) ≔ {𝑓 ∈ lip஑(𝑋, 𝐵)  ∶
  (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) = 0}.  
 

,lip஑(𝑋  در   ال بستهدهيا  كي  𝐼({𝑎})  ، ٢.٢بنا به لم   𝐵) 
,𝑓 اگر است. 𝑔 ∈ 𝐼({𝑎}) آنگاه  دلخواه باشند𝑓𝑔 ∈

𝐼({𝑎}) بوده و   
(Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) = (Ʌ 𝑜 𝑔)(𝑎) = 0 .  
 

𝑑(𝑓𝑔) لذا = 𝑓𝑔 جهياست، و در نت 0 ∈ 𝑘𝑒𝑟 (𝑑)  ،
  كه در آن

𝑘𝑒𝑟(𝑑) = {𝑓 ∈ lip஑(𝑋, 𝐵) ∶ 𝑑(𝑓) = 0}.  
 

𝐼({𝑎}) نيبنابرا ⊂ 𝑘𝑒𝑟 (𝑑)اگر   يعنين ي، و ا  
𝑓 ∈ lip஑(𝑋, 𝐵)  باشد كه  چنان  (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) = 0، 

𝑑(𝑓)آنگاه  = 0 .  
𝑓 ديحال فرض كن ∈ lip஑(𝑋, 𝐵)  دلخواه باشد. دو
  م:يريگيحالت در نظر م
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:  (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) = 0 .  
𝑑(𝑓)صورت نيدر ا = 𝑓چون  است. 0 ∈

lipఈ(𝑋, 𝐵) شود  ي جه ميدلخواه فرض شده است، نت
𝑑 كه =   است.  0

(Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) ≠ 0 .  
ℎ  :ديقرار ده ن حالتيدر ا ≔ (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑓 − 𝑓𝑓 .
ℎ  صورتنيدر ا ∈ lip஑(𝑋, 𝐵)  و  (Ʌ 𝑜 ℎ)(𝑎) = 0 .  
𝑑(ℎ) لذا =  ن  يابنابر  باشد.يم 0

𝑑൫(Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑓 − 𝑓𝑓൯ = 0    .  
⇒   (𝛬 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑑(𝑓) − 𝑑(𝑓𝑓) = 0 .     
⇒   (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑑(𝑓) = 𝑑(𝑓𝑓) .  
 ⇒  (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎)𝑑(𝑓) =
(Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑑(𝑓) + (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑑(𝑓).  
⇒   (Ʌ 𝑜 𝑓)(𝑎) 𝑑(𝑓) = 0 .   
⇒   𝑑(𝑓) = 0 .    
 

𝑓 چون ∈ lip஑(𝑋, 𝐵) جه يفرض شده است، نت دلخواه
𝑑شود  يم = 0. ∎  

0د يفرض كن < 𝛼 ≤ ن يهمچنباشد.  1
صورت نيدر اباشد.  𝐵كه جبر باناخ  ي عنصر  𝒆د  يفرض كن

ر  يغوسته  يپ  ياك اشتقاق نقطهي  ،𝑋زوله  ير ايدر هر نقطه غ
,Lip஑(𝑋 يرو صفر 𝐵)  .وجود دارد 

𝑥଴  ديفرض كن ∈ 𝑋 زوله باشد،  ي ر ايغ ك نقطه ي
𝑥௡ و  →  𝑥଴ در 𝑋  با 𝑥௡ ≠ 𝑥଴ كه  يزمان𝑛 → ∞ 

(𝑛 ∈ ℕ).  
  :ديقرار ده

𝐾 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 ∶   𝑥 = 𝑦} ,  
𝑆 ≔ 𝑋 × 𝑋 − 𝐾.  
 

𝛬د يفرض كن ∈ 𝜎(𝐵) ر صفر دلخواه يغ يختيرك همي
در  را {𝛾௡} دنبالهحال  .) باشدfixو ثابت (

(Lip஑(𝑋, 𝐵))∗  متناظر با دنباله  {(𝑥௡, 𝑥଴)}    در𝑆    به
  :ديف كنير تعريصورت ز

𝛾௡(𝑓) =
(௸ ௢ ௙)(௫೙)ି (௸ ௢ ௙)(௫బ)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
  ;   

 𝑓 ∈ Lip஑(𝑋, 𝐵).  
 

صورت  نيباشد. در ا  {𝛾௡}دنباله    يحد  نقطه   𝛾  ديفرض كن
,𝑓هر   يبرا 𝑔 ∈ Lipఈ(𝑋, 𝐵) م:يدار  

𝛾(𝑓𝑔) = lim
௡→ஶ

𝛾௡(𝑓𝑔) =

lim
௡→ஶ

൫௸ ௢ (௙௚)൯(௫೙)ି ൫௸ ௢ (௙௚)൯(௫బ)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
  

= lim
௡→ஶ

(௸ ௢ ௙)(௫೙) (௸ ௢ ௚)(௫೙)ି (௸ ௢ ௙)(௫బ) (௸ ௢ ௚)(௫బ)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
  

= lim
௡→ஶ

ቀ
(௸ ௢ ௙)(௫೙)ି (௸ ௢ ௙)(௫బ)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
ቁ (𝛬 𝑜 𝑔)(𝑥௡) +

(𝛬 𝑜 𝑓)(𝑥଴) ቀ
( ௸ ௢ ௚)(௫೙)ି (௸ ௢ ௚)(௫బ)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
ቁ =

lim
௡→ஶ

 (𝛾௡(𝑓) (𝛬 𝑜 𝑔)(𝑥௡) +

(𝛬 𝑜 𝑓)(𝑥଴) 𝛾௡(𝑔) ) = 𝛾(𝑓) (𝛬 𝑜 𝑔)(𝑥଴) +
 (𝛬 𝑜 𝑓)(𝑥଴) 𝛾(𝑔).     
 

,Lipఈ(𝑋 يرو يااشتقاق نقطه  كي γلذا  𝐵) نقطه در 
𝑥଴ ∈ 𝑋 باشد. ي ز ميوسته نياست، كه پ  

   د:يقرار ده
𝑓଴(𝑥) = 𝑑ఈ(𝑥, 𝑥଴) 𝒆   ;    𝑥 ∈ 𝑋.  
 

𝑓଴،  ٣.٢بنابه لم  ∈ Lipఈ(𝑋, 𝐵) و است ،  
𝛾(𝑓଴) = lim

௡→ஶ

(௸ ௢ ௙బ)(௫೙)ି (௸ ௢ ௙బ)(௫బ)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
  

= lim
௡→ஶ

 
௸(ௗഀ(௫೙,௫బ) 𝒆)ି ௸(ௗഀ(௫బ,௫బ)𝒆)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
  

 = lim
௡→ஶ

  
ௗഀ(௫೙,௫బ)

ௗഀ(௫೙,௫బ)
= 1 ≠ 0.  

  
  كه در آن  

(𝛬(𝒆) = 1)          
 

  



 

  ٤٣                                                                         تسيپشيل-α مقدار-يبردار يباناخ عملگرها يجبرها يوسته رويپ يا نقطه يهااشتقاق
 

   

در خصوص    يمطالب،  ي، افسانه سلطانيميرضا رحديحم  ]١[
باناخ،  يآل جبرهادهينسبت به ا يبيتقر يريپذنيانگيم

)، شماره  ١٣٩٤(  ١دوره  ،  ياضين در رينو  يهامجله پژوهش
  . ٥ -١٢ صفحه  ،٢
  
حافظ   يجمع يهابر نگاشت يادداشتي، يتقو يعل ]٢[
ن در ينو يهامجله پژوهش جبرها،–∗𝐶 يف رويط
  .  ١١-١٩ ، صفحه٦)، شماره ١٣٩٥( ٢، دوره ياضير
 
 ، مشخصه ي كاظم پور، اباصلت بداغ يوريعباس ز] ٣[

جبرها، مجله  يجردن رو يهايختيهمر–𝑛 يساز
،  ١٣ه شمار)، ١٣٩٧( ٤، دوره ياضين در رينو يهاپژوهش
  .  ٦٩-٧٤ صفحه

  
 يختيهمر-𝛿  يهانگاشت،  ييد خداي، حمياتيبهمن ح]  ٤[

ن در ينو يهامجله پژوهشباناخ دوگان،  يجبرها يبه تو
  .  ١٥-٢٢ ، صفحه٢١شماره )، ١٣٩٨( ٥دوره ، ياضير
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