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  گرگان، دانشگاه آزاد اسلامي، گرگان، ايرانگروه رياضي، واحد استاديار،    )١(
  شاهرود، ايران  دانشگاه صنعتي شاهرود،، دانشكده علوم رياضيدانشيار،    )٢(

  
 

 ١٦/٠٢/٩٩تاريخ پذيرش مقاله:  ٢١/٠٧/٩٧تاريخ ارسال مقاله: 

f(z)به فرم  𝑓21مرومورفيك توابع را خانواده 𝛴رده  = z + b଴ + ∑
ୠ౤

୸౤
ஶ
୬ୀଵ گيريم كه بر دامنه در نظر مي  

𝛥 = {𝑧 ∈ ℂ: 1 < |𝑧| < ٢تك ارز {∞
تك ارز مرومورفيك گوييم  -را دو 𝑓تابع تك ارز (تحليلي و يك به يك) باشند.  ٣

𝑓ିଵهرگاه وارون آن نيز تك ارز باشد، يعني   ∈ 𝛴تك ارز مرومورفيك را با نماد    -. رده همه توابع دو𝛴ℬ  دهيم. اخيراً  نشان مي
٣ام-𝑞در اين مقاله، ابتدا مشتق تك ارز مرومورفيك توسط محققين معرفي شده است.  -هاي مختلفي از توابع دوزير رده

را   ٤
𝐷ఀℬام زير رده جديد -𝑞تعريف و سپس به كمك مشتق 

(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞) ٤تك ارز مرومورفيك -از توابع دو
را بر روي دامنه  ٥

𝛥 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 1 < |𝑧| < باشد كه توسط پژوهشگران  هاي متعددي ميكنيم. اين رده تعميم ردهمعرفي و بررسي مي  {∞
٥براي فامختلف معرفي شده است. در ادامه با استفاده از بسط چند جمله

مربوط به   𝑏௡و عمومي  𝑏଴ ،𝑏ଵ ،𝑏ଶ، ضرايب اوليه ٦
𝐷ఀℬتوابع متعلق به رده 

(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞) در انتها، كران بالايي براي ضرايب اوليه  .آوريمرا بدست مي|𝑏଴| ،|𝑏ଵ| ،|𝑏ଶ|  و
نتايج بدست آمده در اين مقاله، كارهاي مربوط به چندين نويسنده پيشين را تعميم و كنيم. را نيز محاسبه مي |𝑏௡|عمومي 

  .بخشدبهبود مي
  
  

  ام.-𝑞تك ارز مرومورفيك، مشتق   -اي فابر، توابع مرومورفيك، توابع دوتقريب ضرايب، چند جمله 
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1. Meromorphic function 
2. Univalent (Analytic and one to one) 
3. q-derivative 
4. Meromorphic bi-univalent function 
5. Faber polynomial 
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  به شكل زير باشدرده توابع مرومورفيك  Σفرض كنيد 
𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝑏଴ + ∑

௕೙

௭೙
ஶ
௡ୀଵ                             )١(  

  
  بر دامنه 𝑓(𝑧)به طوري كه تابع  

𝛥 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 1 < |𝑧| < ∞} 
  

  تك ارز (تحليلي و يك به يك) است. از آنجاييكه تابع  
𝑓 ∈ 𝛴   تك ارز است لذا داراي واروني به شكل زير  

  : باشدمي
𝑓ିଵ൫𝑓(𝑧)൯ = 𝑧     ( 𝑧 ∈ 𝛥)  

  و
𝑓൫𝑓ିଵ(𝑤)൯ = 𝑤 (𝑀 < |𝑤| < ∞, 𝑀 > 0).  

 
با استفاده از چند جمله اي فابر ضرايب تابع وارون  

𝑔(𝑤) = 𝑓ିଵ(𝑤)آيد.، بصورت زير بدست مي 

  مشاهده نماييد).را   ]١و٢[براي جزئيات بيشتر منابع  (
𝑔(𝑤) = 𝑓ିଵ(𝑤) = 𝑤 + ∑

஻೙

௪೙
ஶ
௡ୀ଴   

= 𝑤 − 𝑏଴  

− ∑
ଵ

௡
𝐾௡ାଵ

௡ ଵ

௪೙
ஶ
௡ୀଵ  (𝑀 < |𝑤| < ∞)         )٢(  

  
  بطوريكه  

𝐾௡ାଵ
௡ = 𝑛 𝑏଴

௡ିଵ𝑏ଵ + 𝑛(𝑛 − 1)𝑏଴
௡ିଶ𝑏ଶ  

+
ଵ

ଶ
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑏଴

௡ିଷ(𝑏ଷ + 𝑏ଵ
ଶ)  

+
௡(௡ିଵ)(௡ିଶ)(௡ିଷ)

ଷ!
𝑏଴

௡ିସ(𝑏ସ + 3𝑏ଵ𝑏ଶ) +

∑ 𝑏଴
௡ି௝

𝑉௝
ஶ
௝ஹହ   

  
𝑉௝(5به طوري كه  ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) اي همگن از چند جمله

,𝑏ଵ برحسب متغيرهاي  𝑗 درجه  𝑏ଶ, … . , 𝑏௡باشند. مي  
𝑓تابع  ∈ 𝛴 تك ارز مرومورفيك گويند هرگاه  -را دو

𝑓ିଵنيز تك ارز باشد، يعني وارون آن  ∈ 𝛴 رده همه .
  نمايش  𝛴ℬتك ارز مرومورفيك را با نماد -توابع دو

  دهند.مي

در زمينه يافتن كران براي ضرايب توابع تك ارز  
مرومورفيك مطالعات زيادي انجام گرفته است. براي مثال،  

  تابع تك ارز مرومورفيك و  𝑓نشان داد اگر  ]١١[اسچيفر 

00 b    آنگاه|𝑏ଶ| ≤
ଶ

ଷ
، دورن  ١٩٧١سپس در سال    .

يك تابع تك ارز مرومورفيك با شرط   𝑓ثابت كرد اگر    ]٤[

0kb   براي
2

1
n

k    باشد آنگاه
1

2




n
bn

.  

،  ]٣[اخيراً، بسياري از پژوهشگران مانند بولت و همكارانش  
تك ارز   -هايي از توابع دورده ]٥[حميدي و همكارانش 

مرومورفيك را معرفي كردند. (براي مطالعه بيشتر به منابع  
 مراجعه نماييد).  ]١٤[و  ] ١٣[،  ]١٠[،  ]٩[،  ]٨[،  ]٧[،  ]٦[

تك    -از توابع دو  هدف ما در اين مقاله معرفي رده جديدي
هاي پيشين است. ارز مرومورفيك است كه تعميمي از رده

آوريم تعميم و بهبودي از نتايج مراجع  نتايجي كه بدست مي
  است.  ]٥[و  ]٣[

آوريم،  را بدست مي، كه در انتهاي مقاله آن١٥نتيجه 
است. چون   ]٥[بدست آمده در مرجع  ٢بهبودي از قضيه 

  ايم.را بدست آوردهآن (∗)بدون شرط  

𝑓تك ارز مرومورفيك  -: تابع دو]٥ [ ∈ 𝛴ℬ 
,𝛴ℬ(𝛼) را متعلق به زيررده ١به فرم ( 𝜆)  گويند هرگاه

  در شرايط زير صدق كند:

𝑅𝑒 ൬(1 − 𝜆)
௙(௭)

௭
+ 𝜆𝑓ᇱ(𝑧)൰ > 𝛼  

(𝜆 ≥ 1, 0 ≤ 𝛼 < 1, 𝑧 ∈ 𝛥 )  
  و

𝑅𝑒 ൬(1 − 𝜆)
௚(௪)

௪
+ 𝜆𝑔ᇱ(𝑤)൰ > 𝛼  

(𝜆 ≥ 1, 0 ≤ 𝛼 < 1, 𝑤 ∈ 𝛥),   
  

) آمده  ٢است كه در رابطه ( 𝑓وارون تابع  𝑔تابع بطوريكه 
  است. 

تك ارز مرومورفيك  -تابع دو فرض كنيد:]٥[
𝑓 ∈ 𝛴ℬ  متعلق به زيررده𝛴ℬ(𝛼, 𝜆)   باشد. اگر شرط

𝑏଴ = 𝑏ଵ = ⋯ = 𝑏௡ିଵ = برقرار باشد.   (∗)      0
  آنگاه:

|𝑏௡| ≤
ଶ(ଵିఈ)

(௡ାଵ)ఒିଵ
     (𝑛 ≥ 1).  

  
 براي اثبات قضاياي اصلي به لم زير نياز داريم.

  فرض كنيد تابع : ]٤ [



 

 ٧٩                                                                                                         تك ارز مرومورفيك-اي از توابع دوتقريب ضرايب براي رده
 

   

𝑝(𝑧) = 1 +
௣భ

௭
+

௣మ

௭మ + ⋯  
  

𝛥بر روي دامنه  = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 1 < |𝑧| < ∞} 
𝑅𝑒൫𝑝(𝑧)൯تحليلي و  > عدد  باشد. آنگاه براي هر 0

|𝑝௜|داريم:   𝑖 طبيعي ≤ 2 ;  (𝑖 ∈ ℕ).

𝑫𝜮𝓑
(𝜶, 𝝀, 𝜹, 𝒒)  

𝐷ఀℬدر اين بخش رده 
(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞)  را با استفاده از

 كنيم. معرفي و بررسي ميام -𝑞مشتق 

اي فابر كران بالايي همچنين، با استفاده از بسط چند جمله
از توابع متعلق به اين رده را   |𝑏௡|براي ضرايب عمومي 

  آوريم. بدست مي
ام كه تعميمي از مشتق معمولي است توسط  -𝑞مشتق 

  به صورت زير تعريف شده است.   ]١٢[سريواستاوا 
  

0: عدد حقيقي ]١٢[ < 𝑞 < را در نظر   1
𝑓تابع ام -𝑞مشتق بگيريد.  ∈ 𝛴ℬ  بصورت زير تعريف

  شود: مي
𝐷௤𝑓(𝑧) =

௙(௤௭)ି௙(௭)

(௤ିଵ)௭
.  

  
)  ١به فرم ( 𝑓تابع  با استفاده از تعريف فوق در حالتي كه

بر اساس بسط ضرايب به صورت    𝑓تابع  ام  -𝑞مشتق  باشد،  
  آيد: زير بدست مي

𝐷௤𝑓(𝑧) = 1 + ∑
[௡]೜௕೙

௭೙శభ
ஶ
௡ஹଵ ,  

  
  بطوريكه  

[𝑛]௤ =
ଵି௤೙

௤೙(௤ିଵ)
.  

 
𝑞هرگاه  → ௤[𝑛]، آنگاه 1ି → −𝑛 .

limبنابراين 
௤→ଵష

𝐷௤𝑓(𝑧) = 𝑓ᇱ(𝑧)  همچنين براي .
,𝑓توابع   𝑔 ∈ 𝛴ℬ  :روابط زير برقرار است  

𝐷௤൫𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧)൯ = 𝐷௤𝑓(𝑧) + 𝐷௤𝑔(𝑧)  
  و

𝐷ଶ
௤𝑓(𝑧) = 𝐷௤ ቀ𝐷௤𝑓(𝑧)ቁ =

∑
[௡]೜[௡ାଵ]೜௕೙

௭೙శమ
ஶ
௡ஹଵ .  

limبعلاوه،  
௤→ଵష

𝐷ଶ
௤𝑓(𝑧) = 𝑓ᇱᇱ(𝑧).  

 كنيم.رده زير را معرفي ميام -𝑞حال با استفاده از مشتق  

  
𝑓تك ارز مرومورفيك  -تابع دو ∈ 𝛴ℬ   به

𝐷ఀℬ ) را متعلق به رده  ١فرم (
(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞)   گوييم هرگاه

در شرايط زير صدق كند:
𝑅𝑒((1 − 𝜆 + 2𝛿)

௙(௭)

௭
  

+(𝜆 − 2𝛿)𝐷௤𝑓(𝑧) + 𝛿𝑧𝐷ଶ
௤𝑓(𝑧)) > 𝛼   

 (𝜆 ≥ 1, 0 ≤ 𝛼 < 1, 𝛿 ≥ 0, 0 < 𝑞 < 1)  
  و

𝑅𝑒((1 − 𝜆 + 2𝛿)
௚(௪)

௪
  

+(𝜆 − 2𝛿)𝐷௤𝑔(𝑤) + 𝛿𝑧𝐷ଶ
௤𝑔(𝑤)) > 𝛼  

(𝜆 ≥ 1, 0 ≤ 𝛼 < 1, 𝛿 ≥ 0, 0<q<1)  
 

)  ٢باشد كه در رابطه (مي 𝑓وارون تابع  𝑔تابع بطوريكه 
  آمده است. 

𝐷ఀℬده توابع  ر
(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞) ،هاي تعميم رده

باشد كه توسط محققين مختلف معرفي شده متعددي مي
  به عنوان نمونه:  است.

𝑞هرگاه   → 𝐷ఀℬرده آنگاه  1ି
(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞) 

𝘙ఀᇲبه رده   (𝛼, 𝜆, 𝛿) شود كه اين رده توسط  تبديل مي
معرفي و مورد مطالعه قرار گرفته  ]٣ [بولت و همكارانش

  .  است

𝑞هم چنين هرگاه     → 𝛿و    1ି = رده آنگاه    0
𝐷ఀℬ

(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞)  به رده توابع𝛴ℬ(𝛼, 𝜆)  تبديل  
  ]٥ [شود كه اين رده توسط حميدي و همكارانشمي

  معرفي و مورد مطالعه قرار گرفته است.
𝐷ఀℬقضيه زير را براي رده 

(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞)  بيان و اثبات
  كنيم.مي

تك ارز مرومورفيك -تابع دو كنيدفرض 
𝑓 ∈ 𝛴ℬ  متعلق به رده𝐷ఀℬ

(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞)   باشد. اگر
  شرط

𝑏଴ = 𝑏ଵ = ⋯ = 𝑏௡ିଵ = 0   
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  برقرار باشد. آنگاه:
|𝑏௡| ≤

ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[௡]೜ାఋ[௡]೜[௡ାଵ]೜ห
  

 
به فرم    𝑓(𝑧)تك ارز مرومورفيك    -براي تابع دو

  )، داريم:١(
(1 − 𝜆 + 2𝛿)

௙(௭)

௭
+ (𝜆 − 2𝛿)𝐷௤𝑓(𝑧) +

𝛿𝑧𝐷ଶ
௤𝑓(𝑧)  

= 1 + (1 − 𝜆 + 2𝛿)
௕బ

௭
+  

∑
൫ଵି஛ାଶஔା(஛ିଶஔ)[୬]౧ାஔ[୬]౧[୬ାଵ]౧൯ୠ౤

୸౤శభ
ஶ
௡ୀଵ   )٣ (  

  
𝑔(𝑤)و بطور مشابه براي تابع   ∈ 𝛴ℬ ،:خواهيم داشت  

(1 − 𝜆 + 2𝛿)
௚(௪)

௪
+ (𝜆 − 2𝛿)𝐷௤𝑔(𝑤)  

+𝛿𝑧𝐷ଶ
௤𝑔(𝑤)  

= 1 + (1 − 𝜆 + 2𝛿)
஻బ

௪
+  

∑
൫ଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[௡]೜ାఋ[௡]೜[௡ାଵ]೜൯஻೙

௪೙శభ
.ஶ

௡ୀଵ     )٤ (  
  

𝑓چون تابع  ∈ 𝐷ఀℬ
(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞)  لذا طبق تعريف، دو ،

𝑝(𝑧)تابع تحليلي  = 1 + ∑
௖೙

௭೙
ஶ
௡ୀଵ  وℎ(𝑤) =

1 + ∑
ௗ೙

௪೙
ஶ
௡ୀଵ  با قسمت حقيقي مثبت روي دامنه𝛥 

 وجود دارند بطوريكه: 

(1 − 𝜆 + 2𝛿)
௙(௭)

௭
+ (𝜆 − 2𝛿)𝐷௤𝑓(𝑧)  

+𝛿𝑧𝐷ଶ
௤𝑓(𝑧) = 1 + (1 − 𝛼) ×  

∑ 𝐾௡ାଵ
ଵஶ

௡ୀ଴ (𝑐ଵ, 𝑐ଶ, … , 𝑐௡ାଵ)
ଵ

௭೙శభ          )٥(  
 و

(1 − 𝜆 + 2𝛿)
௚(௪)

௪
+ (𝜆 − 2𝛿)𝐷௤𝑔(𝑤)  

+𝛿𝑧𝐷ଶ
௤𝑔(𝑤) = 1 + (1 − 𝛼) ×  

  ∑ 𝐾௡ାଵ
ଵஶ

௡ୀ଴ (𝑑ଵ, 𝑑ଶ, … , 𝑑௡ାଵ)
ଵ

௪೙శభ.         )٦ (  
  

  ) خواهيم داشت: ٥) و (٣با مقايسه ضرايب متناظر معادلات (
൫1 − 𝜆 + 2𝛿 + (𝜆 − 2𝛿)[𝑛]௤ +

𝛿[𝑛]௤[𝑛 + 1]௤൯𝑏௡  
=  (1 − 𝛼) × 𝐾௡ାଵ

ଵ (𝑐ଵ, 𝑐ଶ, … , 𝑐௡ାଵ)         )٧ (  
  

) ٦) و (٤و بطور مشابه با مقايسه ضرايب متناظر معادلات (
  خواهيم داشت: 

൫1 − 𝜆 + 2𝛿 + (𝜆 − 2𝛿)[𝑛]௤ +

𝛿[𝑛]௤[𝑛 + 1]௤൯𝐵௡  
= (1 − 𝛼) ×  𝐾௡ାଵ

ଵ (𝑑ଵ, 𝑑ଶ, … , 𝑑௡ାଵ)      )٨ (  
  

  با توجه به فرض 
𝑏଴ = 𝑏ଵ = ⋯ = 𝑏௡ିଵ = 0   

  
𝐵௡گيريم كه  مي نتيجه = −𝑏௡ .  

 ) به معادلات زير تبديل خواهند شد: ٨) و (٧( معادلاتلذا 
(1 − 𝜆 + 2𝛿 + (𝜆 − 2𝛿)[𝑛]௤ +  
𝛿[𝑛]௤[𝑛 + 1]௤)𝑏௡ =  (1 − 𝛼)𝑐௡ାଵ  

  و
−(1 − 𝜆 + 2𝛿 + (𝜆 − 2𝛿)[𝑛]௤ +  
𝛿[𝑛]௤[𝑛 + 1]௤)𝑏௡ =  (1 − 𝛼)𝑑௡ାଵ 

 
حال با گرفتن قدر مطلق از طرفين هر يك از معادلات بالا  

  خواهيم داشت:  ٣و بكار بردن لم 
|𝑏௡|  

=
(ଵିఈ)|௖೙శభ|

|ଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[௡]೜ାఋ[௡]೜[௡ାଵ]೜|
  

=
(ଵିఈ)|ௗ೙శభ|

|ଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[௡]೜ାఋ[௡]೜[௡ାଵ]೜|
  

≤
ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[௡]೜ାఋ[௡]೜[௡ାଵ]೜ห
.    

 
را حذف كرده و   ٨در قضيه بعد شرط اعمال شده در قضيه  

كران بالايي براي ضرايب اوليه توابع متعلق به رده  
𝐷ఀℬ

(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞) آوريم.  را بدست مي  
  

𝑓تك ارز مرومورفيك    -تابع دو  فرض كنيد ∈

𝛴ℬ ) متعلق به رده ١به فرم (𝐷ఀℬ
(𝛼, 𝜆, 𝛿, 𝑞) باشد  .

  آنگاه:
|𝑏଴| ≤

ଶ(ଵିఈ)

|ଵିఒାଶஔ|
,  

|𝑏ଵ| ≤
ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଵ]೜ାఋ[ଵ]೜[ଶ]೜ห
,  

|𝑏ଶ| ≤
ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଶ]೜ାఋ[ଶ]೜[ଷ]೜ห
  

 و
|𝑏଴𝑏ଵ + 𝑏ଶ| ≤

ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଶ]೜ାఋ[ଶ]೜[ଷ]೜ห
.  
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𝑛)، براي  ٧با مقايسه ضرايب معادله (   = 0,1,2  
  خواهيم داشت: 

(1 − 𝜆 + 2𝛿)𝑏଴ = (1 − 𝛼)𝑐ଵ ,   
(1 − λ + 2δ + (λ − 2δ)[1]௤  
+δ[1]௤[2]௤)bଵ = (1 − 𝛼)𝑐ଶ.   
(1 − λ + 2δ + (λ − 2δ)[2]௤  
+δ[2]௤[3]௤)bଶ = (1 − 𝛼)𝑐ଷ.  

  
𝑛)، در حالت  ٨با مقايسه ضرايب معادله (  و بطور مشابه =

  خواهيم داشت:  2
−(1 − λ + 2δ + (λ − 2δ)[2]௤  
+δ[2]௤[3]௤)(𝑏଴𝑏ଵ + bଶ )  
= (1 − 𝛼) 𝑑ଷ .  

  
𝑏଴،𝑏ଵ ،𝑏ଶ ،𝑏଴𝑏ଵ با حل معادلات فوق براي + 𝑏ଶ  و

 آيد، روابط زير بدست مي٣سپس با استفاده از لم 

|𝑏଴| =
(ଵିఈ)|௖భ|

|ଵିఒାଶஔ|
 ≤

ଶ(ଵିఈ)

|ଵିఒାଶஔ|
,  

|𝑏ଵ| =
(ଵିఈ)|௖మ|

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଵ]೜ାఋ[ଵ]೜[ଶ]೜ห
  

≤
ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଵ]೜ାఋ[ଵ]೜[ଶ]೜ห
,  

|𝑏ଶ| =
ଶ(ଵିఈ)|௖య|

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଶ]೜ାఋ[ଶ]೜[ଷ]೜ห
  

≤
ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଶ]೜ାఋ[ଶ]೜[ଷ]೜ห
  

|𝑏଴𝑏ଵ + 𝑏ଶ| =
(ଵିఈ)|ௗయ|

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଶ]೜ାఋ[ଶ]೜[ଷ]೜ห
  

≤
ଶ(ଵିఈ)

หଵିఒାଶఋା(ఒିଶఋ)[ଶ]೜ାఋ[ଶ]೜[ଷ]೜ห
.  

 

𝑞با ميل دادن   → - ، نتيجه زير بدست مي٨در قضيه    1ି
  يد.آ

تك ارز مرومورفيك  -تابع دو فرض كنيد
𝑓 ∈ 𝛴ℬ  ) متعلق به رده  ١به فرم (𝑅ఀᇲ(𝛼, 𝜆, 𝛿)  .باشد 

 اگر شرط 
𝑏଴ = 𝑏ଵ = ⋯ = 𝑏௡ିଵ = 0   

  
  برقرار باشد. آنگاه:

|𝑏௡| ≤
ଶ(ଵିఈ)

|ଵା(௡ାଵ)(ఋିఒ)ା(௡ାଵ)మఋ|
.  

، تعميمي از ١٠در نتيجه  |𝑏௡|كران بالا 
  . است ]٣ [نتيجه بدست آمده توسط بولت و همكارانش

𝑞با ميل دادن  →   ، نتيجه زير بدست  ٩در قضيه 1ି
  آيد.مي

تك ارز مرومورفيك  -تابع دو فرض كنيد
𝑓 ∈ 𝛴ℬ  ) متعلق به رده  ١به فرم (𝑅ఀᇲ(𝛼, 𝜆, 𝛿)    ..باشد

  آنگاه:

|𝑏଴| ≤ ቐ

ଶ(ଵିఈ)

ଵିఒାଶஔ
  ;     𝜆 < 1 + 2𝛿

ଶ(ଵିఈ)

ିଵାఒିଶஔ
;     𝜆 > 1 + 2𝛿,

  

|𝑏ଵ| ≤ ቐ

ଶ(ଵିఈ)

ଵିଶఒା଺ஔ
 ;     𝜆 <

ଵ

ଶ
+ 3𝛿

ଶ(ଵିఈ)

ିଵାଶఒି଺ஔ
;    𝜆 >

ଵ

ଶ
+ 3𝛿,

  

|𝑏ଶ| ≤ ቐ

ଶ(ଵିఈ)

ଵିଷఒାଵଶஔ
 ;    𝜆 <

ଵ

ଷ
+ 4𝛿

ଶ(ଵିఈ)

ିଵାଷఒିଵଶஔ
;    𝜆 >

ଵ

ଷ
+ 4𝛿,

  

  و
|𝑏଴𝑏ଵ + 𝑏ଶ|  

≤ ቐ

ଶ(ଵିఈ)

ଵିଷఒାଵଶஔ
 ;    𝜆 <

ଵ

ଷ
+ 4𝛿

ଶ(ଵିఈ)

ିଵାଷఒିଵଶஔ
;    𝜆 >

ଵ

ଷ
+ 4𝛿.

  

  
،  ١٢در نتيجه  |𝑏ଵ|و  |𝑏଴|هاي بالا كران

تعميمي از تقريب بدست آمده توسط بولت و همكارانش  
و   |𝑏ଶ|هاي كرانباشد. علاوه بر آن مي ]٣[

|𝑏଴𝑏ଵ + 𝑏ଶ|    محاسبه نشده بود را نيز بدست    ]٣[كه در
  آورديم.

δبا قراردادن   =   آيد. ، نتيجه زير بدست مي١٠در نتيجه    0

تك ارزمرومورفيك -تابع دوفرض كنيد 
𝑓 ∈ 𝛴ℬ  ) متعلق به رده  ١به فرم (𝛴ℬ(𝛼, 𝜆)    باشد. اگر

  شرط
𝑏଴ = 𝑏ଵ = ⋯ = 𝑏௡ିଵ = 0   

  
 برقرار باشد. آنگاه:

|𝑏௡| ≤
ଶ(ଵିఈ)

(௡ାଵ)ఒିଵ
.  

  
𝛿با قراردادن   =   آيد.  ، نتيجه زير بدست مي١٢در نتيجه    0
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 ]٥ [بدست آمده در مرجع ٢نتيجه زير بهبودي از قضيه 
  ايم.آنرا بدست آورده (∗)است. چون بدون شرط  

تك ارز مرومورفيك  -تابع دوفرض كنيد 
𝑓 ∈ 𝛴ℬ ) متعلق به رده ١به فرم (𝛴ℬ(𝛼, 𝜆)   .باشد

  آنگاه:
|𝑏଴|  ≤

ଶ(ଵିఈ)

ఒିଵ
,  

|𝑏ଵ| ≤
ଶ(ଵିఈ)

ଶఒିଵ
,  

|𝑏ଶ| ≤
ଶ(ଵିఈ)

ଷఒିଵ
  

  و 
|𝑏଴𝑏ଵ + 𝑏ଶ| ≤

ଶ(ଵିఈ)

ଷఒିଵ
.  
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