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 ٢٧/١١/١٣٩٨ تاريخ پذيرش مقاله: ٠٧/٠٤/١٣٩٦مقاله:  ارسالتاريخ 

 يسازك و مدليزي، فيشناس، بوميشناسستيمختلف علوم از جمله ز  يهادر شاخه  ياديكاربرد ز  يريمعادلات انتگرال ولترا تأخ
 يعدد  يهان روشيار دشوار است، بنابراين معادلات بسيا  يلياز موارد حل تحل  ياريدارند. در بس  يعيو علوم طب  يمسائل مهندس

ن قرار گرفته است.  ياز محقق ياريمورد توجه بس يريحل معادلات انتگرال ولترا تأخ يسودمند برا يبيك روش تقريبه عنوان 
 يه ين مربعات و بر پايب كمتريبا استفاده از روش تقر يرين تاخيهمرشتا -معادله انتگرال ولترا ين مقاله حل عدديدر ا

انتشار   ي برا ياضيك مدل رين معادله يد. اريگيقرار م  ي افته مورد بحث و بررسيال نتقن ايدرجه برنشتا يهاياچندجمله
برازش   يبرا ين مربعات مدليكند. روش كمترير مييو با سرعت ثابت تغ يباشد كه بطور فصليم ينيمع يعفون يهايماريب

مقاله  ن يشود. در اينه ميد كميآيت ممدل بدسكه از  ين داده مشاهده شده و مقداريها است كه در آن مجموع اختلاف بداده
گردد.  ي ها ارائه ميان چندجملهيدلخواه با استفاده از ا يب تابعيشده و سپس تقر يافته معرفين انتقال يبرنشتا يهاياجملهچند

با  ياضيل مدل رن مربعات و روش ح يات روش كمتريجزئشود و يم يمعرف يرين تأخيهمرشتا-ن معادله انتگرال ولترايهمچن
گر  يج آنها با دي سه نتايو مقا يرا با حل دو مثال عدد يشنهاديروش پ ييان دقت و كارايگردد. در پايان ميب يشنهاديروش پ
  م.يدهيموجود نشان م يهاروش
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  ي و مهندس   ياضيدر علوم ر  ي اساس  يمعادلات انتگرال نقش
ل ولترا  يفرانسيد -ان معادلات انتگرالين ميدارند. در ا

مانند  يعلم يهانهيدر زم يارشد گسترده يريتأخ
ن  ياند. اك داشتهيزيو ف  ي، پزشكي، بوم شناسيشناسستيز

مسائل  يسازدر مدل ينقش مهمدسته از معادلات 
از    ياريبس  يليدارند. چون حل تحل  ي عيعلوم طب  و  يمهندس

صورت توان آنها را به يا نمين معادلات دشوار است و يا
ن معادلات از  يحل ا ي است برا يحل كرد، ضرور يليتحل

  ي گوناگون  يعدد  يهااستفاده نمود. روش   يعدد  يهاروش
و دستگاه معادلات   يخط  حل معادلات انتگرال ولترا يبرا

. كوسن در  ]١، ٢، ٣[وجود دارند  يرخطيانتگرال ولترا غ
حل معادلات انتگرال  يبرا يمحلاز روش هم ]٤[مرجع 

 ]٥[و فرد در مرجع  يفردهلم استفاده كرد. برزآباد -ولترا
 ي رخطيمعادلات انتگرال فردهلم غ  ي برا  يك جواب عددي

حل  يددع ياهاز روش يكي نوع دوم بدست آوردند. 
افته است  ين مربعات بهبود يب كمتريمعادلات، روش تقر

. ونگ و  ]٦[و و همكارانش مطرح شد يكه توسط ل
حل   ي ن مربعات برايب كمتريهمكارانش از روش تقر

  .]٧[اند فردهلم استفاده كرده-معادلات انتگرال ولترا
دا كردن  يهدف پ ي ابيم كه در مبحث درونيدانيم

) مانند ياچندجمله )P x ي اب ياست كه در نقاط درون  
) يامقدار چندجمله )P x يبرابر با مقدار اصل ( )f x 

  ي بدست آمده، نقاط  يابيم كه نقاط درونيداني باشد. اما م
ن  يكه از ا  ياك چندجملهيدا كردن  يخطا هستند و پ  يدارا

ن حالت يست. در اي كند چندان مناسب ني ر منقاط عبو
دا يپ  يك منحني،  يابياستفاده از درون  يم بجايدهيح ميترج
ن  يا ي)، ولين نقاط بگذرد (برازش منحنيم كه از ايكن

ها ي ك از منحنين كه كدام  يص ايست. تشخيكتا ني  يمنحن
بودن  خوب  يار برايك معيف يازمند تعريتر است نمناسب

ها برازش داده يبرا ي ن مربعات روشياست. روش كمتر
است   يها، مدلن مدل برازش دادهين روش بهترياست. در ا

شود. منظور از  ي نه ميها كمماندهيكه در آن مجموع باق
است   ين داده مشاهده شده و مقداريمانده، اختلاف بيباق

  د.يآي كه از مدل بدست م
  - معادلات انتگرال ولترا ين مقاله به حل عدديدر ا

ن يب كمتريبا استفاده از روش تقر يرين تأخيهمرشتا

افته ين انتقال يبرنشتا يهاياه چندجملهيمربعات و بر پا
انتشار   يبرا  ياضيك مدل رين نوع معادلات  يم. ايپردازيم
و با سرعت   يطور فصلهستند كه به  يعفون يهايماريب

  ي به معرف كنند. در بخش دومي ر مييثابت تغ
از   يافته و برخين انتقال يبرنشتا ياهيپا ياهياچندجمله

ها پرداخته شده است و در  يان چندجملهيا يهايژگيو
دلخواه با استفاده از آنها   ي ب تابعيتقر  ي بخش سوم چگونگ

-آورده شده است. در بخش چهارم معادلات انتگرال ولترا
م. در بخش پنج،  ياكرده يرا معرف يرين تأخيهمرشتا
ان شده است و  ين مربعات بيش كمتراز رو كوتاه يامقدمه

با  يرين تأخيهمرشتا -معادلات انتگرال ولترا يحل عدد
 چندحرك و ن مربعات متياز روش كمتر استفاده

قرار گرفته    يافته مورد بررس ين  انتقال  يبرنشتا  يهاياجمله
ان  يروش ب ييز همگرايآنال يبرا ياهين قضياست. همچن

ح يبه تشر  يحل دو مثال عدد  شده است. در بخش شش، با
 يهاج بدست آمده از روش با روش يسه نتايروش و مقا

جه  يتو ن يبندان جمعيگر، پرداخته شده است و در پايد
 مباحث آمده است. يريگ

 

ر  يبصورت ز nن درجه يبرنشتا ياهيپا يها ياچندجمله
  :  ]٨[شوند يف ميتعر
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  ن يبرنشتا يهاياتوان چندجملهي ر ميل زي. با تبد١تذكر
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]را به بازه    [0,1]ف شده در بازه  يتعر , ]T   :انتقال داد  
( ) .t T x     

  

1رابطه  يگذاريبا جا
( )

( )
x t

T



 


ف  يدر تعر 

  شود:ير حاصل مين رابطه زيبرنشتا يهاياچندجمله

, ( ) (1 ) ,0 , [ , ],i n i
i n

n
B t t t i n t T
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,0,1 يو برا ,i n K ف ير را تعريتوان رابطه زيم
  كرد:

. 0, 1, ,( ) ( ), ( ), , ( )n n n n nt B t B t B t  K  
  

 يفضا يكامل برا يهيك پايل ين مجموعه تشكيكه ا
2 ( )L I يبرا  [ , ]I T  دهد. يم  

2د  يقرار ده ( )H L Iل پذير ، فضاي توابع مربع انتگرا
 يعضو gباشد و  Iگ در بازه بسته نسبت به اندازه لب

 توان با استفاده از چندرا مي   g(t)باشد، تابع    H  دلخواه از

  ن به صورت زير تقريب زد: يهاي برنشتاايجمله

i,
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T
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)كه در آن  )n t ن و يبردار برنشتاG ب يبردار ضرا

0ن است كه به صورت يبرنشتا 1[g ,g , ,g ]nG  K  
  شود.  يف ميتعر
 

 

  را بصورت يريبا ثابت تأخ  يمعادله انتگرال ولترا خط

( ) ( ) ( , ) ( ) ,0 ,
t

t
y t f t k t s y s ds t T





     (١) 

 
  د يرير در نظر بگيه زيبا شرط اول

( ) ( ), 0,y t t t                                     (٢) 
  

,0 كه در آن 0T    و( )t   تابع مجهول و تابع
وزن     : 0, ,k T T   )و تابع   ، )f t    معلوم

- وجود داشته باشد به pيعيطبد عدد يفرض كن. هستند
T.كه  يطور p  هر بازه  ي است. رو  

 , ( 1)i i  0,1 يبرا, , 1i p K ك افراز ي
 يبرا  ياضيك مدل رين معادله  يم. ايريگيمنظم در نظر م

و    يور فصله به طاست ك ي نيمع ي عفون يهايماريانتشار ب
) جانيدر ا كنند.ي ر مييبا سرعت ثابت تغ )y t  نسبت

0 است، tت در زمان يعفونت به جمع  يطول زمان  
)ماند وي م ياست كه عفونت در فرد باق , ). ( )k t s y s 

  زمان است.  واحد د در ينسبت عفونت جد
است و نوع آن    يريك ثابت تأخي  ي) دارا١معادله انتگرال (

كه   يطوراست به  يمسر يماريك مدل بيم يتعم
(t,s) (t s)k P  ]٩[. 

) ٢ه (ي) با شرط اول١م كه جواب معادله (يكني فرض م
موجود و منحصر به فرد است. اكنون به مطالعه روش  

) با ١ب جواب معادله (يتقر يران مربعات بيب كمتريتقر
 م.يپردازي ) م٢ه (يشرط اول

 
 

و    يريثابت تأخ ي ) دارا١( يانتگرال ولترا خطمعادله 
ر  يعملگر ز  است.  يمسر  يماريك مدل بيع  يتوس  ر آنييتغ

  م:يكني ف ميرا تعر

1( , ( ))

( ) ( ) ( , ) ( ) ,
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L t y t

y t f t k t s y s ds




  
                 (٣) 

2 ( , ( )) ( ) ( ).L t y t y t t                      (٤) 
  

)د يفرض كن ) (t)n ny t  تابع   يبرا يبيتقر
ن يبرنشتا يهايابا استفاده از چندجمله y(t)مجهول 

ان شد  يب ٣افته باشد. با استفاده از آنچه در بخش يانتقال 
0  ي قيب حقيضرا 1, , , nc c cK  كه   يوجود دارند به طور  

,
0
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)،  ٢ه (ي) و شرط اول١) در معادله (٥رابطه ( يگذاريبا جا
  د: يآي ر بدست ميعبارت ز
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,0,1هر    يبرا  i(t)كه در آن   ,i n K    به صورت

  شود: يف ميتعر ريز
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هر    يبرا ,t T   مانده مرتبه ،n  ) با ١از معادله (

 : شوديف م ير تعري) به صورت ز٢ه (يشرط اول
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  است باكه معادل 
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  .   ١ملاحظه 
هر  يبرا ,t T   اگر( ) 0nR t   آنگاه ،

( ) (t)ny t y  و( )y t ق معادله انتگرال  يجواب دق
lim) است و اگر  ٢ه (ي) با شرط اول١( ولترا ( ) 0nn

R t


 

)آنگاه  )ny t با  ١ق معادله انتگرال ولترا (يبه جواب دق (
  ي ) همگرا است. به عبارت٢ه (ياول شرط

lim ( ) ( )nn
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  د:يرير را در نظر بگيدر ادامه رابطه ز
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از توابع درجه دوم بدون    ينه سازيك مسئله به ين رابطه  يا
  ي ان حل شود. برايتم گراديتواند با الگوري است كه م  يديق
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,0,1هر   يپس برا ,i n K م:يدار  
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با  يخط يك دستگاه معادلات جبري) ٩دستگاه معادلات (

)بعد  1) ( 1)n n   ب مجهول يبا ضراic يبرا 
0,1, ,i n K    ر يآن به صورت ز   يسيماتراست كه فرم

  باشد: يم
𝑃. 𝐶 = 𝑍, )١٠(                                              
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  د:يآي ر بدست ميب مجهول به صورت زي) ضرا١٠از معادله (

1.ZC P   
  

)ت رابطه يو در نها ) . ( )T
n ny t C t   ي برا  يبيتقر  

( )y t  يهاياه چندجملهين مربعات و بر پايبا روش كمتر 
  ن است. يبرنشتا

از بازه   يكنواختي) افراز ٦محاسبه انتگرال ولترا ( يبرا
 ,T م:يريگي ظر مر در نيبه صورت ز  

 0 1 10 ,n n qt t t t t T           K K  
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1, 2, ,i q K ست. ا  
)ر يمقاد )i iy y t 1هر  يرا برا, ,i q K  در

  م:ين داريم، بنابرايريگي نظر م
∑ 𝑐


ୀ 𝐵,(𝑡) = 𝜉(𝑡),    

𝑖 = 0,1, … , 𝑛,  
∑ 𝑐


ୀ 𝐵,(𝑡) =  

𝑓(𝑡) + 𝜆
ఛ

ଶ
∑ [ିଵ

ୀ 𝑘൫𝑡, 𝑡ାି൯  

∑ 𝑐𝐵,൫𝑡ାି൯
ୀ + 𝑘൫𝑡, 𝑡ାିାଵ൯ +  

∑ 𝑐𝐵,൫𝑡ାିାଵ൯
ୀ ]  

𝑖 = 𝑛 + 1, … , 𝑞  

 ي) دارا١٠(  يخط  ياگر دستگاه معادلات جبر  
باشد، آنگاه   C بفرد جواب منحصر

( ) . ( )T
n ny t C t  ن  يب كمتريجواب روش تقر

ه  ي) با شرط اول١(  ينه از معادله انتگرال ولترا خطيمربعات به 
  شود: يف مير تعريمجموعه ز يشود كه رويده مي) نام٢(

 0, 1, ,( ), ( ), , ( ) ,( )

.

n n n n nspan t t tt B B B

t T



  


 

  
  

  اگر 
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1

0

1
lim ( , ( ))

2

1
( , ( )) 0

2

nn

T

n

L t y t d t

L t y t d t


 



 




 

  
)  نهين مربعات به يب كمتريآنگاه جواب روش تقر )ny t 

) قيبه جواب دق )y t ) با شرط  ١از معادله انتگرال ولترا (
  .]١٠[) همگرا است ٢ه (ياول

n يرود وقتي ند، انتظار ميفران يه ايبر پا   جواب ،
)نهين مربعات به يب كمتريروش تقر يبيتقر )ny t   به

)ق يجواب دق )y t ) همگرا  ٢ه (ي) با شرط اول١از معادله (
ر يه زين مربعات در قضيب كمتريروش تقر  يي باشد. همگرا

  گردد.ي ان ميب
  

)د يفرض كن  )y t بازه  يق رويجواب دق
 ,T  و( )ny t ن يب كمتريجواب روش تقر
ي ) باشد. اگر برا٢ه (ي) با شرط اول١نه از معادله (يمربعات به 

ic  , يا، چندجمله،
0

( ) ( )
n

n i i n
i

P t c B t


 

 هر يبه ازا كهيوجود داشته باشد به طور ,t T  
limم يداشته باش ( ) ( )nn
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  .]٧[در  ١ه ياثبات: مشابه قض
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 يشنهاديح روش پيتوض  يبرا  ين بخش دو مثال عدديدر ا

ر محاسبه  يها خطا از رابطه زن مثاليم. در ايدهي ارائه م
  شود:  يم

1

22 ( ) ,
T

n ne t d t





          

  
)كه در آن ) ( ) ( )n ne t y t y t .  

بدست   يج عدديسه نتايرا با مقا يشنهاديروش پ ييكارا
 يم. تماميدهي نشان م ]١١، ١٢، ١٣ [آمده در مراجع 
ط متلب انجام  يمح  ق برنامه نوشته شده دري محاسبات از طر

  شده است. 
  :]١٠[د  يريرا در نظر بگ  ريه زيمساله مقدار اول  

( ) 0 ,
( )

( ) 0,

tt

t
e y s ds t T

y t
t t





 





    
   


 
  

,0.5كه در آن  0.5T    و تابع( )t ي برا
 ,0t   شود:ي ف مير تعريبه صورت ز  

:[ 0.5,0]

( ) .tt e





 



،

  
  

 يق براين جواب دقيهمچن 0.5,0.5t     به
  ر است: يصورت ز

 ( ) : 0.5,0.5

( ) .t
y t

y t e

 



،

 
  

8,9n يبرا يشنهاديروش پ يريگبا بكار   جواب ،
سه جواب يم. مقايآوري صفر را بدست م يبا خطا يبيتقر
 يريتاخ يخطق معادله انتگرال ولترا يو جواب دق يبيتقر
) نشان داده شده است. همانطور  ١شكل (ن مثال در  يا  يبرا

بدست آمده با روش  يبيد جواب تقريكنيكه مشاهده م
در سرتاسر بازه است. در   ييدقت بالا يدارا يشنهاديپ

، روش يشنهاديمده از روش پآبدست  ي) خطا١جدول (
، روش  ]١٠[ه استانداردين مربعات بر پايب كمتريتقر

و روش   ]١١[رات يي، روش تكرار تغ]١٢[ت سوم مشتقا
  اند. سه شدهيبا هم مقا ]١٣[لور يت يهاياچندجمله

n ][ ][ ][ ][ 

8  0 2.01e-9 4.11e-8 5.31e-6 3.54e-6 

9 0 4.71e-10 3.30e-8 6.21e-7 3.01e-6 
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،  ]٩[در مرجع  يمسر يماريطبق مدل ب 
)د يفرض كن )y t  نسبت عفونت افراد در لحظهt   و
( ( ))g y t اشد.  نسبت افراد آلوده شده در واحد زمان ب

)د ين فرض كنيهمچن )f t باشند كه   ينسبت مهاجران
)مار هستند.  يب  tهنوز در زمان   )P s   را به عنوان احتمال

بعد از   Sشدن حداقل زمان  يداشتن عفونت بعد از سپر
نتشار عفونت به  د. معادله ايريتلا به عفونت در نظر بگاب

  : شوديم داده ر يز نيهمرشتا –صورت انتگرال ولترا  

( ) ( ). ( ( )), 0 ,
( )

( ) 0,

t

t
f t P t s g y s t T

y t
t t



 


   


  






    
  

د در واحد زمان،  يد نسبت عفونت جديفرض كن
( ( ))g y t متناسب با ،( )y t  باشد وP ك تابع  ي

(0)مثبت با  ينزول 1P  دين فرض كنيباشد. همچن
0.5T  د ياست فرض كن ي. از آنجا كه منطق

 يمارين بيكه در واحد زمان هنوز هم به ا  ينسبت مهاجران
  ر بدست يز  ياضيدر حال كاهش است، مدل ر  مبتلا هستند

  

  :ديآيم
( )( ) ( ) 0 0.5,

( )
( ) 0.5 0,

t t s

t
f t e y s ds t

y t
t t





 


  


  






  

  
)كه در آن  ) 0.5 tf t e  و( ) tt e   جواب .

 ر است:يق دستگاه فوق به صورت زيدق

 : 0.5,0.5 ,

( ) .t
y

y t e
 



،

     
  

4,6n يبرا يشنهاديروش پ يريبا بكارگ   و ،
8n  ٢د. در جدول (يآي بدست م ي بيجواب تقر  (

ب يروش تقر ين روش و خطايز ابدست آمده ا يخطاها
سه يمقا ]١٠[ه استاندارد از مرجع ين مربعات بر پايكمتر
ق يو جواب دق يبيسه جواب تقرين مقاياند. همچنشده

در شكل  ن مثال  يا  يبرا   يريتاخ  يمعادله انتگرال ولترا خط
  ) نشان داده شده است. ٢(

  
 

n  ][ 
4 1.0100e-5 1.01e-5 
6 2.0042e-6 5.32e-6 
8 1.3092e-11 1.30e-11 
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ه  ين مربعات بر پايكمترب يتقر ين مقاله روش عدديدر ا

مدل  يافته براين انتقال يبرنشتا nدرجه  يهاياچندجمله
 يطور فصلكه به  ينيمع يعفون يهايماريانتشار ب ياضير

قرار   يان و مورد بررس يكنند بي ر مييو با سرعت ثابت تغ
با ارائه   يشنهاديروش پ يين اعتبار و كارايگرفت. همچن

گر نشان يد يهاج با روشيسه نتايو مقا يعدد دو مثال
شود روش ارائه شده  يداده شد. همانطور كه مشاهده م

موجود  يهار روش ينسبت به سا  ييلاار بايدقت بس يدارا
  باشد. يم
  

 كه شان سازنده يشنهادهايپ خاطر  به محترم داوران از

 تشكر شد، كمال مقاله شدن  پربارتر و  تيفيك بهبود موجب

  .ميدار را يو قدردان
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