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 ي دسياقل يفضا nCح مثبت و يعدد صح nم يفرض كن
n ره مختلطييمتغ),,(= 1 nzzz  ي با ضرب داخل 
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భ
మ  باشد كهnwz C,باز   ي. گو

{z ∈ C୬|‖z‖ < 𝑟}  را با نمادn
rB واحد   يو گو

nB1  را با نمادnB ي بسته  يم. گويدهي نشان م 
{z ∈ C୬|‖z‖ ≤ r}  را با نمادn

rB واحد  يو مرز گو
{z ∈ C୬|‖z‖ = r}  را نماد∂𝐵௡ م. در يدهي نشان م

ن يچنم. هميدهي نشان م Uرا با 1Bره، يك متغيحالت 
ˆ=),,(م يدهي ، قرارم2n يبرا 2 nzzz   لذا ،
nzzzم يدار C)ˆ,(= 1. 

),(م يفرض كن mnL CC يهانگاشت يش فضاينما 
‖𝐴‖ با نرم استاندارد  mCبه nCاز  يخط =

sup{‖A(z)‖|‖z‖ =  nIم يباشد. فرض كن {1
),( يفضا يعملگر همان nnL CC م يباشد. فرض كن

 در  ياحوزهnC  و)(H توابع   يمجموعه
باشد. نگاشت   nCبه  ك از يهلومورف

)(Hf (0)=0م هرگاه ييزه گويرا نرمالf   و

nf IJ ن يس ژاكوبيماتر fJ(0)، كه در آن (0)=
را  Hf)(در مبدأ است. نگاشت fمختلط 

، داشته  zهر  يم اگر براييگو يليموضعاً دوتحل
det)(0م يباش zJ fم ي. فرض كن)(LS 

زه بر  ينرمال يليموضعاً دوتحل يهاتمام نگاشت  يمجموعه
  و)(S  زه بر ينرمال يليدوتحل يهاكلاس نگاشت
  ره مختلط مجموعه  يك متغيباشند. در حالت
)( 1BS  را باS  يو مجموعه )( 1BLS را با نماد

LS م يم. فرض كنيدهي ش مينما)( Sf  ،
)(نگاشت  Sf محدب)  ب يترتبه گون (را ستاره

گون ستاره ياه يناحfتحت   ريم هرگاه تصوييگو
به مبدأ باشد. كلاس توابع  ه محدب) نسبت ياحب نيترت(به

*)(ب محدب) را با يترتگون (به ستاره S ب  يترت(به
)(Kره مختلط يك متغيم. در حالت يدهيش مي) نما
)( 1* BS  ب يترت(به)( 1BK را با (*S ب)ب يرتتهK (
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، 10م، اگر عدد مثبت ييستارگون گو    وجود
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)( nBf  .ستارگون باشد  
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ك ي z)( ينكوفسكيم. لذا، تابعك ميكنيمف يتعر

است و  nCنرم بر 
nppn ,,2,  يواحد در فضا يگو 

كه  ن نرم است. همان طور ينسبت به ا nCباناخ 
در  z)( ينكوفسكيم تابعك ميدانيم

{0}\,,2, nppn  ،1Cن، خواص  ياست. علاوه برا
برقرار است (به   z)( ي نكوفسكيتابعك م ي ر برايز

  د):ينگاه كن ]١٢[ مرجع
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مدور محدب   يحوزه د يفرض كن ]٢٣[
 ي نكوفسكيباشد. تابعك م nCكراندارشامل مبدأ در 

)(z  {0}در\ ،1C د يباشد. فرض كنf
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 بر و مرتبه را فنرگون از نوع fگاه نگاشت آن
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باً فنرگون از  ياً و تقريقورا نگاشت  zf)(صورت نيا در

  م.ييگو nBبر    يو مرتبه  نوع 
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 . ودشيل ميتبد

در   هارد كراندار نير يرا به حوزه  اگر 
nC ١ر كه منسوب به سويف زيم، تعريم دهيتعم

و   ٢
٢وانگ

 م.يآوري دست ماست، را به ] ١[٣

 يحوزه nCد ي] فرض كن٢٠[
  ي نكوفسكيو تابعك مهارد كراندار شامل مبدأ باشدنير
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باً فنرگون از ياً و تقريقورا نگاشت  zf)(صورت نيدرا

 م.ييگو بر    يو مرتبه  نوع 

م يب فرض كنيترتهبف فوق يدر تعار 
0= ،0=  0و== صورت ني، در ا

اً و  ي،قو باً فنرگون از نوع يتقر يهاف نگاشت يتعار
دست  اً ستارگون را به يو قو  يباً فنرگون از مرتبه يتقر

 .ميآوريم

٣، رافر١٩٩٥در سال 
٤جيو سافر ٤

كه   ي عيعملگر توس ٥
بر قرص واحد  يليباً دوتحليع تابع تقريتوس يبرا يروش
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U در C واحد  يبر گو يليباً دوتحليبه نگاشت تقر
nB درnC 2نمودند.  يفكند را معري را ارائه مn  را

صورت ) را به ]٧،١٩[ج (يسافر -د، عملگر رافريريثابت بگ
  ميكنيف مير تعريز
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زه بر قرص واحد  ينرمال يلينگاشت دوتحل fكه در آن 

U در C و بوده)ˆ,(= 1 zzz واحد  يدر گوnB  در
nC يقرار دارد و شاخه ඥf ᇱ(zଵ)|୸భసబ = از تابع   1

 ج يشود. نتاي انتخاب م ي توان
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دهند. ي ج را نشان ميسافر - رافرع يت نگاشت توسياهم
كه عملگر خود را  يج زمانيت را رافر و سافريلن مشموياول

 ياند. در حالكرده] اثبات ١٩[كردند در مرجع يم يمعرف
٥ت توسط گراهاميمشمول ين رابطه يكه دوم

٦و كوهر ٦
در  ٧

از   ييهااثبات شده است. تا آن زمان ارائه مثال ]٦[مرجع 
ار بود.  دشوار يبس nBمحدب و ستارگون در  يهانگاشت 

م يتواني م يسادگج، به يسافر -ع رافريبه كمك عملگر توس
ن امرعلت يم و ايها را ارائه دهن نگاشتياز ا ييهامثال

دهد. ين عملگر نشان ميپژوهشگران را به ا يمندعلاقه 
را  جيسافر -ع رافريعملگر توس ياز كاربردها ياريبس

 ند. اودهان نمي] ب٧ر خود [يگراهام و كوهر در كتاب اخ

  - ع رافريخواص عملگر توسگر پژوهشگران ياز طرف د
  ي اند. برانموده يهارد بررسنير يهابر حوزه را جيسافر
٧گونك مثال

٨ويو ل ٨
گون ستاره -ε] مفهوم نگاشت ١٠،٤[ ٩

  اند كه عملگرنشان داده نموده و  يرا معرف
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  بر   گونستار -εرا به نگاشت  Uدر  گونستاره -εتابع 
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6. Kohr 
7. Gong 
8. Liu 

  هاردنير يحوزه
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مشابهاً  ẑو  f ،1zو  1pنگارد، كه در آن يم

و   =0ر حالت اند. دف شدهيصورت فوق تعربه 
1=  نگاشت
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گون و محدب در ، توابع ستارU 

 pn,گون و محدب در ب به نگاشت ستار يترترا به 
نشان دادند كه   ]٥[و ينگارد. علاوه بر آن، گونگ و ليم

  لگر    عم
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بر   ستارگون -εرا به نگاشت  Uدر  ستارگون -εتابع 
  هاردنير يحوزه
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مشابهاً ẑو f ،1zو  1jpنگارد، كه در آن يم

  ] ١١[و يو و لين ليچناند. همف شده يصورت فوق تعربه 
را بر   ياز مرتبه يگونن عملگر ستارينشان دادند كه ا

 يحوزه
nppn ,,2, گر،  يكند. از طرف دي حفظ م

٩فنگ
باً  ين عملگر تقريثابت كردند كه ا ] ٣[و يو ل ١٠

 يرا بر حوزه  ياز مرتبه  ي گونستار
nppn ,,2, 

١٠وري، م]٨[كند. بعداً، كوهر ي حفظ م
١١يو رهرو] ١٣[١١

و   ١٢
ر  يير لاونر عملگر تغيبه كمك زنج] ١٥،١٧[همكاران 

راً، خواص  يجرا مطالعه كردند. اخيسافر -ع رافريافته توسي
واحد   يوبر گ  جيسافر -ع رافريافته توسير ييعملگر تغ

 
9. Feng 
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11. Rahrovi 
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١٢، فنگ و لو]٢٢و [يتوسط وانگ و ل
و   يو رهرو ]٣[١٣

 اند.شده  ي بررس]  ١٦،١٨[همكاران 

 -ع رافريافته توسير ييعملگر تغ يدر مقابل مطالعه
م خواص  ياست اگر بتوان ي عي، طبواحد يبر گو جيسافر

 يج بر حوزه يسافر -ع رافريافته توسير ييعملگر تغ
هارد نير

nppn ,,1,  م. يكن يرا بررس 
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)٤(              

, , ,2

1 1
=2

11

2
1 2 1

( ) = [ ( )]( ) =

( ) ( ) ,

( ( )) , , ( ( )) ,

n p pn

n p j
j j

j

pp n
n

F z f z

f z f z a z

f z z f z z








 





K

K

  

  
هارد نير يرا بر حوزه 

nppn ,,2,  نمودند، كه   يمعرف
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 شود. يف ميتعر

١٤ي، ل٢٠١٤در سال 
ر را بر  يع زيعملگر توس ]٩[و فنگ  ١٥
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 م.يكنير شروع ميز يه ين بخش را با قضيا
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2
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  ي است نابرابري، كافيمرتبه
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 :ررا دارميز
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  م ي) دار١( يرابطه صورت بنا به نيا
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ن، بنا به اصل  ياست. بنابرا يليتحل نسبت به 

|=|1، در يليتوابع تحل يمم مطلق برايماكس    به
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اً يو قو  يباً فنرگون از مرتبهياً و تقريقو، نوع 
  م.يآوري دست مگون را به ستار

توابع محدب، ستارگون،   ي افتن مثال برايكه  ييازآن جا
ار دشوار است  يبس 𝐵୬ يبعد-n ي.. در فضافنرگون و . 

آن روش  يهاميج و تعميسافر-رافر يعيلذا عملگر توس
ن  يرا در ا ينين چنيا ييهاجهت ارائه مثال ياار سادهيبس

  ي ط خاصيشرا يبررسن مقاله، با يدر اآورد. يفضا فراهم م
  م كه تحت آن ينشان داد jPو  ja ي ب برايترتبه 

,)(ع يتوس يط، عملگرهايشرا f
jPn   و

)(,,2, f
nppn  از نوع  يباً فنرگونيو تقر ياً فنرگونيقو

  يو مرتبه    را بر
nppn ,,1,  د. ينمايحفظ م
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