
  http://jnrm.srbiau.ac.irدسترسي در سايتِ 
 ١٣٩٩ فروردين و ارديبهشتوم، سم، شماره بيست و شش دوره

 ٢٥٨٨-X٥٨٨شماره شاپا: 
  
 
  
  

  هادر درخت رومی -ای همحاطهاعدد 
  
  

 1مرضیه سرودي و1رعنا خوئیلر
 
  

  گروه ریاضی، دانشگاه شهید مدنی آذربایجان، ایران)1(
 

  
 ١٩/١٠/١٣٩٨تاريخ پذيرش مقاله:              ٠٧/١١/١٣٩٧مقاله:  ارسالتاريخ 

  چکيده

ܩفرض کنید  = (ܩ)ܸ:݂ و گرافیک  (ܧ,ܸ) → ست هرگاه اشده  محافظت ݂ نسبت به تابع ݒ یک تابع باشد. رأس {0,1,2}
(ݒ)݂  > (ݒ)݂ یا  0 = ) است CRDFرومی (به اختصار -گر هم، یک تابع احاطه݂با رأسی به وزن مثبت مجاور باشد. تابع  ݒو  0

ݑ ) هر رأس2شده باشد، و ( محافظت ܸ ) هر رأس در1هرگاه: ( ∈ ݒ اي همچونوزن مثبت همسایه با  ܸ ∈ (ݒ)݂ با ܸ = 0 
ܸ:௨݂௩ که تابعبه طوري باشدداشته  → (ݑ)௨݂௩ صورتشده به تعریف {0,1,2} = (ݑ)݂ − 1 ، ௨݂௩(ݒ) = ݔ و براي 1 ∈

ܸ − ,ݒ} (ݔ)௨݂௩ صورتبه {ݑ = (݂)߱ صورتبه  ݂ باشد. وزن اي نداشته نشده ، هیچ رأس محافظت(ݔ)݂ = ∑  ௩∈௏(ݒ)݂
 گراحاطه شود، کمترین وزن در بین تمامی توابعمی نمایش داده  (ܩγ௖௥که با نماد  ܩرومی گراف -اي هم. عدد احاطهشودتعریف می

ها و ها برحسب تعداد رئوس، تعداد برگدرخترومی -اي همي عدد احاطهارب بالا کرانابتدا یک ،باشد. در این مقالهمی ܩرومی گراف -هم
و سایر پارامترهاي  یک درخت برحسب مرتبه رومی-اي هماطهعدد احهایی براي کران . سپسکنیمارائه می ܶگاه درخت تعداد رئوس تکیه

 آوریم.دست میبهآن  اياحاطه
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 مقدمه - ١
جا براي آشنایی با اصطلاحات و نکاتی از نظریه گراف که در این

در  مراجعه کنید. [16،12،11]است به ها اشاره نشدهبه آن
ܸ با مجموعه رأسی گرافی ساده  ܩ سراسر این مقاله، =

ܧو مجموعه یالی  (ܩ)ܸ =  است.(ܩ)ܧ
݊ با نماد |ܸ|، ܩي گراف مرتبه  = ي گراف اندازهو  (ܩ)݊
݉ با نماد |ܧ| ،ܩ =   شوند. داده مینمایش  (ܩ)݉

ݒبه ازاي هر رأس  :1تعریف ∈ (ݒ)ܰي، مجموعهܸ =
ݑ} ∈ ݒݑ|ܸ ∈  يرا همسایگی باز و مجموعه {ܧ

[ݒ]ܰ = (ݒ)ܰ ∪  ݒ ي رأسبسته  را همسایگی {ݒ}
 و  ݒ را مجاور گوئیم هرگاه (ܩ)ܸ از ݑو ݒ دو رأس  .گویند
، (ܩ)ܸ از ݒ باشند. براي هر رأسܩ  انتهاي یالی ازدو   ݑ

(ݒ)degீ بصورتݒ ي رأس درجه  = deg (v) =
ي گراف نیمم و ماکسیمم درجهشود. میتعریف می |(ݒ)ܰ|

ߜ ترتیب با نمادهايبه = =∆ و  (ܩ)ߜ نمایش  (ܩ)∆
ي یک را برگ و رأس مجاور به آن شوند. رأسی از درجهداده می

گاهی که مجاور نامند. همچنین رأس تکیهاه میگرا رأس تکیه
 شود.نامیده می گاه قوي به حداقل دو برگ باشد، رأس تکیه

ترتیب با را به ܩگاه گراف ها و رئوس تکیهي برگمجموعه
 دهند. همچنین،نمایش می (ܩ)ܵو  (ܩ)ܮ نمادهاي
 ௩ܮرا با  ݒگاه هاي مجاور به رأس تکیهي تمام برگمجموعه
ܵ دهیم. همسایگی باز مجموعهمینمایش  ⊆ ست ا عبارت ܸ

(ܵ)ܰ از =∪௩∈ௌ همسایگی بسـتـه آن برابر و  (ݒ)ܰ
[ܵ]ܰ با اسـت = ܰ(ܵ) ∪ ݒفرض کنید . ܵ ∈ ܵ ⊆
 نامندمی ܵ نسبت به ݒ ي خصوصیرا همسایه ݑ . رأسܸ

ݑ ههرگا ∈ [ݒ]ܰ −ܰ[ܵ − مسیر از . یک [{ݒ}
نشان  ௡ܥرا با  ݊  يو یک دور از مرتبه ௡ܲ با را ݊ي مرتبه 

اي است که هر دو رأس آن با گراف کامل، گراف ساده دهیم.می
نشان  ௡ܭرا با  ݊ ي هم مجاورند. گراف کامل از مرتبه

، طول ܩ گراف همبنددر ݒ و  ݑفاصله بین دو رأس  دهند.می
,ݑ)ீ݀باشد که با نماد می ܩمسیر در ݒݑ−کوتاهترین   (ݒ

از دورترین رأس  ݒي رأس به فاصله شود.نمایش داده می
، ܩگویند. قطر گراف  ݒ را خروج از مرکز ݒ به نسبت

 ܩ، بیشترین خروج از مرکز در بین رئوس گراف (ܩ)݉ܽ݅݀
 .باشدمی

ܩگراف دوبخشی  :2تعریف = گرافی است که  (ܻ,ܺ)ܩ
طوري به ܻ و  ܺ ها را بتوان به دو زیرمجموعهمجموعه رأس

 ܻ و یک انتها در ܺ افراز کرد که هر یال داراي یک انتها در
باشد. گراف دوبخشی کامل، گراف ساده دوبخشی است که در 

آن هر رأس در یک بخش با هر رأس در بخش دیگر مجاور 
  ݊ رأس در یک بخش و   ݉باشد. گراف دوبخشی کاملی که

 دهند.نشان می ௠,௡ܭ باشد را با رأس در بخش دیگر داشته
݊ه را یک ستاره نامیــده و رأس از درجــ ௡ି1,1ܭگراف  −

، که ௣,௤ܵܦه ز آن گـویــند. همچـنیـن دو ستاررا مــرکـــ 1
ݍ)در آن  ≥ ݌ ≥ است که از اتـصال دو رأس درختـی  ،(1

  آید.بدسـت می ௤,1ܭو  ௣,1ܭي ها مـــرکـزي ستاره
 (ܩ)ܸ اي ناتهی اززیرمجموعه ܵفرض کنید  :3تعریف

 که با نماد ܵ شده توسطءصورت، زیرگراف القاباشد. در این
 ܵشود، گرافی است با مجموعه رأسینمایش داده می [ܵ]ܩ

است که هر دو  ܩهاي اي از یالکه مجموعه یالهایش، مجموعه
  است. ܵانتهایشان در

درختی   شود.دور، درخت نامیده میهمبند بی  گراف :4تعریف
عنوان ریشه انتخاب شود، یک درخت  هکه در آن یک رأس ب

باشد که در رأس درختی  ܶ فرض کنیدشود.دار نامیده میریشه
را که روي  ݓرأس  . در اینصورتاستدار شدهریشهݒ دلخواه 
نامند که در می ݒ ي رأسقرار دارد، نواده ݓبه ݒمسیر از

و  (ݒ)ܥ شود.نامیده می ݒ ، فرزندݒصورت مجاورت با 
نوادگان  مجموعه فرزندان و مجموعه ، بترتیب نمایانگر(ݒ)ܦ 

[ݒ]ܦ و  باشندمی ݒ  = (ݒ)ܦ ∪ زیردرخت  .{ݒ}
القا  (ݒ)ܦ است که توسط  ܶ ، زیردرختی درݒ  ماکسیمال در

 که با نماد  ݒ رأسعمق  شود.نمایش داده می ௩ܶشده و با نماد 
تا  ݒ شود، بیشترین فاصله از رأسمی هنشان داد (ݒ)ℎݐ݌݁݀

اي ، مسیر القاشدهܩ از گراف مسیر آویز است.  (ݒ)ܦرأسی از 
ي یک باشد و نقطه است که یکی از نقاط پایانی آن از درجه

برخی رئوس با بوده و مجاور  3انتهایی دیگرش، از درجه حداقل 
ܩ در −   است. ܲ

را یک  (ܩ)ܸ از  ܦ ي یک زیرمجموعه :5 تعریف
گوئیم هرگاه هر رأس از  ܩ گر برايي احاطهمجموعه

(ܩ)ܸ  −  گرمجاور باشد. عدد احاطه ܦ با رأسی از  ܦ
تعریف  ܩ گرهاي حاطهاي ي مجموعه،کمترین اندازه  (ܩ)ߛ

گر در گرافها داراي انواع بسیاري است که شود. مفهوم احاطهمی
است که بخش قابل در نظریه گرافها مورد مطالعه قرار گرفته

و  2و هدتنیمی1توجهی از آنها در دو کتابی که توسط هاینس
  ، بیان شده است.تألیف شده 3اسلاتر 

 
١ -Haynes 
٢ -Hedetniemi 
٣ -Slater 



 

   ١١٣                                                                                                                                                        هادر درخت رومی -هم اي عدد احاطه
 

   

ܵي به ازاي زیرمجموعه :6 تعریف ⊆ از رئوس  (ܩ)ܸ
(ܩ)ܸ:݂ تابع  و  ܩگراف  → ℝ، ݂(ܵ)صورت را به  

݂(ܵ) = ∑ ܸ:݂ تابع . کنیم تعریف می  ௫∈ௌ(ݔ)݂ →
 ܩ ) رويRDF(به اختصار  گر رومیتابع احاطه، یک {0,1,2}

(ݑ)݂با  ݑ  شود هرگاه هر رأسنامیده می = حداقل با  0
(ݒ)݂ با  ܩ از ݒس یک رأ = ، ݂وزن  مجاور باشد. 2

اي شود. عدد احاطهتعریف می ((ܩ)ܸ)݂صورت ، به(݂)߱ 
گر نیمم وزن یک تابع احاطه، می(ܩ)γோ، ܩرومی گراف 

نیمم وزن گر رومی با میاست. یک تابع احاطه ܩ رومی در 
γோ(ܩ)  یک ܩ در گراف ،− γோ(ܩ) تابع نامیده

  . ]8[شودمی
ܸ:݂ تابع : 7 تعریف → گر احاطه-{2}تابع ، یک {0,1,2}

(ݑ)݂با  ݑ  شود هرگاه هر رأسنامیده می ܩ روي رومی =
(ݒ)݂  با ܩ از ݒ سرأ یک حداقل با 0 = یا با حداقل دو  2

(ݓ)݂با ܩ از ݖ و  ݓرأس  = (ݖ)݂ = مجاور باشد.  1
نیمم وزن ، می(ܩ)γ{ோଶ}، ܩاي رومی گراف احاطه-{2}عدد 

- {2}است. یک تابع  ܩ گر رومی در احاطه-{2}یک تابع 
، یک ܩ در گراف (ܩ)γ{ோଶ}نیمم وزن گر رومی با میاحاطه

− γ{ோଶ}(ܩ)[٧] شودتابع نامیده می.  
ܸ:݂ تابع  :8 تعریف → Ƥ({1,2}) ، ܩاز مجموعه رئوس 

 کمانیرنگین-2گر تابع احاطهیک  {1,2}به مجموعه توانی 
با  ݑ  هر رأس به ازاي شود هرگاهنامیده می ܩ روي

(ݑ)݂ = ⋃ باشیمداشته ∅ (ݒ)݂ = {1,2}௩∈ே(௨)  و
نیمم ، می(ܩ)γ௥ଶ، ܩگراف  کمانیرنگین-2اي عدد احاطه

∑مقدار  - 2گر ابع احاطهوت در بین تمامی (ீ)௩∈௏|(ݒ)݂|
با  کمانیرنگین-2گر است. یک تابع احاطه ܩ در  کمانیرنگین

تابع (ܩ)γ௥ଶ −، یک ܩ در گراف  (ܩ)γ௥ଶنیمم وزن می
  .شودنامیده می

شده است هرگاه محافظت ݂نسبت به  ݒرأس  :9 تعریف
(ݒ)݂ > (ݒ)݂یا  0 = با رأسی به وزن مثبت  ݒو  0

 مجاور باشد.
ܸ:݂تابع  :10تعریف → گر رومی تابع احاطه یک ، {0,1,2}
شود هرگاه هر نامیده می ܩ) رويWRDF(به اختصار  ضعیف 
(ݑ)݂با  ݑرأس  = با  ܩاز  ݒ یک رأس حداقل با  0

(ݒ)݂ ≥  که در تـابـــع به طوريمجاور بـاشـد  1
 ݂′:ܸ → (ݒ)ᇱ݂با ضابطه شـــده  ـعریــفت {0,1,2} =

(ݒ)݂ − 1،݂ᇱ(ݑ) = ݔو به ازاي هر  1 ∈ ܸ −
,ݑ} (ݔ)ᇱ݂صورت به {ݒ =  ′݂نسبت به  هر رأس ،(ݔ)݂

، ܩ گراف  اي رومی ضعیف. عدد احاطهشده باشدمحافظت
 گر رومی ضعیف در نیمم وزن یک تابع احاطه، می(ܩ)௥ߛ

، 6[در  اي رومی ضعیف احاطه همچنین عدد  .]14[ استܩ 
  نیز مورد مطالعه قرار گرفته است. ]15

ܸ:݂ تابع  :11 تعریف → - گر همتابع احاطه یک  {0,1,2}
شود هرگاه هر نامیده می ܩ  روي )CRDF رومی (به اختصار

(ݒ)݂با  ݒرأس  = و ی با وزن مثبت مجاور باشد رأس ، با0
(ݑ)݂ با  ݑ  همچنین هر رأس ≥  ݒ  همسایه اي چون،  1

(ݒ)݂ با  = ܸ:௨݂௩طوري که تابع باشد بهداشته  0 →
  صورتکه به {0,1,2}

௨݂௩(ݔ) = ൝
1 ݔ = ݒ

−(ݔ)݂ 1 ݔ = ݑ
(ݔ)݂ ݔ ∈ ܸ − ,ݑ} {ݒ

  

. عدد س محافظت نشده اي نداشته باشدهیچ رأ شود،تعریف می
نیمم وزن یک ، می(ܩ)௖௥ߛ ،ܩگراف  رومی-اي هماحاطه

و 4همچنین شائو. ]2[ استܩ  رومی در-گر همتابع احاطه
ي تابع مطالعه ]9[و همکاران  5و دهگردي  ]16[همکاران 

  اند.رومی را ادامه داده -گر هماحاطه
ܸ:݂  تابع :12تعریف → گر تابع احاطه یک {0,1,2,3}

شود مینامیده  ܩ  روي )DRDF رومی مضاعف (به اختصار
  شرایط زیر برقرار باشند. هرگاه 

݅ که  ௜ܸ فرض کنید  = ي مجموعه دهنده نشان ،0,1,2,3
 اختصاص یافته ݅ها وزن به آن ݂رئوسی باشد که تحت تابع 

  است.
(ݒ)݂ الف) اگر( = باید حداقل دو همسایه  ݒ آنگاه رأس 0

 .باشد داشته 3ܸ   یا یک همسایه در 2ܸ  در
(ݒ)݂ ب) اگر( = همسایه  یکباید حداقل  ݒ آنگاه رأس 1

2ܸ  در ∪  .باشد  داشته 3ܸ
نیمم ، می(ܩ)ௗோߛ، ܩ اي رومی مضاعف گرافعدد احاطه

است. یک تابع  ܩ گر رومی مضاعف رويوزن یک تابع احاطه
 یک  (ܩ)ௗோߛبا وزن  ܩگر رومی مضاعف روي احاطه

  شود.نامیده می ܩتابع از (ܩ)ௗோߛ−
݊ با ௡ܥ  به ازاي دور ]2[ .1قضیه  ≥  و به ازاي مسیر  4

௡ܲ، 

(௡ܥ)௖௥ߛ = )௖௥ߛ ௡ܲ) = ቒ2௡
5 ቓ.  

݊ با ௡ܥ به ازاي دور ]14[ .2قضیه  ≥  و به ازاي مسیر  4
௡ܲ،  

 
٤ -Zehui Shao 
٥ -Dehgardi 
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)௥ߛ ௡ܲ) = (௡ܥ)௥ߛ = ቒ3௡
7 ቓ.   

 ،௡ܥ و دورهاي௡ܲ   به ازاي مسیرهاي ]8[.3قضیه 

)ோߛ ௡ܲ) = (௡ܥ)ோߛ = ቒ2௡
3 ቓ.  

݊به ازاي ]4[.4قضیه  ≥ 1،  
)௥ଶߛ ௡ܲ) = ቒ௡2ቓ+ 1.  

݊ به ازاي ]1[ .5قضیه  ≥ 1، 

)ௗோߛ ௡ܲ) = ቊ
݊                   ݊ ≡ (3 ݀݋݉)     0
݊ + 1         ݊ ≡     .(3 ݀݋݉) 2 یا  1

 :زیر برقرارند روابط ،ܩ  به ازاي ]2[ .6قضیه 
ߛ(الف) ≤ ௖௥ߛ ≤ ௥ߛ ≤ ோߛ ≤   ߛ2
ߛ(ب)  ≤ ௖௥ߛ ≤   ௥ߛ
ߛ(ج)  ≤   .௖௥ߛ

(ܶ)௖௥ߛ گاهآندرخت باشد،  یک T اگر ]2[ .7قضیه  ≤
2௡
3.  

n درختی از مرتبه T اگر ]5[ .8قضیه  ≥  گاهنآ، 3
(ܶ)ோߛ ≤ 4௡

5 .  
n درختی از مرتبه T اگر ]18[ .9قضیه  ≥ -، آن3

(ܶ)௥ଶߛگاه ≤ 3௡
4 . 

(ܶ){ோଶ}ߛ ،T به ازاي هر درخت ]7[ .10قضیه  =
  . (ܶ)௥ଶߛ

n درختی از مرتبه T اگر ]3[ .11قضیه  ≥  گاه، آن3
(ܶ)ௗோߛ ≤ 5௡

4 .  
 رومی- اي همهایی با کوچکترین عدد احاطهگراف

کنیم که کوچکترین عدد هایی را تعیین میدر این بخش، گراف
 رومی را دارند.-اي هماحاطه

n مرتبهگرافی همبند از  ܩ فرض کنید. 12گزاره  ≥ 3 
 صورتدر این. باشد

)1  ( γ௖௥(ܩ) = دقیقاً یک رأس از  ܩ  اگر و فقط اگر2
n  درجه − n یا دقیقاً دو رأس از درجه 1 −   .باشد  داشته 2

)2 (  γ௖௥(ܩ) = از درجه  ݒداراي رأس  ܩاگر و فقط اگر 3
n− ݑکـه به ازاي هر رأس به طوري باشد 2 ∉ ، (ݒ)ܰ

(ݑ)ܰ ⊂ ,3ݒداراي سه رأس  ܩیا  (ݒ)ܰ ,2ݒ با  1ݒ
n ي کمتر از درجه  − 1هر براي کهباشد به طوري 2 ≤ ݅ ≤

3  , ݅  ،  
N(ݒ௜) ⊆∪௜ஷ௝ ܰ൫ݒ௝൯. 

݂فرض کنید  برهان. = ( 0ܸ , 1ܸ ,  تابع ازγ௖௥−یک  (2ܸ
  باشد. ܩ

n دقیقاً یک رأس از درجه ܩ اگر)  1( − یا دقیقاً دو رأس از  1
n درجه − (ܩ)γ௖௥گاه باشد،آن داشته 2 =  برعکس، فرض. 2

(ܩ)γ௖௥ دکنی = |که از این. 2 1ܸ| + 2| 2ܸ| = نتیجه  2
|شود کهمی 1ܸ| = 0, | 2ܸ| = |یا 1 1ܸ| = 2, | 2ܸ| = 0 .
| اگر 1ܸ| = 0, | 2ܸ| = 2ܸ گاه، آن1 = باید با  ݒ و  {ݒ}

دقیقاً یک رأس از  ܩ مجاور باشد. بنابراین (ܩ)ܸ تمام رئوس
−n  درجه |که  حال فرض کنید .دارد 1 1ܸ| = 2, | 2ܸ| =

1ܸ صورتدراین   0 =  ܩکه تمام رئوس به طوري {ݓ,ݑ}
مجاور هستند و  ݓ,ݑ جز یک رأس، همگی با هر دو رأسبه

این دو رأس هر کدام دقیقاً یک همسایه خصوصی دارند. 
nدقیقاً دو رأس از درجه  ܩبنابراین  −  دارد. 2

nاز درجه  ݒداراي رأس  ܩاگر )  2( −  کهباشد به طوري 2
ݑ هررأسبراي  ∉ (ݑ)ܰ، (ݒ)ܰ ⊂ داراي سه  ܩیا  (ݒ)ܰ
,3ݒرأس  ,2ݒ −n ي کمتر از با درجه 1ݒ که باشد به طوري 2

1به ازاي هر  ≤ ݅ ≤ 3 , ݅ ، N(ݒ௜) ⊆∪௜ஷ௝ ܰ൫ݒ௝൯  از
(ܩ)௖௥ߛشود که نتیجه می )1(قسمت  ≥ از طرف دیگر . 3

−nاز درجه  ݒ  به رأس 2اختصاص وزن  به رأس  1و وزن  2
ݑ ∉ (ܩ)௖௥ߛ به منجر، (ݒ)ܰ ≤  بنابراین می شود.  3
(ܩ)௖௥ߛ = 3.  

(ܩ)௖௥ߛ برعکس، فرض کنید = 3.  
|که از این 1ܸ| + 2| 2ܸ| = |شود می نتیجه 3 1ܸ| =

| 2ܸ| = | یا 1 1ܸ| = 3, | 2ܸ| = |اگر  .0 1ܸ| = | 2ܸ| =
1ܸ گاه فرض کنید، آن1 = 2ܸ و  {ݑ} = و با استفاده از  {ݒ}

(ݑ)ܰباشیم  ، باید داشته݂تعریف  ⊂  ܩ. بنابراین (ݒ)ܰ
nاز درجه  ݒداراي رأس  − (ݒ)ܰ کهطوريبه  2 ∩

(ܸ − ([ݒ]݊ ≠ |کنید  حال، فرض .∅ 1ܸ| = 3 , | 2ܸ| =
1ܸد ـــکنی  صورت فرضدر این.   0 = ,ݑ} بنا به . {ݓ,ݒ

(ݒ)ܰباشیم داشته باید ݂ تعریف ⊆ (ݑ)ܰ  (ݓ)ܰ∪
(ݑ)ܰو  ⊆ (ݒ)ܰ ∪ طور که مطلوب همانو  (ݓ)ܰ

(ݓ)ܰ است داریم ⊆ ∪(ݑ)ܰ   .(ݒ)ܰ
  هادرخت

رومی -اي همدر این بخش، کران بالائی روي عدد احاطه
و  (ܶ)݈ها، و تعداد برگ (ܶ)݊بر حسب مرتبه، ܶدرخت 

(ܶ)௖௥ߛصورتبه  (ܶ)ݏ گاه،تعداد رئوس تکیه  ≤
3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)

هاي اکسترمال را کنیم و درختارائه می 6
 کنیم. بندي میدسته 

هاي اکسترمال که این کران بالا بندي درخت منظور دسته  به
متشکل از تمام  Ƭ يها قابل حصول است، خانوادهبراي آن
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توانند از دنباله کنیم که میرا معرفی می ܶهاي درخت 
௞ܶ(݇ ≥ 1), … , 2ܶ, دست آیند به ها بهاز درخت 1ܶ

݅و براي است 3ܲمسیر  1ܶکه طوري = 1, 2, … ,݇ − 1، 
௜ܶା1 به طور متوالی و با انجام عملگر زیر روي ௜ܶ دست به  
  .آیدمی

ݑ اگر: ࣩعملگر ∈ ܸ( ௜ܶ) گاه یا مجاور به هیک رأس تکی
3ܲ یک مسیر ࣩ گاه قوي باشد، آنگاه عملگریک رأس تکیه =

 .دست آیدبه ௜ܶା1افزاید تارا می 2ݔݑ و یال 1ݔ2ݔ3ݔ
)௖௥ߛدرختی با ௜ܶ اگر. 13 لم ௜ܶ) = 3௡(்೔)ା2௟(்೔)ି௦(்೔)

 باشد 6
دست به ௜ܶ روي ࣩ درختی باشد که با انجام عملگر ௜ܶା1 و 

)௖௥ߛگاه،آناستآمده  ௜ܶା1) ≤ 3௡(்೔శ1)ା2௟(்೔శ1)ି௦(்೔శ1)
6.  

–وضوح هر بهبرهان.  )௖௥ߛ ௜ܶ)تواند با تخصیص تابع می
توسیع یابد که نتیجه  ௜ܶା1از  CRDF، به یک 2ݔبه  2وزن 

)௖௥ߛدهد می ௜ܶା1) ≤ )௖௥ߛ ௜ܶ) +  ݂از طرف دیگر فرض کنید  .2
–یک  )௖௥ߛ ௜ܶା1) ݓد باشد.فرض کنی تابع ∈ در ،  ௨ܮ

(1ݔ)݂پ صورتاین + (2ݔ)݂ + (3ݔ)݂ ≥ 2،  
(ݑ)݂ + (ݓ)݂ ≥  تواندمی ݓ  یا ݑ  وزن واقع در و  1

یک  ௜ܶبه  ݂ بنابراین تحدیدجابجا شود.  ݓݑ  روي یال
CRDF از ௜ܶ ߛ\دهداست که نتیجه می௖௥( ௜ܶ) ≤

߱(݂| ௜ܶ) = )௖௥ߛ ௜ܶା1) − )௖௥ߛبنابراین . 2 ௜ܶା1) =
)௖௥ߛ ௜ܶ) +   و بنا به فرض داریم ،2

)௖௥ߛ ௜ܶା1) = )௖௥ߛ ௜ܶ) + 2
= 3௡(்೔)ା2௟(்೔)ି௦(்೔)

6 + 2
= 3(௡(்೔శ1)ି3)ା2(௟(்೔శ1)ି2)ି(௦(்೔శ1)ି1)

6 + 2
= 3௡(்೔శ1)ା2௟(்೔శ1)ି௦(்೔శ1)

6 .

    

ܶاگر .14لم  ∈ Ƭآنگاه ،  
(ܶ)௖௥ߛ = 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)

6. 
ܶ فرض کنیدبرهان.  ∈ Ƭ اي از صورت دنباله .در این

݇)௞ܶهاي درخت  ≥ 1), … , 2ܶ, که وجود دارد به طوري  1ܶ
  است و براي 3ܲمسیر  1ܶ

 ݅ = 1, 2, … ,݇ − 1،௜ܶା1 طور متوالی با انجام عملگربه 
   .آیددست میبه ௜ܶ فوق روي ࣩ

به کار  ܶی که براي ساخت به استقرا روي تعداد عملگرهای
݇اگر  رویم.روند، پیش میمی = 3ܲ گاه، آن1 ∈ Ƭ ،

)௖௥ߛ 3ܲ) =   کنید که قضیه  فرض و تساوي برقرار است. 2
ܶبراي هر درخت  ∈ Ƭ عملگرها به  اي ازتواند با دنبالهمی که

݇طول  − دست آیــد، بـرقــرار باشــــد و فرض  به 1
ᇱܶکنیــــد  = ௞ܶି1. بنا به فرض اسـتـقرا داریـــم  

(′ܶ)௖௥ߛ = 3௡൫்ᇲ൯ା2௟൫்ᇲ൯ି௦(்ᇲ)
6،  

ܶ چون = ௞ܶ دست به ′ܶ با انجام عملگر فوق روي
  گیریم کهنتیجه می 13 از لم ،استآمده 

(ܶ)௖௥ߛ = 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6.  

(ܶ)݊ درختی از مرتبهܶفرض کنید . 15قضیه  ≥  با 3
 صورت ایندر. گاه باشدتکیه رأس (ܶ)ݏ برگ و  (ܶ)݈

(ܶ)௖௥ߛ ≤ 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6  

ܶو تساوي برقرار است اگر و فقط اگر  ∈ Ƭ. 
برهان به کنیم. لزوم را ثابت می، 14با توجه به لم  برهان.

(ܶ)݊ کنیدفرض است.  (ܶ)݊استقرا روي  ≥ و فرض  3
3از مرتبه  ᇱܶکنید براي هر درخت  ≤ ݊(ܶᇱ) ≤ با  (ܶ)݊

݈(ܶᇱ)  ݏبرگ و(ܶᇱ) گاه، قضیه برقرار باشد.رأس تکیه 
݊درختی از مرتبه  ܶفرض کنید  ≥ اگر  باشد. 3

݀݅ܽ݉(ܶ) =   دهد ستاره است که نتیجه می ܶ، آنگاه 2
(ܶ)௖௥ߛ = 2 ≤ 5௡(்)ି3

ܶاین کران براي ،  6 = 3ܲ ∈
Ƭ .اگر قابل حصول است ݀݅ܽ݉(ܶ) =  یک  ܶگاه ، آن3

݌اگر  دو ستاره است. = ݍ = ܶگاه ، آن1 = و  4ܲ
(ܶ)௖௥ߛ = 2 < 15

ܶاگر  .6 = ݍکه در آن  ௤,1ܵܦ ≥ 2، 
(ܶ)௖௥ߛگاه داریم نآ = 3 < 5௤ା9

6 .  
ܶ اگر = ݍ)௣,௤ܵܦ ≥ ݌ ≥ (ܶ)௖௥ߛگاه آن (2 =

4 ≤ 5௣ା5௤ା4
ܶو این کران براي  6 = قابل حصول  2,2ܵܦ

دست آید و لذا به ࣩو با انجام عملگر  3ܲتواند از است که می
ܶ ∈ Ƭ. ݉ܽ݅݀کنیم از این پس، فرض می(ܶ) ≥ و  4

2ݒ1ݒفرض کنید  … باشد به  ܶیک مسیر قطري در  ௗା1ݒ
را در  ܶ  حد ممکن بزرگ است. تا (2ݒ)݃݁݀که طوري
  گیریم.زیر را در نظر می هاي حالتدار کنید. ریشه ௗା1ݒ

(2ݒ)்݃݁݀) 1(حالت  = ݇ ≥ 3.  
 گیریم.زیر را در نظر می هايزیرحالت 

(3ݒ)்݃݁݀) 1.1زیر حالت ( ≥ 3.  
ᇱܶقرار دهیــــد  = ܶ − ௩ܶ2.  صـــــورت در ایــن

݊(ܶᇱ) = ݊(ܶ)− ݇ ،݈(ܶᇱ) ≤ ݈(ܶ) − (݇ − و  (1
(ᇱܶ)ݏ ≥ −(ܶ)ݏ  تابع௖௥(ܶᇱ)ߛ−یک  ݃فرض کنید که  .1

و  2ݒبه  2تواند با تخصیص وزن می ݃صورت تابع در این باشد.
توسیع  ܶاز  CRDFبه یک  2ݒهاي وزن صفر به تمام برگ

(ܶ)௖௥ߛ بنابراین یابد. ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + و بنا به فرض   2
  استقرا داریم 
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(ܶ)௖௥ߛ ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 2 ≤
3(௡(்)ି௞)ା2(௟(்)ି௞ା1)ି(௦(்)ି1)

6 + 2 ≤  3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6. 

݇گاه اگر تســاوي برقــرار باشــد، آن = تـمامی  و  3
  ویــــــژه ها باید به تساوي تبدیـــل شوند. بهنامســاوي

(ܶ)௖௥ߛ = (′ܶ)௖௥ߛ + (′ܶ)௖௥ߛ،2 =
3(௡(்)ି௞)ା2(௟(்)ି௞ା1)ି(௦(்)ି1)

به  6
,ه ـــــکوري ـــــــــط ݊(ܶᇱ) = ݊(ܶ) − 3 

݈(ܶᇱ) = ݈(ܶ)− (ᇱܶ)ݏ و   2 = −(ܶ)ݏ و بنا به   1
ᇱܶفرض استقرا  ∈ Ƭ. یک رأس  3ݒکنیم حال، ثابت می

به برهان گاه قوي است. گاه یا مجاور به یک رأس تکیه تکیه 
گاه نباشد و مجاور به رأس تکیه یک  3ݒ خلف، فرض کنید که

(3ݒ)்݃݁݀گاه قوي نباشد. از فرض یک رأس تکیه  ≥ 3 
دارد و فرض   1با عمق  2ݖفرزندي مانند  3ݒشود که نتیجه می

ᇱܶ باشد. قرار دهید ܶیک مسیر در  1ݖ2ݖ3ݒکنید  = ܶ −
௭ܶ2  .ߛ−صورت هر در این௖௥(ܶ′)تواند با تخصیص تابع می

توسیع  ܶاز  CRDFبه یک  1ݖو وزن صفر به  2ݖبه  1وزن 
(ܶ)௖௥ߛدهد یابد که نتیجه می ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + بنابراین ، 1

  بنا به فرض استقرا داریم
(ܶ)௖௥ߛ ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 1 ≤  3௡൫்ᇲ൯ା2௟൫்ᇲ൯ି௦൫்ᇲ൯

6 + 1

= 3(௡(்)ି2)ା2(௟(்)ି1)ି(௦(்)ି1)
6 + 1

< 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6

   

گاه یا مجاور یک رأس تکیه  3ݒبنابراین که یک تناقض است. 
و با انجام  ′ܶتواند از می ܶگاه قوي است و به یک رأس تکیه 

ܶدهددست آید که نتیجه میبه ࣩعملگر  ∈ Ƭ.  
(3ݒ)்݃݁݀) 1.2(زیر حالت  = 2.  

ᇱܶقرار دهید  = ܶ − ௩ܶ3 .در این صورت  
݊(ܶᇱ) = ݊(ܶ)− (݇ + 1)،  
݈(ܶᇱ) ≤ ݈(ܶ)− (݇ −   و (2

(ᇱܶ)ݏ ≥ (ܶ)ݏ − 1.  
 ݃ این صورتباشد.در  تابع ௖௥(ܶᇱ)ߛ−یک  ݃ کنید کهفرض 

و وزن صفر به تمامی  2ݒبه  2تواند با تخصیص وزن می
بنابراین،  توسیع یابد. ܶاز  CRDFبه یک  2ݒهاي همسایه 

(ܶ)௖௥ߛ ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ +   و بنا به فرض استقرا داریم 2
(ܶ)௖௥ߛ ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 2 ≤

3(௡(்)ି௞ି1)ା2(௟(்)ି௞ା2)ି(௦(்)ି1)
6 + 2 <

3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6  

(2ݒ)்݃݁݀از این پس، فرض کنید   = 2. 

(3ݒ)்݃݁݀) 2(حالت  ≥ 3.  
ᇱܶ قرار دهید = ܶᇱ − ௩ܶ2 .݊صورت در این(ܶᇱ) =

݊(ܶ)− 2 ،݈(ܶᇱ) ≤ ݈(ܶ)− (ᇱܶ)ݏو  1 ≥
(ܶ)ݏ − 1.  

 ݃صورت در این باشد. تابع ௖௥(ܶᇱ)ߛ−یک  ݃فرض کنید که 
به یک  1ݒو وزن صفر به  2ݒبه  1تواند با تخصیص وزن می

CRDF  ߛبنابراین،  توسیع یابد. ܶاز௖௥(ܶ) ≤
௖௥(ܶᇱ)ߛ +   و بنا به فرض استقرا داریم 1

(ܶ)௖௥ߛ ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 1 ≤ 3(௡(்)ି2)ା2(௟(்)ି1)ି(௦(்)ି1)
6 +

1 < 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6 .    
(2ݒ)்݃݁݀) 3(حالت  = 2. 
 گیریم.ظر میزیر را در ن هايزیرحالت 

(4ݒ)்݃݁݀ )1. 3(زیر حالت  ≥ 3  
,1ݓفرض کنید  … باشند و  4ݒهاي برگ همسایه  ௣ݓ,

,12ݔ,11ݔ … , ݐ)1௧ݔ ≥ در نظر  1به عمق  4ݒرا فرزندان  (0
1به ازاي 2௜ݔ1௜ݔ4ݒبگیرید و فرض کنید  ≤ ݅ ≤ ، مسیري ݐ

,12ݕ,11ݕ باشد و  ܶدر … , ݇)1௞ݕ ≥ به  4ݒ را فرزندان (1
1ݕ4ݒو  2عمق 

௝2ݕ
௝3ݕ

௝  1را به ازاي ≤ ݆ ≤ ، مسیري در ݇
ᇱܶقرار دهید  در نظر بگیرید. ܶ = ܶ − ௩ܶ4صورت ، در این  

݊(ܶᇱ) = ݊(ܶ)− 3݇ − ݐ2 − ݌ − فرض کنید  .1
  باشد. تابع ௖௥(ܶᇱ)ߛ−یک  ݃

  گیریم.زیر را در نظر می موارد
݌ (الف) ≥   صورتایندر  . 2

 ݈(ܶᇱ) ≤ ݈(ܶ)− ݇ − ݐ − ݌ + (ᇱܶ)ݏ و  1 ≥
(ܶ)ݏ − ݇ − به  2تواند با تخصیص وزن می ݃و تابع  ݐ

2ݕو  1௜ݔبه  1، وزن  4ݒ
௝  1به ازاي ≤ ݅ ≤ 1و  ݐ ≤ ݆ ≤

ݑ و وزن صفر به تمامی رئوس ݇ ∈ ௩4ܮ − 2ݕ,1௜ݔ}
௝} ،

1 ≤ ݅ ≤ 1و  ݐ ≤ ݆ ≤ توسیع  ܶاز  CRDF، به یک ݇
(ܶ)௖௥ߛبنابراین  یابد. ≤ ܶ)௖௥ߛ ᇱ) + 2 + ݇ + و بنا  ݐ

  به فرض استقرا داریم 
(ܶ)௖௥ߛ ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 2 + ݇ +   ݐ

≤  3(௡(்)ି3௞ି2௧ି௣ି1)ା2(௟(்)ି௞ି௧ି௣ା1)
6 −

(௦(்)ା௞ା௧)
6 + 2 + ݇ +   ݐ

≤ (3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்))ି4௞ି௧ି5௣ା11
6   

< 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6   

݌ (ب) ≤ 1.  
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(ᇱܶ)݈صورت در این  ≤ ݈(ܶ)− ݇ − (ᇱܶ)ݏ ، ݐ ≥
2ݕو  1௜ݔ، 4ݒبه  1تواند با تخصیص وزن می ݃و تابع  (ܶ)ݏ

௝ 
1ازاي  به ≤ ݅ ≤ 1ݐ ≤ ݆ ≤ و وزن صفر به تمامی رئوس  ݇

ݑ ∈ ௩4ܮ − 1௜ݔ} 2ݕ,
௝} ،1 ≤ ݅ ≤ 1و  ݐ ≤ ݆ ≤ ، به ݇

(ܶ)௖௥ߛبنابراین  توسیع یابد. ܶاز  CRDFیک  ≤
௖௥(ܶᇱ)ߛ + 1 + ݇ +   مو بنا به فرض استقرا داری ݐ

(ܶ)௖௥ߛ ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 1 + ݇ +   ݐ
≤ 3(௡(்)ି3௞ି2௧ି௣ି1)ା2(௟(்)ି௞ି௧ି௣ା1)ି(௦(்)ି௞ି௧)

6 + 1 + ݇ +
  ݐ

≤ (3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்))ି4௞ି௧ି5௣ା5
6   

≤ 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6 .  

݌اگر  = 0 ,݇ = ݐ = آنگاه نامساوي برقرار است زیرا  1
ᇱܶقرار دهید  = ܶ − ܶ௫11 ݊صورت در این(ܶᇱ) =
݊(ܶ)− 2 ،݈(ܶᇱ) = ݈(ܶ)− (ᇱܶ)ݏو  1 =
(ܶ)ݏ − و  11ݔبه  1تواند با تخصیص وزن می ݃و لذا تابع  .1
توسیع یابد که نتیجه  ܶاز  CRDFبه یک  21ݔوزن صفر به 

(ܶ)௖௥ߛدهد می ≤ (′ܶ)௖௥ߛ + به فرض استقرا  . بنا1
  داریم 

(ܶ)௖௥ߛ   ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 1
≤ 3(௡(்)ି2)ା2(௟(்)ି1)ି(௦(்)ି1)

6 + 1
≤ (3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்))ି4௞ି௧ି5௣ା5

6
< 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)

6 .

  

(4ݒ)்݃݁݀: 3.2زیر حالت  = 2.  
  گیریم.زیر را در نظر می موارد

(5ݒ)்݃݁݀ )1.2.3( ≥ 3 .  
ᇱܶقرار دهید  = ܶ − ௩ܶ4 . ݊صورت در این(ܶᇱ) =
݊(ܶ)− 4 ،݈(ܶᇱ) ≤ ݈(ܶ)− (ᇱܶ)ݏو  1 ≥
(ܶ)ݏ − به  1تواند با تخصیص وزن می ݃. بنابراین، تابع 1

,3ݒ ,4ݒو وزن صفر به  2ݒ توسیع  ܶاز  CRDFبه یک  1ݒ
  دهدیابد که نتیجه می

(ܶ)௖௥ߛ ≤ (′ܶ)௖௥ߛ +   و لذا بنا به فرض استقرا داریم2
(ܶ)௖௥ߛ   ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 2

≤ 3(௡(்)ି4)ା2(௟(்)ି1)ି(௦(்)ି1)
6 + 2

< 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)
6 .

   

(5ݒ)்݃݁݀ )2.2.3( = 2 .  
ᇱܶقرار دهید  = ܶ − ௩ܶ5 . ݊صورت در این(ܶᇱ) =
݊(ܶ)− 4 ،݈(ܶᇱ) ≤ (ᇱܶ)ݏو  (ܶ)݈ ≥ . (ܶ)ݏ
و وزن  2ݒ,4ݒبه  1تواند با تخصیص وزن می ݃بنابراین، تابع 

,3ݒ,5ݒصفر به  توسیع یابد که  ܶاز  CRDFبه یک  1ݒ
  دهدنتیجه می

(ܶ)௖௥ߛ ≤ (′ܶ)௖௥ߛ +  و لذا بنا به فرض استقرا داریم  2

(ܶ)௖௥ߛ   ≤ ௖௥(ܶᇱ)ߛ + 2
≤ 3(௡(்)ି4)ା2௟(்)ି௦(்)

6 + 2
< 3௡(்)ା2௟(்)ି௦(்)

6 .
 

 کند.برهان را کامل می این
رومی و - اي همهایی روي مجموع عدد احاطهکران

 ايسایر پارامترهاي احاطه
اي هاي بالائی روي مجموع عدد احاطهاین بخش، کران در

 آوریم.دست میاي گراف، بهرومی و سایر پارامترهاي احاطه-هم
  است. [١٠]اي از هان مشابه برهان قضیهبر

݊درختی از مرتبه ܶفرض کنید  .16قضیه ≥ باشد. در  3
(்)ఊೝమ(்)ା  ఊೃ   صورت،این

2 ≤ 3௡
4 . 

زیر حائز اهمیت  قضیه،  11و قضیه 7با در نظر گرفتن قضیه 
  است.

݊ درختی از مرتبه  ܶفرض کنید  .17قضیه  ≥ باشد. در  3
(்)ఊ೎ೝ(்)ା  ఊ೏ೃ   صورت،این

2 ≤ 11௡
12 . 

݊است. اگر  ݊برهان به استقرا روي  برهان. = ، آنگاه تنها 3
  داریم 5 و قضیه 1است و بنا به قضیه  3ܲ، 3درخت از مرتبه 

  ఊ೎ೝ(்)ା  ఊ೏ೃ(்)
2 = 5

2 ≤
11௡
توانیم فرض . بنابراین، می12

݊کنیم  ≥ 1ݒ0ݒ. فرض کنید 4 … یک مسیر ، (்)ௗ௜௔௠ݒ
(1ݒ)்݃݁݀ باشد که ܶقطري در  ≥

(்)ௗ௜௔௠ݒ)்݃݁݀ − (ܶ)݉ܽ݅݀. اگر (1 = ، آنگاه 2
 ستاره است و کران مطلوب از  ܶ

(ܶ)௖௥ߛ = (ܶ)ௗோߛ,2 = آید. حال، فرض  دست میبه 3
(ܶ)݉ܽ݅݀کنید   =  دو ستاره است. یک ܶ صورت، در این3

ܶگر ا = ܶگاهآن 1,1ܵܦ = ، و قضیه 1و بنا به قضیه  4ܲ
5،2ା5

2 < 11
3.  

ܶ فرض کنید = ௤,1ܵܦ ݍ, ≥ صورت این. در 2
(ܶ)௖௥ߛ = (ܶ)ௗோߛ,3 = 3ା6و لذا  6

2 < 11௡
فرض . 12

ܶ کنید = ,௣,௤ܵܦ ݍ ≥ ݌ ≥ ݊صورت در این . 2 ≥ 6 
(ܶ)௖௥ߛو  = (ܶ)ௗோߛ، 4 = 4ା6و در نتیجه  6

2 < 11௡
12 .

(ܶ)݉ܽ݅݀اکنون، فرض کنید که  ≥ صورت  در این .5
ܶ − دارد و لذا  3از مرتبه حداقل  2ܶو  1ܶي دو مولفه 3ݒ2ݒ

݅بنا به فـــرض اسـتــقرا به ازاي  =   داریــــــــم 1,2
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(ఊ೎ೝ(்೔)ାఊ೏ೃ(்೔))
2 ≤ 11|௏(்೔)|

12  .  
  چون

(ܶ)௖௥ߛ ≤ )௖௥ߛ 1ܶ) + )௖௥ߛ 2ܶ)  
(ܶ)ௗோߛو  ≤ )ௗோߛ 1ܶ) + )ௗோߛ طور که پس همان (2ܶ

  مطلوب است، داریم

(ఊ೎ೝ(்)ାఊ೏ೃ(்))
2 ≤ ൫ఊ೎ೝ( 1்)ାఊ೎ೝ( 2்)൯

2 + (ఊ೏ೃ( 1்)ାఊ೏ೃ( 2்))
2

= (ఊ೎ೝ( 1்)ାఊ೏ೃ( 1்))
2 + (ఊ೎ೝ( 2்)ାఊ೏ೃ( 2்))

2
≤ 11|௏( 1்)|

12 + 11|௏( 2்)|
12

= 11(|௏( 1்)|ା|௏( 2்|)
12

= 11௡
12

 

(ܶ)݉ܽ݅݀از این پس فرض کنید  =  چون به ازاي هر. 4
ݓ ∈ ܶي مولفه (2ݒ)்ܰ − ي از مرتبه 2ݒشامل  ݓ2ݒ

(ܶ)݉ܽ݅݀)است، پس بنا به حالت قبل  3حداقل  ≥ 5) ،
ܶ يمولفه −  .حداکثر دو دارد يمرتبه ݓ شامل ݓ2ݒ

با حداکثر و  2ݒ درختی است که از یک ستاره با مرکزܶویژه، به
  قرار دهید . دست آمده استبار زیرتقسیم هر یال، بهیک 

ܹ = ݒ} ∈ (ݒ,2ݒ)݀|(ܶ)ܸ = 2} .  
4ݒ,0ݒچون ∈ |ܹ|س ، پܹ ≥ 2 .  

|ܹ| درجه یک دارد و  ܶ در ܹ صورت هر رأس ازدر این  ≤
  و  (2ݒ)்݃݁݀

݊ = 1 + |ܹ| +  صورت، تابع  در این .(2ݒ)்݃݁݀
݃:ܸ(ܶ) → ݑکه به ازاي  {0,1,2} ∈ صورت به ܹ
(2ݒ)݃ = (ݑ)݃ = ݖو براي  1 ∈  ܸ −  {2ݒ,ݑ}

(ݖ)݃صورت به = با  ܶاز  CRDFشود،یک تعریف می 0
߱(ℎ) ≤  |ܹ| + (ܶ)ܸ:ℎ است و تابع  1 →

ݑکه به ازاي  {0,1,2,3}  ∈ (2ݒ)ℎصورت به ܹ  =

ℎ(ݑ) = ݖو براي  2 ∈  ܸ − (ݖ)ℎبا  {2ݒ,ݑ}  = 0 
(ℎ)߱با ܶاز  DRDFشود، یک تعریف می ≤  2|ܹ| + 2 

  بنابراین است.
ఊ೎ೝ(்)ାఊ೏ೃ(்)

2 ≤ (|ௐ|ା1)ା(2|ௐ|ା2)
2 =

3|ௐ|ା3
2ௗ௘௚೅(௩2)ା2|ௐ|ା2݊.  

ௐ|ା3|3اگر 
2ௗ௘௚೅(௩2)ା2|ௐ|ା2 ≤

11
صورت کران مطلوب ، در این12

ௐ|ା3|3شود. بنابراین فرض کنیـد حاصل می
2ௗ௘௚೅(௩2)ା2|ௐ|ା2 >

11
|ܹ|4صورتدر این .  12 + 14 > (2ݒ)22்݀݁݃ ≥

|ܹ|و لذا  |ܹ|22 < 14
8 < که یک تناقض است. این  2

 کند.برهان را کامل می
݊ گرافی همبند از مرتبه ܩ فرض کنید .18نتیجه  ≥ 3 

  .باشد
(ீ)ఊ೎ೝ(ீ)ା  ఊ೏ೃ   ورتصاین در

2 ≤ 11௡
12. 

 قضیه بعدي قابل توجه است. ،9و قضیه   7بنا به قضیه
݊درختی از مرتبه  T فرض کنید .19قضیه  ≥ در  .باشد 3

(்)ఊ೎ೝ(்)ା  ఊೝమ    صورتاین
2 ≤ ቒ5௡

9 ቓ .  
݊است. اگر  ݊برهان به استقرا روي  .برهان = ، آنگاه تنها 3

داریم  4و قضیه  1است و بنا به قضیه  3ܲ، 3درخت از مرتبه 
  ఊ೎ೝ(்)ା  ఊೝమ(்)

2 = 2 = ቒ5௡9 ቓ  و در این حالت کران
توانیم فرض کنیم بنابراین، می مطلوب، قابل حصول است.

݊ ≥ 1ݒ0ݒ. 4 … با  ܶیک مسیر قطري در را  (்)ௗ௜௔௠ݒ
(1ݒ)்݃݁݀ ≥ (்)ௗ௜௔௠ݒ)்݃݁݀ − در نظر  (1

(ܶ)݉ܽ݅݀. اگر بگیرید = ستاره است و کران  ܶ، آنگاه 2
(ܶ)௖௥ߛ مطلوب از = (ܶ)௥ଶߛ = آید. حال، دست میبه 2

(ܶ)݉ܽ݅݀فرض کنید   = دو ستاره  یک ܶ صورت، در این3
   است.
ܶاگر  = ܶ گاهآن 1,1ܵܦ =  ،4و قضیه 1و بنا به قضیه  4ܲ

42ା3
2 < ቒ20

9 ቓ.  
ܶ کنیدفرض  = ௤,1ܵܦ ݍ, ≥ صورت این. در 2

(ܶ)௖௥ߛ = (ܶ)௥ଶߛ = 3ା3و لذا  3
2 < ቒ5௡

9 ቓ . فرض
ܶ. کنید = ௣,௤ܵܦ ݍ, ≥ ݌ ≥ ݊صورت در این 2 ≥ و  6

(ܶ)௖௥ߛ = (ܶ)௥ଶߛ = 4ା4لذاو  4
2 < ቒ5௡

9 ቓ به ازاي .
݊ =   اکنون، فرض کنید که این کران، قابل حصول است.  6,7

 ݀݅ܽ݉(ܶ) ≥ ܶصورت در این .5 − ي دو مولفه 3ݒ2ݒ
دارد و لذا بنا به فـــرض اسـتــقرا   3از مرتبه حداقل  2ܶو  1ܶ

݅به ازاي  =   داریــــــــم  1,2
(ఊ೎ೝ(்೔)ାఊೝమ(்೔))

2 ≤ ቒ5|௏(்೔)|
9 ቓ .  

 چون
(ܶ)௖௥ߛ ≤ )௖௥ߛ 1ܶ) + )௖௥ߛ 2ܶ)  

(ܶ)௥ଶߛ و  ≤ )௥ଶߛ 1ܶ) + )௥ଶߛ  ، داریم(2ܶ
(ఊ೎ೝ(்)ାఊೝమ(்))

2 ≤ ൫ఊ೎ೝ( 1்)ାఊ೎ೝ( 2்)൯
2 + (ఊೝమ( 1்)ାఊೝమ( 2்))

2
= (ఊ೎ೝ( 1்)ାఊೝమ( 1்))

2 + (ఊ೎ೝ( 2்)ାఊೝమ( 2்))
2

≤ ቒ5|௏( 1்)|
9 ቓ + ቒ5|௏( 2்)|

9 ቓ

= ቒ5(|௏( 1்)|ା|௏( 2்)|
9 ቓ

= ቒ5௡
9 ቓ
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(ܶ)݉ܽ݅݀از این پس فرض کنید  =  چون به ازاي هر. 4
ݓ ∈ ܶي مولفه (2ݒ)்ܰ − ي از مرتبه 2ݒشامل  ݓ2ݒ

(ܶ)݉ܽ݅݀)است، پس بنا به حالت قبل  3حداقل  ≥ 5) ،
ܶ يمولفه − ویژه، به .حداکثر دو دارد ي مرتبه ݓ شامل ݓ2ݒ
بار با حداکثر یک  و  2ݒ درختی است که از یک ستاره با مرکز ܶ

  ت. دست آمده اسزیرتقسیم هر یال، به
ܹ کنید فرض  = ݒ} ∈ ,2ݒ)݀|(ܶ)ܸ (ݒ =  در {2

  و درجه یک دارد ܶ در ܹ صورت هر رأس ازاین
݊ = 1 + |ܹ| +   .(2ݒ)்݃݁݀

(ܶ)ܸ:݃صورت، تابعدر این  → Ƥ({1,2}) با  که
(2ݒ)݃ = ݑبه ازاي  و  {2} ∈ (ݑ)݃صورت به ܹ = 1 

ݖو براي  ∈  ܸ − (ݖ)݃صورت به {2ݒ,ݑ} = تعریف  ∅
(݃)߱با  ܶاز  کمانیرنگین-2گر تابع احاطهیک  شود،می ≤

 |ܹ| +   بنابراین .است 1
(ఊ೎ೝ(்)ାఊೝమ(்))

2 ≤ (ܶ)௥ଶߛ ≤ |ܹ| + 1 =
|ௐ|ା1

ௗ௘௚೅(௩2)ା|ௐ|ା1݊.   
ௐ|ା1|اگر 

ௗ௘௚೅(௩2)ା|ௐ|ା1 ≤ ቒ5
9ቓ صورت کران مطلوب ، در این

ௐ|ା1|شود. بنابراین فرض کنیـد حاصل می
ௗ௘௚೅(௩2)ା|ௐ|ା1 >

ቒ5
9ቓ .4صورت در این|ܹ| + 4 > (2ݒ)5்݀݁݃ ≥

|ܹ|و لذا  |ܹ|5 < 4ݒ,0ݒ. چون 4 ∈ |ܹ| پس ܹ =
|ܹ|یا  2 = |ܹ| . اگر3 = (2ݒ)்݃݁݀گاهآن 2 = و  2

ܶلذا  = کران مطلوب  4و 1هاي . بنابراین طبق قضیه5ܲ
|ܹ|واضح است. حال فرض کنید  = یا  ܶ صورت. در این3

  است و  1,3ܭ ي حاصل ازشدهستاره زیرتقسیم
(ܶ)௖௥ߛ  = (ܶ)௥ଶߛ،4 = 8 و داریم 4

2 < ቒ35
9 ቓ  برهان  و

  شود.کامل می
݊گرافی همبند از مرتبه   ܩ  فرض کنید.20نتیجه   ≥  .باشد  3

  صورتاین در
  ఊ೎ೝ(ீ)ା  ఊೝమ(ீ)

2 ≤ ቒ5௡
9 ቓ.  

 ي بعدي، واضح است.نتیجه ،10بنا به قضیه 
݊ گرافی همبند از مرتبه ܩفرض کنید  .21نتیجه  ≥ 3 

(ீ)ఊ೎ೝ(ீ)ା  ఊೃమ   صورتایندر  .باشد
2 ≤ ቒ5௡

9 ቓ. 
݊ از مرتبه درختی ܶفرض کنید  .22گزاره  ≥  .باشد 2

(ܩ)௥ߛ   صورتاین در ≤ ቔ7௡
10ቕ. 

݊وضوح قضیه براي است. به ݊برهان به استقرا روي  = 2 
݊بنابراین فرض کنید برقرار است.  ≥ (ܶ)݉ܽ݅݀اگر .3 =

  یک ستاره است و  ܶصورت ، در این 2
γ௥(T) = 2 ≤ ቔ7௡10ቕو این کران به ازاي ݊ = قابل  3,4

(ܶ)݉ܽ݅݀اگر حصول است.  =  ي یک دوستاره T گاهآن، 3
୮,୯(qܵܦ ≥  p ≥ ܶاست. اگر  (1  = ، آنگاه 1,1ܵܦ

ܶ = (ܶ)௥ߛ و  4ܲ = 2 = ቔ7௡
10ቕ .  

T اگر = ୯(q,1ܵܦ ≥ (ܶ)௥ߛ گاهآن،  (2  = 3 ≤
ቔ7௡10ቕ  و این کران به ازايn = حال قابل حصول است.  5

ܶفرض کنید  = DS୮,୯( ݍ ≥ ݌  ≥  صورتدر این  .(2 
(ܶ)௥ߛ = 4 ≤ ቔ7௡10ቕ  ݊و این کران به ازاي = قابل  6,7

(ܶ)݉ܽ݅݀توان فرض کرد بنابراین میحصول است.  ≥ و  4
برقرار باشد.  ݊هاي از مرتبه کمتر از قضیه براي تمام درخت 

مسیري باشد   ܲ، ܶترین مسیرها در در بین طولانیفرض کنید 
که مجاور به آخرین رأس این مسیر است،  ݒي رأس که درجه 

(ܶ)݉ܽ݅݀ يرا در برگی که در فاصله ܶماکسیمم باشد. −
باشد،  ݒجد  ݑفرض کنید دار کنید. قرار دارد، ریشه  ݒاز  1

ي را همسایه ݓاست. همچنین ݒي غیر برگ همسایه ݑیعنی 
 برگ ݒ هر فرزند ݒدر نظر بگیرید. با توجه به انتخاب  ݒبرگ 
  گیریم.حالت زیر را در نظر می سهاست. 

(ݒ)்݃݁݀)1(حالت  ≥ 3.  
′ܶقرار دهید  = ܶ − ௩ܶ ߛیک  ݂فرض کنید و௥(ܶᇱ)-

(ܶ)ܸ:݃صورت تابع در اینباشد.  تابع  → که  {0,1,2} 
(ݒ)݃صورت به = ݔو به ازاي  2 ∈ صورت به ௩ܮ 

(ݔ)݃ = (ݖ)݃صورت و براي سایر رئوس به 0 =   (ݖ)݂
است و بنا به فرض استقرا  ܶ از WRDF شود، یکتعریف می

 داریم 
(ܶ)௥ߛ ≤ ௥(ܶᇱ)ߛ + 2 

             ≤ ቔ7(௡ି3)
10 ቕ+ 2 ≤ ቔ7௡

10 ቕ.   
(ݒ)்݃݁݀:2حالت  = (ݑ)்݃݁݀ = 2.  

′ܶقرار دهید  = ܶ − یک  ݂فرض کنید و  [ݒ]்ܰ
  صورت تابعایندر باشد.  تابع -௥(ܶᇱ)ߛ

݃:ܸ(ܶ) → (ݒ)݃صورت که به {0,1,2}  = و به  2
ݔازاي  ∈ (ݔ)݃صورت به (ݒ)்ܰ  = و براي سایر  0

(ݖ)݃صورت رئوس به =  شود، یکتعریف می (ݖ)݂
WRDF است و بنا به فرض استقرا داریم ܶ از 

(ܶ)௥ߛ ≤ ௥(ܶᇱ)ߛ + 2 ≤ ቔ7(௡ି3)
10 ቕ + 2  
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               ≤ ቔ7௡
10ቕ   

(ݑ)்݃݁݀ )3(حالت   ≥ 3.  
′ܶقرار دهید  = ܶ − ௩ܶ  ߛیک  ݂فرض کنید و௥(ܶᇱ)-

(ܶ)ܸ:݃صورت تابع در اینباشد.  تابع  → که  {0,1,2} 
(ݒ)݃صورت به = ݔو به ازاي  1 ∈ صورت به ௩ܮ 

(ݔ)݃ = (ݖ)݃صورت و براي سایر رئوس به 0 =   (ݖ)݂
ض است و بنا به فر ܶ از  WRDF شود، یک تعریف می 

 استقرا داریم 
(ܶ)௥ߛ ≤ ௥(ܶᇱ)ߛ + 1  

≤ ቔ7(௡ି2)
10 ቕ+ 1 ≤ ቔ7௡

10ቕ   
  کند.این برهان را کامل می

  قضیه زیر حائز اهمیت است. ،22و گزاره  7استفاده از قضیه  با
݊ درختی از مرتبه T فرض کنید .23قضیه  ≥ در  .باشد 3

(்)ఊ೎ೝ(்)ା  ఊೝ    صورتینا
2 ≤ ቒ14௡

27 ቓ .  
݊است. اگر  ݊برهان به استقرا روي  .برهان = ، آنگاه تنها 3

داریم  2 و 1هاياست و بنا به قضیه 3ܲ، 3درخت از مرتبه 
  ఊ೎ೝ(்)ା  ఊೝ(்)

2 = 2 = ቒ14௡
27 ቓ  و در این حالت کران

توانیم فرض کنیم می بنابراین، مطلوب، قابل حصول است.
݊ ≥ 1ݒ0ݒ. 4 …   با ܶیک مسیر قطري در را  (்)ௗ௜௔௠ݒ

(1ݒ)்݃݁݀  ≥ (்)ௗ௜௔௠ݒ)்݃݁݀ − در نظر  (1
(ܶ)݉ܽ݅݀. اگر بگیرید = ستاره است و کران  ܶ، آنگاه 2

(ܶ)௖௥ߛمطلوب از  = (ܶ)௥ߛ = 2 < ቒ14௡
27 ቓ دست به

(ܶ)݉ܽ݅݀آید. حال، فرض کنید می =  ܶ صورت، در این3
ܶدو ستاره است.اگر  یک  = ܶ گاهآن 1,1ܵܦ = و بنا به  4ܲ

2،2ା2و  1هايقضیه
2 < ቒ56

27ቓ. فرض کنید ܶ =
௤,1ܵܦ ݍ, ≥ 2. 

(ܶ)௖௥ߛصورت ایندر   = (ܶ)௥ߛ = 3ା3و لذا  3
2 <

ቒ14௡
27 ቓ  ݊و در این حالت کران به ازاي = قابل حصول  5

ܶفرض کنیداست.  = ௣,௤ܵܦ , ݍ ≥ ݌ ≥ صورت در این. 2
݊ ≥ (ܶ)௖௥ߛو 6 = (ܶ)௥ߛ = 4ା4 لذاو  4

2 < ቒ14௡
27 ቓ . 

݊به ازاي  = اکنون، فرض این کران، قابل حصول است.  6,7
(ܶ)݉ܽ݅݀کنید که  ≥ ܶصورت در این  .5 − دو  3ݒ2ݒ

دارد و لذا بنا به فـــرض   3از مرتبه حداقل  2ܶو  1ܶي مولفه
݅اسـتــقرا به ازاي  = (ఊ೎ೝ(்೔)ାఊೝ(்೔))داریم  1,2

2 ≤

ቒ14|௏(்೔)|
27 ቓ  .چون 

(ܶ)௖௥ߛ ≤ )௖௥ߛ 1ܶ) + )௖௥ߛ 2ܶ)   
(ܶ)௥ߛو  ≤ )௥ߛ 1ܶ) + )௥ߛ   ، داریم(2ܶ

(ఊ೎ೝ(்)ାఊೝ(்))
2 ≤ (ఊ೎ೝ( 1்)ାఊ೎ೝ( 2்))

2 + (ఊೝ( 1்)ାఊೝ( 2்))
2

= (ఊ೎ೝ( 1்)ାఊೝ( 1்))
2 + (ఊ೎ೝ( 2்)ାఊೝ( 2்))

2
≤ ቒ14|௏( 1்)|

27 ቓ + ቒ14|௏( 2்)|
27 ቓ

= ቒ14(|௏( 1்)|ା|௏( 2்)|
27 ቓ

= ቒ14௡
27 ቓ .

 

(ܶ)݉ܽ݅݀از این پس فرض کنید  = چون به ازاي . 4
ݓهر ∈ ܶي مولفه (2ݒ)்ܰ − ي از مرتبه2ݒشامل  ݓ2ݒ

(ܶ)݉ܽ݅݀)است، پس بنا به حالت قبل  3حداقل  ≥ 5) ،
ܶيمولفه − ویژه، به .  حداکثر دو دارد ي مرتبه ݓ شامل ݓ2ݒ
بار با حداکثر یک  و  2ݒ درختی است که از یک ستاره با مرکز ܶ

  قرار دهید  است.  دست آمدهزیرتقسیم هر یال، به
ܹ = ݒ} ∈ (ݒ,2ݒ)݀|(ܶ)ܸ = 2} .  

|ܹ| ،درجه یک دارد ܶدر ܹصورت هر رأس ازدر این ≤
  (2ݒ)்݃݁݀

݊و  = 1 + |ܹ| +   .(2ݒ)்݃݁݀
(ܶ)ܸ:݃ تابع ،لذا → ݑبه ازاي  که {0,1,2} ∈ ܹ 
(ݑ)݃ صورتبه = (2ݒ)݃ = ݖو براي  1 ∈  ܸ −

,ݑ} (ݖ)݃صورت به {2ݒ = یک  شود،تعریف می 0
WRDF  ߱با  ܶاز(݃) ≤  |ܹ| +   بنابراین .است 1

൫ఊ೎ೝ(்)ାఊೝ(்)൯
2 ≤ (ܶ)௥ߛ ≤ |ܹ| + 1  

= |ௐ|ା1
ௗ௘௚೅(௩2)ା|ௐ|ା1݊.   

ௐ|ା1|اگر 
ௗ௘௚೅(௩2)ା|ௐ|ା1 ≤ ቒ14

27ቓصورت کران مطلوب ، در این
  شود.حاصل می

ௐ|ା1|بنابراین فرض کنیـد  
ௗ௘௚೅(௩2)ା|ௐ|ା1 > ቒ14

27ቓ .
|ܹ|13 صورتدراین  + 13 > (2ݒ)14்݀݁݃ ≥   |ݓ|14
|ܹ|و لذا  < 4ݒ,0ݒ. چون 13 ∈ 2 پس ܹ ≤ |ܹ| ≤

|ܹ| . اگر12 = (2ݒ)்݃݁݀ گاهآن 2 = ܶو لذا  2 =
کران مطلوب واضح است.  2و 1هاي . بنابراین طبق قضیه5ܲ

3حال فرض کنید  ≤ |ܹ| ≤ یا ستاره  ܶ صورت. در این12
است و با یک بررسی ساده  1,3ܭ ي حاصل ازشده زیرتقسیم
(்)ఊ೎ೝ(்)ାఊೝشود که  دیده می

2 ≤ ቒ14௡
27 ቓ .  

݊ گرافی همبند از مرتبه ܩ فرض کنید .24نتیجه ≥  باشد  3
(ீ)ఊ೎ೝ(ீ)ା  ఊೝ    صورتاین در

2 ≤ ቒ14௡
27 ቓ. 
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