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  دهیچک

، ياچندجمله  یابیاز درون دستگاه حاصلب در حل یس ضراین ماتریها هستند، بنابراياجمله ا تکیها الی، مونومیابیمتداول درون يهاه یپا
افتن ین مقاله ما به دنبال یکند. در ا یمواجه م جواب را با مشکل يداریوضع و چگال بوده و پابد یسیندرموند خواهد بود که ماترس وایماتر

د کوچکتر باشد. یجد يهاهیمتناظر با پاس یت ماتریعدد وضعکه يم، به طوریها هستالیمتداول مونوم يهاهیپا ياز رو  يگرید يهاه یپا
ن یشوند. ای م میوسته تقسیپ يکه یمتعامد -2L  گسسته و  يکه یمتعامد  -2ℓ  يهاه ی ه به داده بوده و به دودسته پاشده وابست یمعرف يهاه یپا
 یا به عبارتیدو به دو متعامد بوده،  2L]−1,1و [ (ܺ)ℓ2 يفضاها یب تحت ضرب داخلیآنها به ترت ياعضا هستند که  ییهاه یها، پاه یپا

س یماتر ين بررو یه مقدار تکیو تجز  QRهیاول با اعمال تجز يباشد. دسته  یم یس همانیآنها ماتر یگرام متناظر با ضرب داخلسیماتر
ج ی ند. نتایآیها به دست مال یس گرام متناظر بامونومیماتر ين بر رو یه مقدار تکیو تجز یه چولسکیدوم با اعمال تجز يواندرموند و دسته 

ال و یمتداول مونوم يه هاید نسبت به پایجد يهاه یحاصل ازپا یابیارز يهاسیت ماتریبر کوچکتر بودن عدد وضعبه دست آمده  يعدد
 دلالت دارد. یابیها در درونه ین پایا ين دقت بالایهمچن
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  مقدمه

ار یروش بسک  یگر  یا توابع دیها  ياچندجمله   يلهیبه وس  یابیدرون
توسط   یابیدرون  ياست. واژه  يات کاربردیاضیهم در رو م  یمیقد

 ي هینظر  يه ی]. کاربرد اول1شد [  یمعرف  1655س در سال  یجان وال
 ي در حوزه  یاضیر  يهاگسترش روش  يبرا  ياچندجمله  یابیدرون
ل یفرانسیمعادلات د يو حل عدد يریگب، انتگرال یتقر يهینظر

از   p(xک تابع (یعبارت است ازانتخاب    یابیدرونباشد. مفهوم  یم
ک یاز  y = p(xکه نمودار ( ياز توابع داده شده به نحو يارده 

ک تابع یب ی]. تقر2شده، بگذرد [از نقاط داده  یمتناه يمجموعه
ار یآن تابع را در اخت  ير عددیاز است که تنها مقادیمورد ن یزمان

 ي هاسیده باشد. ماتریچ یموردنظر پابع ا تیم و یداشته باش
از ال هستند یمونوم يهاهیتوسط پا یابیموند که حاصل درونواندر
ت به صور یاند. مطالعات تجربمورد توجه قرارگرفته  1970سال 

وند بدوضع هستند. واندرم  يهاس یدهند که ماتر  یوسته نشان میپ
 درموندس وانیهر ماتر  یشودکه در حالت کلی] ثابت م3در [

ک به یا نزدینقاط آن درون  ين که همهیبدوضع است بجز ا
ا ین نقاط داخل یا شتر یب ی}باشند و حت x : |x≤ 1سک {ید

س یراً، گندر ماتر یقرار داشته باشند. اخ  C)0,1( يره یک به دا ینزد
وتن، یمانند لاگرانژ، ن یابیه درونیپاک یل از یتبد يها

افت نموده است یگر را ید هیره به پایمتعامد و غ يهاياچندجمله 
  .میر را داریز یرجدولید مقادی]. فرض کن4[

  

  

 ي اک چندجمله ین صورت ی. در اj ≠iيبرا j x ≠i xکه در آن
دارد به  وجود  nحداکثر ياز درجه  ௡ (x݌( يکتایاب یدرون
  که يطور

 n. (1),...,٠,١ = ௡ (xi) = fi, i݌

  ياافتن چندجمله ی ،ياچندجمله یابیواقع هدف ما از دروندر 
  يدر فضا  n ,…x1,x 0x= {X{نقاط  يرو   x(f(اب تابع یدرون

௡ܲ یعنی n درجه ي هاياچندجمله  = ,ݔ,1}݊ܽ݌ݏ ,2ݔ … ,  {௡ݔ
 يهاه یاستفاده از پا با ௡ (x݌اب (یدرون يااست. چندجمله 

  الیمونوم

m(x) = [m0 (x), . . . , mn(x)] = [1,x, . . . , xn] 

  میشودداده  نمایش یرز صورت به

 . ௡(x) = m(x).a = a0 + a1x + · · · + anxn݌

 .f=aAاز حل دستگاه  T)n,… , a 0a =(a مجهول ضرایب
  ب واندرموندیس ضرایبا ماتر

 A = ൭
٠ݔ      …  ٠ݔ            ١

௡  
⋮           ⋮       ⋱          ⋮

 ௡௡ݔ      …  ௡ݔ            ١
൱  

 . ]2[ندیآیبه دست م  =T)n,…,f1f,0f(f و بردار سمت راست 
 ي هابوده و جواب  بدوضع  یسیس واندرموند ماتریاز آنجا که ماتر

باشد، ما به یاعتماد نمبه دست آمده از حل دستگاه قابل  يعدد
م به یتها هسي اچندجمله  يدر فضا يگرید يهاه یافتن پایدنبال 

در  تر باشند.متناظر کوچک  يهاسیت ماتریکه عدد وضع يطور
را چنانچه یز ]،n,x0x]=[−1,1[م یکنیفرض م یسادگ يادامه برا

توان آن را  یک انتقال ساده می] باشد، با a,b[ یابیدرون يبازه
 يایف و قضایان تعاریداد. اکنون به ب ] انتقال−1,1[ يبه بازه 

  .]5،  6م [یپرداز یاز در فصل بعد میرد نمو

 باشد و  یقیک عدد حقی  p≤ 1د یفرض کن .1.  1ف یتعر
n ℝ ⊆Ω  .ریپذمتشکل از تمام توابع اندازه   يفضا ℝΩ →: f 

  که انتگرال به مفهوم لبگ

න  ݔ௣݀|(ݔ)݂|
ஐ

 

ک ی pL) (Ωيم. فضاینامیم pL) (Ωيموجود باشد را فضا
  نرم دار با نرم يبردار يفضا

‖݂‖௣ =  ቆන ݔ௣݀|(ݔ)݂|
ஐ

ቇ

1
௣

, 

  باشد.یم

مقدار   یقیحق  يمتشکل از تمام بردارها  2ℓ  يفضا  .2.    1تبصره  
),...3x1,x2,x1x  ضرب   به همراه  ) با شرط

 , ی داخل

,ݔ〉 〈ݕ =  ෍ݔ௞ݕ௞

ஶ

௞ୀଵ

,   

x x0 x1 ··· nx 

f(x) 0f  1f . . .  fn 
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ݔ∀ = ,2ݔ,1ݔ) … ݕ,( = ,1ݕ) ,2ݕ … ) 
  است. یبا بعد نامتناه یضرب داخل يک فضای

با  یضرب داخل يک فضا ی Ω) ( 2Lيفضا .3.  1تبصره 
  ی ضرب داخل

〈݂,݃〉 =  න ,(ݔ)݀(ݔ)݃(ݔ)݂
ஐ

    

∀݂,݃ ∈  .(Ω)2ܮ
  است.

س گرام متناظر با یماتر .)س گرامیماتر( 4.  1ف یتعر
 ی ضرب داخل  يک فضای در  0n u,,…0u ي از بردارها يامجموعه

آن بصورت  يهاهیکه درا یس متقارنیاست از ماتر عبارت
௜௝ܩ  = ௜ݑ〉   است. i,j ≤ n  ≤ 0يبرا 〈௝ݑ,

ضرب  يال در فضایمونوم يهاه ی س گرام پایماتر .5.  1مثال 
  ر استیبه صورت ز 2L]−1,1[ یداخل

=  mG

൮

〈݉0,݉0〉
〈݉1,݉0〉

〈݉0,݉1〉
〈݉1,݉1〉

⋯
⋯

〈݉0,݉௡〉
〈݉1,݉௡〉

⋮                ⋮ ⋱ ⋮
〈݉௡ ,݉0〉 〈݉௡,݉1〉 ⋯ 〈݉௡ ,݉௡〉

൲  

൮
∫ ١ݔ١݀
ି١ ⋯ ∫ ١ݔ௡݀ݔ

ି١
⋮ ⋱ ⋮

∫ ١ݔ௡݀ݔ
ି١ ⋯ ∫ ١ݔ٢௡݀ݔ

ି١

൲=  

 ϵℝ௡×௡ܣسیماتر .)ن مثبتیس معیماتر( 6.  1ف یتعر
 n ℝ ∈xهر بردار ينامند، هرگاه به ازاین مثبت میمه معیرا ن

  x= 0بردار  يفقط برا يو اگر برابر Ax T x≤ 0م یداشته باش
  م.ینامین مثبت میرا مع  Aاتفاق افتد

     سیماتر    دیفرض کن    .)  یه چولسکیتجز (  7.    1ه  یقض
A ∈ ℝ௡×௡  س ین صورت ماتریا  در  ن مثبت باشد،یمتقارن و مع

 يطور است به  مثبت موجود  يبا عناصر قطر   Lيکتای  یبالامثلث
 که

.TA=L.L 

  ℝ௠×௡∈A دیفرض کن .)R Qهیتجز( 8.  1ه یقض
      س متعامدیک ماتری   صورت   نیدر ا   باشد،   m ≥ nو 

Q ∈ ℝ௠×௡ که يوجود دارد به طور  

A = Q ቀܴ0ቁ, 

ر صفر یغ يبا عناصر قطر یس بالا مثلثیک ماتری Rکه در آن 
  است.

 يبرا .(SVD)نیه مقدار تکیتجز( 9.  1ه یقض
  ℝ௠×௠ ∈U متعامد يهاسیماتر  ℝ௠×௡ ∈A سیماتر

  که يوجود دارند به طور ℝ௡×௡ ∈V و 

ቀܦ 0
0 0ቁ௠×௡

,AV= S =  TU 

,1ߪ] و  … ر یمقاد 1r ,...,σߪ، که در آن ௥]D = diagߪ,
   هستند.  Aسین ناصفر ماتریتک

م. یپردازیوابسته به داده م  يه یدو دسته پا  ین مقاله به معرفیادر  
متعامد -2Lگسسته و   يکهیمتعامد  -2ℓ  يهاهیها شامل پاه ین پایا
س واندرموند ی ه ماتریب از تجزیباشند که به ترتی وسته میپ يکه ی

 یی هاهیها، پاه ین پا یند.ایآ  یبه دست م  m Gس گرامیه ماتریو تجز
 ي فضاها  یب تحت ضرب داخلیآنها به ترت يهستند که اعضا

)ℓ   2X(   ] 2]−1,1وL    ،س یماتر  یا به عبارتیدو به دو متعامدبوده
 باشد. یم یس همانیآنها ماتر یگرام متناظر با ضرب داخل

وابسته به داده  يهاهیاپ یان صورت کلیابتدا به ب 2در بخش 
 یمعرفم. در ادامه به یکنیم  یرا معرف  یابیس ارزیم و ماتریپردازیم
ها از هین پاید ایتول يگسسته و نحوه يکهیمتعامد -2ℓ يهاه یپا

- 2Lيهاهیم و سپس پایپردازیم SVDو   QRيهاهیتجز
ها از ه ین پاید ایتول يکرده و برا یعرفوسته را میپ يکه یمتعامد 

را  م. بخش سومیکن یاستفاده م  SVDو  یچولسک يهاهیتجز
  م.یال آنها اختصاص دادهیو تحل يج عددیبه نتا

 وابسته به داده  يهاهیپا  یو معرف  یابیارزس  یماتر    2

ر یز  يتوان به صورت بردار سطر یرا م n Pد دریجد  يه یهر پا
  .ش دادینما

(ݔ)ܷ = ൫(ݔ)0ݑ, … ,  .൯(ݔ)௡ݑ
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ر یال به صورت زیمونوم يهاهیپا يتوان از رو ید را میه جدیپا
.آورد تدس به  

(ݔ)௞ݑ = ෍ ௝݉(ݔ) ௝ܿ௞,   0 ≤ ݇ ≤ ݊
௡

௝ୀ0
    (2)   

ن یبنابرا       

(ݔ)ܷ = ௎ܥ.(ݔ)݉ ,                                   (٣) 

௎ܥکه در آن = ௝௞൧0ܥൣ ≤ ݆, ݇ ≤ ا یب  یس ضرای، ماتر ݊
 ه است. یس ساختار پایماتر

  اشت. م دیر را خواهیز یابیس ارزیاترم  Uيه یپا يحال برا

௎ܸ =  ቀݑ௝(ݔ௜)ቁ 0 ≤ ݅, ݆ ≤ ݊                     (٤) 

=  ൭
(0ݔ)0ݑ ⋯ (0ݔ)௡ݑ
⋮ ⋱ ⋮

(௡ݔ)0ݑ ⋯ (௡ݔ)௡ݑ
൱ 

  م ی) دار3با توجه به (

௎ܸ = ௎ܥ.ܣ                                                     (5)   
ب، در یکه، به ترتیمتعامد  يهیدو دسته پا یدر ادامه به معرف

  م.یپرداز یم 2L]−1,1و [ ℓ2(X) يفضاها

 گسسته يکهیمتعامد -2ℓ  يهاهیپا  2.  1

ضرب   يگسسته در فضا  يکه یمتعامد  -2ℓ  يهاه یس گرام پایماتر
  شودی ف میر تعریبه صورت ز ℓ2(X) یداخل

ᴦ௎ = ൫〈ݑ௜,ݑ௝〉൯0 ≤ ݅, ݆ ≤ ݊  

=  ൭෍ݑ௜(ݔ௞)ݑ௝(ݔ௞)
௡

௞ୀ0
൱ 0 ≤ ݅, ݆ ≤ ݊ 

=  ௎ܸ
்

௎ܸ = ௎ܥܣ்ܣ௎்ܥ  . 
وابسته به  يگسسته  يکهیمتعامد -2ℓ  يهیهر پا .1.  2ه یقض

  شود یر حاصل میس واندرموند به صورت زیه ماتریداده از تجز

ܣ =  ,ܤ.ܳ

ܳ در آن که = ௎ܸو  متعامد یسیماتر                          
ܤ = ௎ି1ܥ =   ܣ.்ܳ

 يکه ی متعامد  ℓ2− يهاه یگرام پاس یبا توجه به ماتر .اثبات
ᴦ௎،  گسسته = ௎ܥ.ܣ்ܣ௎்ܥ =   م یاست قرارده یکاف  ܫ

.ܳ = ௎ܥܣ  
ه  یگسسته از تجز يکه یمتعامد ℓ2− يه ها ین تمام پایبنابرا
ب دو ین ترتیند، به ایآ یبه دست م  Aس واندرموندیماتر
  م داشت یش رو خواه یر را پیس زیماترهیتجز

  QR هیبه دست آمده از تجز يه یپا •

شده باشد،  هیتجز  A = QRبه صورت  Aس یماتر دیفرض کن 
 نیاست. ا یبالامثلث یسیماتر  Rمتعامد و  یسیماتر  Qکه در آن

 سیو ماتر  R UC =  -1بیضرا  سیبا ماتر  يا  هیمنجر به پا  هیتجز
حاصل از  هیدر واقع همان پا گردد کهیم  Q UV =یابیارز

 ي هاه یپا يبر رو  تیاشم-گرام يسازمتعامد ندیاعمال فرا
  است. الیمونوم

 )SVDن(یه مقدار تکیبه دست آمده از تجز يه یپا •

T QΣA = Qمیدار   Aسیماتر  يبر رو    SVDهیبا اعمال تجز
  = TQΣBکه در آن   A = Q.B)،1.    2ه (ین طبق قضی. بنابرا
  است.

س یماتر  يبر رو   SVDای  QRهیاعمال تجز .2.  2تذکر 
که  یسازد، در حالیرا متعامد م یابیس ارزیند، ماترواندرمو

  کند.یدا میانتقال پ UC سیکاملا به ماتر یوضعبد

  وستهیپ يکهیمتعامد -٢L  يهاهیپا  2.  2

ضرب   يوسته در فضایپ  يکه یمتعامد  -٢L  يهاهیس گرام پایماتر
  شوند یف میر تعریبه صورت ز ٢L]−١٬١[ یداخل

௎ܩ = ൫〈ݑ௜,ݑ௝〉൯٠ஸ௜,௝ஸ௡ 

= ൭〈෍݉௞(ݔ)ܿ௞௜,෍݉௅(ݔ)ܿ௅௝

௡

௅ୀ٠

௡

௞ୀ٠

〉൱
٠ஸ௜,௝ஸ௡
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൭
〈∑ ݉௞(ݔ)ܿ௞଴,∑ ݉௅(ݔ)ܿ௅଴௡

௅ୀ଴  ௡
௞ୀ଴ 〉 ⋯ 〈∑ ݉௞(ݔ)ܿ௞଴,∑ ݉௅(ݔ)ܿ௅௡௡

௅ୀ଴
௡
௞ୀ଴ 〉

⋮ ⋱ ⋮
〈∑ ݉௞(ݔ)ܿ௞௡,∑ ݉௅(ݔ)ܿ௅଴௡

௅ୀ଴
௡
௞ୀ଴ 〉 ⋯ 〈∑ ݉௞(ݔ)ܿ௞௡,∑ ݉௅(ݔ)ܿ௅௡௡

௅ୀ଴
௡
௞ୀ଴ 〉

൱=  

=  

⎝

⎜
⎛
෍ ෍ ܿ௞଴ܿ௅଴〈݉௞(ݔ),݉௅(ݔ)〉

௡

௅ୀ଴

௡

௞ୀ଴
⋯ ෍ ෍ ܿ௞଴ܿ௅௡〈݉௞(ݔ),݉௅(ݔ)〉

௡

௅ୀ଴

௡

௞ୀ଴
⋮ ⋱ ⋮

෍ ෍ ܿ௞௡ܿ௅଴〈݉௞(ݔ),݉௅(ݔ)〉
௡

௅ୀ଴

௡

௞ୀ଴
⋯ ෍ ෍ ܿ௞௡ܿ௅௡〈݉௞(ݔ),݉௅(ݔ)〉

௡

௅ୀ଴

௡

௞ୀ଴ ⎠

⎟
⎞ 

=  ൮

ܿ00
ܿ01

ܿ10
ܿ11

⋯
⋯

ܿ௡଴
ܿ௡ଵ

⋮
ܿ0௡

⋮
ܿ1௡

⋱
⋯

⋮
ܿ௡௡

൲൭
〈݉0,݉0〉 ⋯ 〈݉0,݉௡〉

⋮ ⋯ ⋮
〈݉௡,݉0〉 ⋯ 〈݉௡ ,݉௡〉

൱൮

ܿ00
ܿ01

ܿ10
ܿ11

⋯
⋯

ܿ௡଴
ܿ௡ଵ

⋮
ܿ0௡

⋮
ܿ1௡

⋱
⋯

⋮
ܿ௡௡

൲ 

  

  

  م ین داریبنابرا

௎ܩ =  (٦)                                       ,௎ܥ௠ܩ௎்ܥ

  ال است. یمونوم يهاهیس گرام پایماتر mGکه در آن 

ال در یمونوم يهاه یس گرام حاصل از پایماتر .3.  2ه یقض
  ن مثبت و متقارن است.یمع 2L]−١٬١[ یضرب داخل يفضا

ن یس گرام متقارن است، بنابراید ماتریدان یاثبات. همانطور که م
فرض  ن مثبت است.یمع یسیماتر mG میست ثابت کنیکاف
 ي ال در فضایمونوم يهاهیس گرام متناظر با پایماتر mG دیکن

௜௝ܩبه صورت  ٢L−]١٬١[ یضرب داخل =
൫〈݉௜ , ௝݉〉൯0ஸ௜,௝ஸ௡.ݔ يبراباشد ∈ ℝ௡ା1 میدار  

ݔ௠ܩ்ݔ = ෍ݔ௜ܩ௜௝ݔ௝ = ෍ݔ௜〈݉௜ , ௝݉〉ݔ௝
௜,௝௜ ,௝

 

= ෍〈෍ݔ௜݉௜, ௝݉
௜

〉 ௝ݔ
௝

 

= 〈෍ݔ௜݉௜ ,෍ ௝݉ݔ௝
௝௜

〉 = 〈ݕ,ݕ〉 = 22‖ݕ‖ ≥ 0, 

ن یباشند، بنابرایه میها پاim باشد، از آنجا که y = 0حال اگر 
ن یمعmG س گرامیجه ماتریها صفر هستند و در نتix ریمقاد

  مثبت و متقارن است.

 يکهیمتعامد -٢L  يوابسته به داده يهیهر پا .4.  2ه یقض
  دیآیر به دست میه زیوسته از تجزیپ

௠ܩ = ்ܤ ܤ       ,ܤ. =  ௎ି1ܥ
௎ܩم  یدهیقرارم  )6(  ازرابطهاستفادهبا    اثبات. = ௎ܥ௠ܩ௎்ܥ =  ܫ

௠ܩن صورت یدر ا =   .௎ି1ܥ்(௎ି1ܥ)

ه یوسته از تجزیپ يکه یمتعامد -2L يهاهین تمام پایبنابرا
 ب ین ترت یند. به ایآیال به دست میمونوم يهاه یگرام پا سیماتر

 : م داشتیش رو خواهیر را پیس زیماتره یدو تجز

 یه چولسکیبه دست آمده از تجز يه یپا •

، که   Gm = L.LTیچولسک  هیبه دست آمده از تجز  ي  هیدر پا
ܮدر آن  = مثبت   يقطر  يهاهیبا درا  یمثلث  یسیماتر   ்(௎ି1ܥ)

 ر ی) به صورت ز5( يبا توجه به رابطه یابیارز سیاست، لذا ماتر
  باشد یم

VU = A.CU = A.(L-1)T . 

 )SVDن(یه مقدار تکیبه دست آمده از تجز يه یپا •

متعامد  یسیماتر  Qکه در آن  TQΣ= Q mGکه دیفرض کن
 ریمقاد قطر آن يرو  يهاهیاست که درا يقطر یسیماتر  Σو 

 ریبه صورت ز  SVDيهیپا نیباشند، بنابرا  mGسیماتر نیتک
  .خواهد بود

ܤ = √Σ.்ܳ ௎ܥ    , = ܳ൫√Σ൯
ି1

   

௎ܸ = ൫√Σ൯ܳ.ܣ
ି1

. 

ت یعدد وضع ي)، همواره برا5با توجه به رابطه ( .5.  2تبصره 
  . میدار الیمونوم يهاه ید و پایجد يهاهیپا یابیس ارزیماتر
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)݀݊݋ܿ ௎ܸ) ≤ .(ܣ)݀݊݋ܿ  (௎ܥ)݀݊݋ܿ
د یجد  يهاهیاب متناظر با پایبع دروند تایفرض کن  .6.    2تبصره  

  به صورت

(ݔ)ݏ = (ݔ)0ݑ0ܽ + (ݔ)1ݑ1ܽ + ⋯
+ ܽ௡ݑ௡(ݔ) =  ܽ.(ݔ)ܷ

ܽن بردار مجهول ییباشد. پس از تع = (ܽ0, … ,ܽ௡)்  با
௎ܸاستفاده از رابطه  . ܽ =  یرا در نقاط fتابع  یبیمقدار تقر ݂

م. فرض یکنیر محاسبه میبه صورت ز یابیر از نقاط درونیغ
෨ܺد  یکن = ,෤0ݔ} … ∋ {෤௠ݔ, د یبردار نقاط جد  (1,1−)

  م.ین صورت داریباشد، در ا

,(෤0ݔ)ݏ] … , ்[(෤௠ݔ)ݏ = ܸ.෩ ܽ,                       (7) 
  که در آن 

෨ܸ = ൭
(෤0ݔ)0ݑ ⋯ (෤0ݔ)௡ݑ
⋮ ⋱ ⋮

(෤௠ݔ)0ݑ ⋯ (෤௠ݔ)௡ݑ
൱ 

  م یدار )3( يحال با توجه به رابطه
෨ܸ =    ,௎ܥ.ሚܣ

ر یبه صورت ز ሚܣس یس ساختار و ماتریماتر UCکه در آن 
  شود.یف میتعر

ሚܣ = ൭
1 ෤0ݔ ⋯ ෤0௡ݔ

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 ෤௠ݔ ⋯ ෤௠௡ݔ

൱. 

  يج عددینتا   3

ر عدد یربوط به مقادم يج عددینتا ین بخش به بررسیادر 
و  یابیدرون يل نمودارهاین تحلیها و همچنسیت ماتریوضع
د یجد  يهاهیابا استفاده از پ یابیحاصل از درون ینسبي خطا

اده یط نرم افزار متلب پین مقاله در مح یا يهام. برنامهیپردازیم
  اند.ده یگرديساز

 )1مثال 

نقطه   nد.یری] در نظر بگ−1,1[ يرا در بازه  x e) = x(fتابع 
  یابیر را به عنوان نقاط درونیالفاصله ز يمتساو 

௜ݔ = (−1) +
2

݊ − 1 ݅,     ݅ = 0,1, …݊ − 1 

ز به عنوان نقاط یالفاصله را ن ينقطه متساو    m=2nو تعداد
ت ین عددوضعییتع  يفاده برام. نرم مورد استیریگیآزمون در نظر م

ت یعدد وضع يسهیمقا 1باشد. جدول  یم 2-نرمها سیماتر
متعامد -2ℓيهاه یساختار پا يهاسیو ماتر یابیارز يهاسیماتر

ر یمقاد  يرا برا   Aس واندرموندیت ماتریعدد وضعگسسته با   يکه ی
س ی) ماتر2.1(يهیدهد. با توجه به قض ینشان م  nمختلف

متعامد است،   یسیماتر   SVDو    QRهیحاصل از دو تجز  یابیارز
د، عدد یکنیملاحظه م 1ل همانطور که در جدولین دلیبه هم

گسسته   يکهیمتعامد  -2ℓ  يه هایپا  یابیارز  يهاسیت ماتریوضع
 ی) برقرار است و بدوضع2.  2نکته (  نیباشد. همچنیک میبرابر با  

 ي سهیمقا 2افته است. جدول یس ساختار انتقال یکاملا به ماتر
ساختار  يهاسیو ماتر یابیارز يهاسیماتر تیر عدد وضعیمقاد

س یت ماتریوسته با عدد وضعیپ يکهیمتعامد -2L يهاه یپا
د، یکنیدهد. همانطور که مشاهده میم را نشان  Aواندرموند

 یه چولسکیبا هردو تجز یابیس ارزیت ماتریر عدد وضعیمقاد
کوچکتر ار  یشود اما همواره بسیاد میز  nش مقداریبا افزا   SVDو 

 1س واندرموند است. در شکل یت در ماتریاز مقدار عدد وضع
 ي کهیمتعامد -2ℓ يه هایبا پا یابیدرون ینسب يخطا ينمودارها

وسته یپ يکهیمتعامد -2L يهاهیگسسته را در سمت راست و پا
رسم شده،   يم. با توجه به نمودارهایاش داده ینما  را در سمت چپ

ار کوچک یمورد نظر بس يه هایبا پا یابیدرون ینسب يزان خطایم
حاصل از  یبینمودار تابع تقر 2باشد. شکل یصفر م ک بهیو نزد
گسسته  يکهیمتعامد -2ℓ  يه های، با پاx e) = x(fتابع  یابیدرون
وسته یپ يکه یمتعامد -2L يهاهیبا پا یابیربالا و نمودار درونرا د

دهد، با توجه به یش مینما  nر مختلفین با مقادییرا در پا
شده با  یمعرف يهیهر دو پا يبرا یابیدرون ياشکل،نموداره

ق مسئله ی، منطبق بر جواب دق یابیش تعداد نقاط درونیافزا
  باشند.یم یابیدرون

 )2مثال 

 تابع  یابید در درونیجد يهاه یعملکرد پا  ین مثال به بررسیر اد

(ݔ)݂ = 1
1ା௫2 5,5[يبازهربوط به مثال معروف رانگ در م−[ 

  n=  51با    یابیدرونینسبيخطاي نمودارها  3م. در شکل  یپردازیم
را در سمت راست و  گسسته يکهیمتعامد -2ℓ يه هاینقطه با پا
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ش یوسته را در سمت چپ نمایپ يکهیمتعامد -2L يه هایپا
 ی کیژه در نزدیخطا به و   ش قابل توجهیانگر افزایب  3م. شکل  یاداده 

0  =x   الفاصله بودن   يل متساو یده به دلین پدیباشد. ا  ی(مرکز) م
کنواخت یریاست. به منظور غ کسان نقاط در طول بازهیع یو توز

مرکز، به  یکینزدش تراکم آنها در یع نقاط و افزاینمودن توز
(ݔ)݃م. ابتدا تابع یکنیر عمل میصورت ز = 1

5 انتقال   يرا برا  ݔ
م. سپس با توجه به یریگیر م] در نظ−1,1] به بازه [−5,5بازه [

|2ݔ| م:یصفر دار ک بهیاعداد نزد ينکه برایا < ، با در  |ݔ|
د را به صورت یجد یابی، نقاط درون2x) = x(h  نظر گرفتن تابع 

  م:یکنیر انتخاب میز

෤௞ݔ = ݃ି1 ቀℎ൫݃(ݔ௞)൯ቁ. 

  ر است:ید، به زبان مطلب زیدر واقع انتخاب نقاط جد

Xdata=٥*(sign(xdata).*abs(xdata./٥).^٢).  
دن به علامت درست یرس  يبرا   absو    signکه در آن، دستورات

نقاط را  عیتوز 4] است. نمودار −5,5در بازه [ یاعداد منف يبرا
مرکز   یکیع متراکم نقاط در نزد یانگر توزیب  4دهد. نمودار  ینشان م

  n= 51با یابیدرون ینسب يخطا ينمودارها 5است. در شکل 
گسسته را در سمت راست و  يکهیمتعامد -2ℓ يهاهینقطه با پا

ش یچپ نما وسته را در سمتیپ يکه یمتعامد -2L يهاه یپا
انگر کاهش قابل توجه خطا با در نظرگرفتن یب 5م. شکل یاداده 

  د است.یکنواخت جد یرینقاط غ

  

  

  

)SVDK(C  )SVDK(V )QR(CK  )QRK(V K(A) n 
8273/63  1  8273/63  1  8273/63  5  

410×3959/1  1  410×3959/1  1  410×3959/1  10  
610×2800/3  1  610×2800/3  1  610×2800/3  15  
810×3138/8  1  810×3138/8  1  810×3138/8  20  
1110×1314/2  1  1110×1314/2  1  1110×1314/2  25  

ه و گسست يکهیمتعامد -2ℓ  يده وابسته به دا يهاهیساختار پا يهاسیو ماتر یابیارز يهاسیت ماتریعدد وضع يسه یمقا :1 جدول
  1ال در مثال یمونوم يهاه یپا

  

)SVDK(C  )SVDK(V )CholK(C  )CholK(V K(A) n 

2480/43  8630/4  2480/43  8630/4  8273/63  5  
310×0730/3  2449/40  310×0730/3  2449/40  410×3959/1  10  
510×2989/2  4846/727  510×2989/2  4846/727  610×2800/3  15  
710×7697/1  410×6183/1  710×7697/1  410×6183/1  810×3138/8  20  
810×1674/5  510×0493/2  810×0956/4  510×0493/2  1010×0535/7  24  

  يهاهیوسته و پایکه پیمتعامد -2L  يوابسته به داده  يهاهیساختار پا يهاسیو ماتر یابیارز يهاسیت ماتریعدد وضع يسهیمقا :2جدول 
  1ال در مثال یمونوم
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  .1وسته (چپ) در مثال یپ يکهیمتعامد -2L يهاهیگسسته (راست) و پا يکه یمتعامد -2ℓ يهاهیبا پا یابیدرون ینسب يش نمودار خطاینما 1 -شکل 

  

 

  

 

  
ر ین) با مقادیی(پا وستهیپ يکه یمتعامد -2L يهاهیبا پا یابیگسسته(بالا) و نمودار درون يکه یمتعامد -2ℓ يه هایبا پا یابینمودار درون 2-شکل 

  . 1در مثال   nمختلف
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وسته (چپ) یپ يکهیمتعامد -2L  يهاه یگسسته (راست) و پا يکهیمتعامد -2ℓ  يهاهیبا پا یابیدرون ینسب يودار خطاش نمینما : 5شکل
  .2کنواخت در مثال یریع غینقطه با توز  n= 15با   SVDهیحاصل از تجز

  

٠ 
٠٫٢ 
٠٫٤ 
٠٫٦ 
٠٫٨ 
١ 

١٫٢ 
١٫٤ 

٠ 

٠٫٥ 

١ 

١٫٥ 

٢ 

٢٫٥ 

٠٫٠٠١ 
٠٫٠٠٢ 
٠٫٠٠٣ 
٠٫٠٠٤ 
٠٫٠٠٥ 
٠٫٠٠٦ 
٠٫٠٠٧ 
٠٫٠٠٨ 
٠٫٠٠٩ 
٠٫٠١ 

٠٫٠٠٥ 

٠٫٠١ 

٠٫٠١٥ 

متعامد -2L  هايي گسسته (راست) و پایه متعامد یکه-2ℓ  هايودار خطاي نسبی درونیابی با پایه: نمایش نم3شکل 
 .2نقطه متساوي الفاصله در مثال   n= 51با   SVDپیوسته (چپ) حاصل از تجزیه يکه ی

 .2: نمودار توزیع نقاط در مثال 4شکل 
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