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 يدر فضا فرم ساساك 𝜉 يساختار يدان برداريو مماس بر م يچي موازه هاف با عملگر رييك ابرروي 𝑀ଶ௡ ديفرض كن
𝑀෩ଶ௡ାଵ(𝑐) هستند.  يچه ساختار و خواص يهاف در فضا فرم ساساكي دارا يهاهي ها و ابرروهيم ابررويدهيباشد. ابتدا نشان م

م دو يدهيمورد بررسي قرار داده و نشان مهاف را با داشتن ساختار عملگر ريچي موازي  يها هيسپس ساختار ابررويه ها و ابررو
سه مقدار   يو حداكثر دارا هستند يثابت ياصل يهايدگيخم يدارا 𝑀ଶ௡از  𝐴د، در حالت اول عملگر شكل يآيش ميحالت پ

تار فضا نه انتگرال كه ساخيك خمي  يدارا  𝑀ଶ௡  متحد با صفر است و  𝐷  يرو  𝐴ز هست. در حالت دوم عملگر شكل  يژه متمايو
  ي دان بردارين ميم كه خم انتگرال ايدهينشان م 𝑀ଶ௡در  يدان برداريك ميف يرد را داراست. ابتدا با تعريپذيم يفرم ساساك

ك بوده و يژئودز تماماً 𝑀ଶ௡ه در ين ابررويم ايدهينشان م 𝑀ଶ௡ه در يك ابررويف ين با تعريبوده و همچن يژئودز 𝑀ଶ௡در
  باشد. يم يك با خم ژئودزيه تماما ژئودزين رويبصورت حاصلضرب ا يبطور موضع 𝑀ଶ௡م كه يدهيان منشت يدر نها
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سال گذشته مورد  ٢٠ يدر ط يو ساساك يتماس يفضاها
ز يها متماهين رويا اند.قرار گرفته ياديز ي العه و بررسمط

ها اما با  هين رويبا ا ييهامختلط، با شباهت يهاهياز رو
گو  ي ش ١٩٦٠ سالباشند. در يم ياساس يهاتفاوت
را مورد مطالعه قرار   ي با ساختار تماس ييهانهيخم يساساك
ن  يف كرد. ايآن تعر يرو يي) و ساختارها]٢] و [١[داد (

اند. از  دهينام يساساك يهانهيها را به افتخار او خمنهيخم
ها و نهين خميا يها، ساختارهانهين خميا يزمان معرف

ن يا يهانهيرخمين زيهمچنها و فضا فرم يساختارها
دانان قرار گرفته  ياضياز ر ياريها مورد مطالعه بسنهيخم

  ). ]٧] و [٦]، [٥]، [٤]، [٣[است (
مختلف مورد  يدر فضاها يي موازگر ريچبا عمله يابررو

] و  ١١]، [١٠]، [٩]، [٨اند ([قرار گرفته يبندمطالعه و طبقه
]،  ٥]، [٤]، [٣بر اساس منابع [ ياهيم پايشتر مفاهي]). ب١٢[
  باشند. ي ] م١٤] و [١٣] ، [٧[

 

 باًيك ساختار تقري يدارا 𝑀෩ଶ௡ାଵريل پذيفرانسينه ديخم
ك فرم  ي، 𝜉شه ناصفر  يهم يدان بردارياست اگر م ياستم
𝜂 دان تانسوريو م 𝜙 ) وجود داشته باشند  ١,١از نوع (

  كه در روابط يبطور
𝜂(𝜉) = 1,    𝜙ଶ = −𝐼 + 𝜂 ⊗ 𝜉,  

  
مماس   يفضا  يرو  ي دان انتقال همانينشان دهنده م  𝐼كه  

دان  يم 𝜉 يدان برداريباشد، صدق كند. ميدر همه نقاط م
نه  يخم ي ط روي ن شرايشود. اي ده ميمشخصه نام يبردار

𝜙𝜉كنند كه يجاب ميا = 𝜂و  0 ∘ 𝜙 = است.   0
در هر نقطه   𝜙سم يدهد اندومورفين نشان ميهمچن

  باشد.   يم 2𝑛  رتبه يدارا 𝑀෩ଶ௡ାଵيرو
 يبا تماسيهمراه با ساختار تقر 𝑀෩ଶ௡ାଵنه يخم

(𝜙, 𝜉, 𝜂)شود و بصورت  يمده  ينام  يتماس  باًينه تقري، خم
(𝑀෩ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂) شود. يش داده مينما  

,𝑀෩ଶ௡ାଵ) يبا تماسينه تقرياگر خم 𝜙, 𝜉, 𝜂)   مجهز به
  كه در رابطه يباشد بطور 𝑔෤ يمانيمتر ر

𝑔෤(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌), 
  

ن يصدق كند، در ا 𝑌 و 𝑋 يبردار يهادانيهمه م يبرا
شود و ساختار يده مي، متر سازگار نام𝑔෤  يمانيصورت متر ر

(𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) نه يخم و  يتماس باًيتقر يك ساختار متري
𝑀෩ଶ௡ାଵ  ده ينام  يمانير  يتماس  باًينه تقرين ساختار، خميبا ا

,𝑀෩)شود و بصورت يم 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔෤) شود. ينشان داده م
س  مام  يبردار  يهادانيهمه م  يد كه برايتوجه داشته باش

𝑋   بر𝑀෩ଶ௡ାଵ،  
𝜂(𝑋) = 𝑔෤(𝑋, 𝜉),  

  
 يدان برداريم يك دوگان برايمتر 𝜂ن يباشد. بنابرايم

  است.  𝜉مشخصه 
 -١شود اگر به يده مينام ي نه تماسيخم 𝑀෩ଶ௡ାଵنهيخم

كه در  يهر نقطه مجهز باشد بطور يرو 𝜂 يفرم سراسر
  رابطه 

𝜂 ∧ (𝑑𝜂)௡ ≠ 0,  
  

  شود. يده مينام  يماسفرم ت 𝜂فرم  -١صدق كند. 
دان  يمماس بر م 𝑀෩2𝑛ାଵ ينه تماسياز خم 𝑀نه يرخميز

𝑝هر نقطه  ي شود اگر برايد ميا ناميپا 𝜉يبردار ∈ 𝑀  ،
𝜙(𝑇௣𝑀) ⊂ 𝑇௣𝑀 هر نقطه   ين اگر برايباشد. همچن

𝑝 ∈ 𝑀 ،𝜙(𝑇௣𝑀) ⊂ 𝑇௣
ୄ𝑀 ا ينه را ناپايرخميباشد ز

  نامند.يم
دان  يمماس بر م 𝑀෩ଶ௡ାଵ ينه تماسياز خم 𝑀 نهيمرخيز

ع متمم يك جفت توزينامند هرگاه يم CRرا  𝜉 يبردار
  كه  يموجود باشد بطور 𝑀 يرو 𝐷ୄو  𝐷  متعامد

  ١ .𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ 𝐷ୄ ⊕ ℝ𝜉 كه ،ℝ𝜉 ك  يع يتوز
  است؛  𝜉له  يد شده بوسيتول يبعد
  ٢ .𝐷  تحت𝜙 هر ي برا ي عنيا باشد يپا 𝑝 ∈ 𝑀  ،

𝜙(𝐷௣) ⊂ 𝐷௣  برقرار باشد؛  
  ٣ .𝐷ୄ  تحت𝜙 هر يبرا يعنيا باشد يناپا 𝑝 ∈ 𝑀  ،

𝜙(𝐷௣
ୄ) ⊂ 𝑇௣

ୄ𝑀  .برقرار باشد  
  

,𝑀෩) ديفرض كن 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔෤) ينه تماسيخم   
(2𝑛 +   كه يباشد بطر يبعد (1

 ∇෩௑𝜉 = −𝜙𝑋,                                                  )١(  
൫∇෩௑𝜙൯𝑌 = 𝑔෤(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋,                )٢ (  

  



 

 ٢١                                                                                                       يبا عملگر ريچي مواز يهاف از فضا فرم ساساك يهاهيابررو
 

   

دهد،  يرا نشان م  𝑔෤تا نسبت به متر  يچو-يارتباط لو  ෩∇كه  
  شود.يده مينام ينه ساساكيك خمي 𝑀෩ن صورت يدر ا

𝑥هر   يبرا 𝑇𝑀෩از   𝜋  يصفحه برش ∈ 𝑀෩ اگر در رابطه ،
𝜙𝜋௫ ⊆ 𝜋௫  ك يصدق كند −𝜙شود. يده مينام برش

𝑀෩ يدگيبا خم −𝜙 شود اگر  يده ميثابت نام يبرش
ها ثابت باشند. فضا فرم برش𝜙−همه  يبرش يدگيخم

ثابت    يبرش𝜙−  يدگيبا خم  ينه ساساكيك خمي  يساساك
ن صورت يباشد در ا 4𝑐ن مقدار ثابت برابر ياست. اگر ا

دهند. در ينشان م 𝑀෩(𝑐)را بصورت  يفضا فرم ساساك
هر   يبرا 𝑅෨ يدان تانسوريم يمانير يدگين حالت خميا
,𝑋  يدان برداريم 𝑌, 𝑍 ر خواهد بود.يبصورت ز  

𝑅෨(𝑋, 𝑌)𝑍 =
௖ାଷ

ସ
{𝑔෤(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔෤(𝑋, 𝑍)𝑌}  

−
௖ିଵ

ସ
{𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝑌

+𝑔෤(𝑌, 𝑍)𝜂(𝑋)𝜉 − 𝑔෤(𝑋, 𝑍)𝜂(𝑌)𝜉

−𝑔෤(𝜙𝑌, 𝑍)𝜙𝑋 + 𝑔෤(𝜙𝑋, 𝑍)𝜙𝑌

  

+2𝑔෤(𝜙𝑋, 𝑌)𝜙𝑍}.  

𝑀ଶ௡) ميفرض كن , 𝑔) ي دان برداريه شامل ميك ابرروي  

𝑀ياز فضا فرم ساساك  𝜉مشخص
ଶ௡ାଵ

(𝑐)   باشد در
  عمود بر  𝑁  يكتاي  يكه موضعي  ي دان بردارين صورت ميا

𝑀 هيابررو رد. چونوجود دا 𝑀 يدان برداريشامل م 
دان  يعمود بر م𝑁   يدان بردارين ميت بنابراسا   𝜉 مشخصه

وجود    𝑈كه  ي  يدان بردارياست پس م 𝜉 مشخصه  يبردار
𝑈كه  يدارد بطور = −𝜙𝑁. صفحه   ين برايبنابرا

  ميدار𝑀 ه يمماس ابررو
𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕ 𝐷ୄ ⊕ 𝜉.  

 
 يك بعديع يتوز 𝐷ୄ،يساساك يهانهيساختار خمبنابر 

ب  ي بترت ∇ و ∇ ميباشد. فرض كنيم 𝑈 د شده توسطيتول
 𝑀 و 𝑀(𝑐) يهانهيخم يتا بر رويچو يلو يهاارتباط

دان  يهر م ين صورت بنا بر فرمول گاوس برايباشند در ا
  ميدار 𝑋 يمماس يبردار

∇௑𝜉 + 𝑔(𝐴𝑋, 𝜉)𝑁 = ∇௑𝜉,  
 

در فضا فرم  𝑀 هيعملگر شكل ابررو 𝐴 كه
   :مين داريباشد. بنابرايم  𝑀(𝑐)يساساك

∇௑𝜉 = −𝜙𝑋  

 𝑋 يمماس يدان برداريهر م ير براين معادله زيبنابرا

  شوديحاصل م

∇௑𝜉 + 𝑔(𝐴𝑋, 𝜉)𝑁 = −𝜙𝑋.                           )١ (  
  

𝑋  با انتخاب = 𝑈 ميدار )١( هعادلدر م:  
∇௎𝜉 + 𝑔(𝐴𝑈, 𝜉)𝑁 = −𝜙𝑈 = −𝑁,  

  
ر را  يروابط ز يو عمود يمماس يهاسه قسمتيكه با مقا

  :ميدار
∇௎𝜉 = 0  , 𝑔(𝐴𝑈, 𝜉) = −1.                       )٢(  

  
𝑋 يحال با جا گذار = 𝜉 ميدار: 

∇క𝜉 + 𝑔(𝐴𝜉, 𝜉)𝑁 = −𝜙𝜉 = 0,  
  

ر حاصل  يروابط ز يو عمود يمماس يهاسه قسمتيبا مقا
  شوديم

∇క𝜉 = 0  , 𝑔(𝐴𝜉, 𝜉) = 0.                           )٣(  
 

از فضا فرم  ي اهيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن.

𝑀 يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐) با عملگر شكل 𝐴   باشد آنگاه
𝐴𝜉 = −𝑈.   

سه يو مقا )١( در معادله 𝐷 عضو 𝑋 با انتخاب 
   ميدار يو عمود يمماس يهاقسمت

𝑔(𝐴𝜉, 𝑋) = 𝑔(𝐴𝑋, 𝜉) = 0,      
∇௑𝜉 = −𝜙𝑋.                                        )٤ (  

  
شود يجه مينت )٣( و )٢( با استفاده از رابطه فوق و روابط

𝐴𝜉 = −𝑈.  
   ميو فرمول گاوس دار  يبا توجه به لم قبل، ساختار ساساك

∇క𝑈 = ∇క𝑈 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑈)𝑁

         = ∇క(−𝜙𝑁) + 𝑁 
  

         =  −൫∇క𝜙൯𝑁 − 𝜙൫∇క𝑁൯ + 𝑁   
         = −𝜙𝑈 + 𝑁 = 0                              )٥(  

 
از فضا فرم  ي اهيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن.

𝑀 يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐)  شكلبا عملگر 𝐴   باشد آنگاه
  :ميدار

∇௎𝑈 = 𝜙𝐴𝑈.   
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  ميدار 𝑈 فيبا توجه به فرمول گاوس و تعر 

∇௎𝑈 = ∇௎(−𝜙𝑁)  
          = −൫∇௎𝜙൯𝑁 − 𝜙൫∇௎𝑁൯  
          = 𝜙𝐴𝑋  

  
௎𝑈∇  نيبنابرا = 𝜙𝐴𝑈.  

𝐴𝑈 ميحال فرض كن = 𝛼𝑈 + 𝛽𝜉 + (𝐴𝑈)஽ كه 
(𝐴𝑈)஽ قسمت مماس 𝐴(𝑈) يرو 𝐷 باشد. بنابر يم

𝛽م يدار )٢( رابطه =   مين داريبنابرا .1−
𝐴𝑈 = −𝜉 + 𝛼𝑈 + (𝐴𝑈)஽ .  

 
از فضا فرم   يا هيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن.

𝑀 يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐) با عملگر شكل  𝐴  باشد. اگر عملگر
را به خودش ببرد   𝜉 و 𝑈 ه توسط شدد يشكل صفحه تول

  م.  ييه هاف گويرا ابررو 𝑀 آنگاه
   ن صورتيه هاف باشد در ايك ابرروي 𝑀اگر 

(𝐴𝑈)஽ = م يخواهفوق ن از رابطه يخواهد بود بنابرا 0
  داشت 

𝐴𝑈 = −𝜉 + 𝛼𝑈                                          )٦ (  
  

و فرمول   ٣.٢ توجه به لم  ه هاف باشد بايك ابرروي  𝑀  اگر
   ميگاوس دار

∇௎𝑈 = ∇௎𝑈 − 𝑔(𝐴𝑈, 𝑈)𝑁              
          = 𝜙𝐴𝑈 − 𝛼𝑁 = 0         .                       )٧(  

  
𝐴𝐷   ن صورتيه هاف باشد در ايك ابرروي 𝑀  اگر = 𝐷   

,𝐴𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉 و 𝑈} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉, 𝑈}. ن چون يهمچن
 ي كه عمود موضعيه يدالحاق است پس پاعملگر شكل خو

𝑋ଵ, … , 𝑋ଶ௡ିଶ  ير فضايز  يبرا  𝐷  ه  يو پا{ 𝑊ଵ, 𝑊ଶ} 
,span{𝜉  ير فضايز يبرا 𝑈}  هك يموجود است بطور  

𝐴𝑋௜ = 𝜆௜𝑋௜    ,    𝑖 = 1, … ,2𝑛 − 2  ,  
𝐴𝑊ଵ = 𝛾ଵ𝑊ଵ    ,    𝐴𝑊ଶ = 𝛾ଶ𝑊ଶ  .  

  
  ي توانند بردارهاينم 𝑈و   𝜉،  )٦( و معادله ٣.١ توجه به لم  اب
0 نيژه باشند بنابرايو < 𝜃 < 𝜋/2 يوجود دارد بطور 

  كه
𝑊ଵ = 𝜉cos𝜃 + 𝑈sin𝜃  ,  
𝑊ଶ = −𝜉sin𝜃 + 𝑈cos𝜃,  

شوند.  يچ وقت صفر نميه sin𝜃 و cos𝜃 كه توابع
   ميدار 𝑊ଶ و 𝑊ଵ فيتوجه به تعارن با يهمچن

𝑈 = 𝑊ଵsin𝜃 + 𝑊ଶcos𝜃  ,                            )٨ (  
𝜉 = 𝑊ଵcos𝜃 − 𝑊ଶsin𝜃  .                             )٩ (  

  
   .مير را داريحال لم ز

  
هاف از فضا فرم   ياهيابررو 𝑀ଶ௡ميفرض كن.

𝑀 يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐) آنگاه فوق باشد يبا ساختارها 

𝛾ଵ = −tan𝜃   و𝛾ଶ = cot𝜃 .  
  ميدار ٣.١ با توجه به لم 

𝐴𝑊ଵ = cos𝜃 𝐴𝜉 + sin𝜃 𝐴𝑈    
          = −cos𝜃 𝑈 + sin𝜃 𝐴𝑈,  
𝐴𝑊ଶ = −sin𝜃 𝐴𝜉 + cos𝜃 𝐴𝑈  
          = sin𝜃 𝑈 + cos𝜃 𝐴𝑈 .  

  
  جهيدر نت

𝑈 = sin𝜃 𝐴𝑊ଶ − cos𝜃 𝐴𝑊ଵ  
    = 𝛾ଶsin𝜃 𝑊ଶ − 𝛾ଵcos𝜃 𝑊ଵ  

  
  م داشتيخواه )٩( و )٨( با توجه به روابط

(𝛾ଶsin𝜃 − cos𝜃) 𝑊ଶ − (𝛾ଵcos𝜃 +
sin𝜃) 𝑊ଵ = 0.  

  
هستند لذا   ي مستقل خط𝑊ଶ  و  𝑊ଵ يردارهااما چون ب

   جهيبشان برابر صفر خواهد بود و در نتيضرا
𝛾ଵ = −tan𝜃    و𝛾ଶ = cot𝜃 .  

ز حاصل ير نيروابط ز  𝛾ଶ و 𝛾ଵ ژهير ويمقاد ين برايبنابرا
  شوديم

(𝛾ଶ − 𝛾ଵ)cos𝜃sin𝜃 = 1,  
𝛾ଵcosଶ𝜃 + 𝛾ଶsinଶ𝜃 = 0.  

  
,𝑔(𝐴𝑈 چون  ي از طرف 𝑈) = 𝛾ଵ + 𝛾ଶ و 𝛼 =

𝑔(𝐴𝑈, 𝑈) نيبنابرا   
𝛼 = 𝛾ଵ + 𝛾ଶ .                                                )١٠(  

  
باشد در   𝑀نه  ياز خم  يمماس  يدان برداريم  𝑋  ميفرض كن

 𝜙𝑋  ميتوانين م يست بنابراين  𝐷  در  لزوماً  𝜙𝑋ن صورت  يا

   ميه كنير تجزيز صورت  ا بهر



 

 ٢٣                                                                                                       يبا عملگر ريچي مواز يهاف از فضا فرم ساساك يهاهيابررو
 

   

𝜙𝑋 = 𝐹𝑋 + 𝑔(𝑋, 𝑈)𝑁                                )١١(  
  

ن  يباشد. بنابرايم 𝐷 يرو 𝜙𝑋مماس مت قس 𝐹𝑋كه 
  ، 𝐷 مماس عضو  يدان برداريم هر يبرا

𝐹𝜉 = 𝐹𝑈 = 𝜙𝑋و   0 = 𝐹𝑋 .  
  

از فضا فرم   ي اهيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن.

𝑀  يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐) با عملگر شكل  𝐴 م يباشد آنگاه دار
∇௑𝑈 = 𝐹𝐴𝑋.  

  ميدار 𝑈 فيوس و تعربا توجه به فرمول گا 

∇௑𝑈 = ∇௑𝑈 − 𝑔(𝐴𝑋, 𝑈)𝑁

         = ∇௑(−𝜙𝑁) − 𝑔(𝐴𝑋, 𝑈)𝑁

         = −൫∇௑𝜙൯𝑁 − 𝜙൫∇௑𝑁൯ − 𝑔(𝐴𝑋, 𝑈)𝑁

  

         = 𝜙𝐴𝑋 − 𝑔(𝐴𝑋, 𝑈)𝑁      
         = 𝐹𝐴𝑋 + 𝑢(𝐴𝑋)𝑁 − 𝑔(𝐴𝑋, 𝑈)𝑁  
         = 𝐹𝐴𝑋  

  
௑𝑈∇ن  يبنابرا = 𝐹𝐴𝑋.  

  مي) دار١١) و (١ن با توجه به روابط (يهمچن
∇௑𝜉 = −𝐹𝑋.                                              )١٢(  

  
  م داشت يخواه ين با توجه به ساختار تماسيهمچن

𝑔(𝐹𝑋, 𝐹𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌) −
𝑢(𝑋)𝑢(𝑌).                                                       )١٣(  

  
  م داشت يخواه ين با توجه به ساختار ساساكيهمچن

(∇௒)𝑋 = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋 −
𝑔(𝐴𝑋, 𝑌)𝑈 + 𝑢(𝑌)𝐴𝑋.                              )١٤(  

  
فضا فرم   يدگياز خمو با استفاده    يمعادله كودازبا توجه به  

  م داشت يخواه يساساك
𝑔൫(∇௑𝐴)𝑌 − (∇௒𝐴)𝑋, 𝑍൯  

=
௖ିଵ

ସ
𝑔(𝑢(𝑋)𝐹𝑌 − 𝑢(𝑌)𝐹𝑋  

−2𝑔(𝐹𝑋, 𝑌), 𝑍).                                          )١٥(  
 

𝑋 يبا جاگذار = 𝑋௜  و𝑋 = 𝑋௝  و𝑍 = 𝑊ଵ   در رابطه
ف  يو تعر )١٣) و (١٠روابط (و  ٣.٣ لم) و با استفاده از ١٥(

𝑊ଵ داشت  هيمخوا  

2λ௜𝜆௝ − 𝛼൫λ௜+𝜆௝൯ =
௖ାଷ

ଶ
 . )١٦      (                         

 

 

از   يبا عملگر ريچي مواز ياهيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن

𝑀 يفضا فرم ساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐)  .دان  يم يبرا يعنيباشد
  ميباشداشته   دلخواه 𝑋 مماس يربردا

∇௑𝑆 = 0, )١٧             (                                                     

  
با استفاده   باشد. بنابر معادله گاوس وعملگر ريچي مي   𝑆كه  

  داريم يفضا فرم ساساك يدگياز خم
𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 =

௖ାଷ

ସ
{𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌}  

        −
௖ିଵ

ସ
{𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝑌

       +𝑔(𝑌, 𝑍)𝜂(𝑋)𝜉 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝜂(𝑌)𝜉

       −𝑔(𝜙𝑌, 𝑍)𝜙𝑋 + 𝑔(𝜙𝑋, 𝑍)𝜙𝑌

  

       +2𝑔(𝜙𝑋, 𝑌)𝜙𝑍}  
       +𝑔(𝐴𝑌, 𝑍)𝐴𝑋 − 𝑔(𝐴𝑋, 𝑍)𝐴.  

  
 ه يپا ين برايبنابر

{𝑒ଵ, … , 𝑒௡ିଵ, 𝐹𝑒ଵ, … , 𝐹𝑒௡ିଵ, 𝜉, 𝑈}  
  
,𝑒ଵه  ك 𝑇𝑀از  … , 𝑒௡ିଵ ∈ 𝐷 ميباشند داريم:  

𝑆(𝑋) = (2𝑛 − 1)𝑋 + (tr𝐴)𝐴𝑋 − 𝐴ଶ𝑋  
  

از رابطه فوق و استفاده از رابطه   يريگن با مشتقيبنابرا
  مي) دار١٤(

(∇௒𝑆)𝑋 =
௖ିଵ

ଶ
{(𝑛 − 1)𝑔(𝑋, 𝐹𝑌)𝜉 +

𝜂(𝑋)𝐹𝑋} −
ଷ(௖ିଵ)

ସ
{𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑋)𝑌 −

𝑔(𝐴𝑌, 𝑋)𝑈 + 𝑢(𝑋)𝐴𝑌} +  
𝑌(tr𝐴)𝐴𝑋 + (tr𝐴)(∇௒𝐴)𝑋 −
(∇𝑌𝐴)𝐴𝑋 − 𝐴(∇𝑌𝐴)𝑋. )١٨(                                      

  
𝑌  يبا جاگذار = 𝜉  ) ١٧) و با توجه به رابطه (١٨در رابطه  (

 ميدار

𝜉(tr𝐴)𝐴𝑋 + (tr𝐴)൫∇క𝐴൯𝑋  

−൫∇క𝐴൯𝐴𝑋 − 𝐴൫∇క𝐴൯𝑋 = 0,  
  

  م داشت ي) خواه١٢) و (٦(وابط و ر ٣.١ ه از لمبا استفاد
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൫−𝜉(tr𝐴) + 𝜉(𝛼)൯𝜉  
+൫(tr𝐴) − 𝛼൯𝜉(𝛼)𝑈 = 0  

  
  مستقل از هم  يبردار يهادانيم 𝜉  و 𝑈  اما چون

  ميباشند لذا داريم
−𝜉(tr𝐴) + 𝜉(𝛼) = 0, 
൫(tr𝐴) − 𝛼൯𝜉(𝛼) = 0. )١٩           (                           

  
𝑌 ين با جاگذاريهمچن = 𝑈    توجه به  ) و با  ١٨(در رابطه

  م داشتيق فوق خواهيبطر )١٧رابطه (
−𝑈(tr𝐴) + 𝑈(𝛼) = 0, 
൫(tr𝐴) − 𝛼൯𝑈(𝛼) = 0. )٢٠            (                          

  
𝑌 با در نظر گرفتن  ∈ 𝐷يو جاگذار  𝑋 = 𝜉  در رابطه

  م داشت يق مشابه خواهيبطر )١٧) و با توجه به رابطه (١٨(
−𝑌(tr𝐴) + 𝑌(𝛼) = 0. )٢١   (                                     

  
𝑌 ن با در نظر گرفتن يهمچن ∈ 𝐷يو جاگذار   𝑋 = 𝑈 

ق مشابه  يبطر )١٧به رابطه () و با توجه ١٨در رابطه (
  م داشت يخواه

൫(tr𝐴) − 𝛼൯𝑌(𝛼) = 0. )٢٢             (                         

 
هر   ي ) برا٢٢) و (٢١)، (٢٠)، (١٩ن بنابر روابط (يبنابرا

  م داشت يخواه 𝑋دلخواه مماس   يدان برداريم
𝑋(tr𝐴) = 𝑋(𝛼), )٢٣             (                                      

൫(tr𝐴) − 𝛼൯𝑋(𝛼) = 0. )٢٤                (                     
  

  م داشت ي) خواه٢٤از رابطه (
𝑋(𝛼) = 0 ا        ي       tr𝐴 = 𝛼 . 

  
  𝑋(𝛼) = 0 : 

هاف از فضا فرم   ياهيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن.

𝑀 يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐) كه  يباشد بطور𝑋(𝛼) = 0  
  باشند. يژه عملگر شكل آن ثابت مير ويآنگاه مقاد
،  𝑋دلخواه مماس  يدان بردار يهر م يچون برا 

𝑋(𝛼) = باشد و بنابر  يم يمقدار ثابت αباشد لذا يم 0

هستند. از   ير ثابتيمقاد γଶو  γଵ)، ١٠و رابطه ( ٣.٣ لم
  چون   يطرف

tr𝐴 = λଵ + ⋯ + λଶ௡ିଶ + 𝛼,  
  

  داشت م ي) خواه٢٣بنابر رابطه (
𝑋(λଵ + ⋯ + λଶ௡ିଶ) = 0. )٢٥        (                        

  
  م ي) دار١٦ن بنابر رابطه (يهمچن

2 ∑ 𝜆௜𝜆௝ − 𝛼(λଵ + ⋯ + λଶ௡ିଶ)ଶ௡ିଶ
௜,௝ୀଵ
௜ஷ௝

  

= (𝑛 − 1) ቀ
௖ାଷ

ସ
ቁ. )٢٦     (                                             

  
  م داشت ي) خواه٢٥ده از رابطه (حال با استفا

𝑋 ൭∑ 𝜆௜𝜆௝
ଶ௡ିଶ
௜,௝ୀଵ
௜ஷ௝

൱ = 0,  

  
دلخواه رابطه فوق برقرار است لذا   𝑗و  𝑖هر  ياما چون برا

  م داشت يها خواهسيض انديبا تعو
𝑋൫𝜆௜𝜆௝൯ = 0.  

  
) و با توجه به رابطه فوق  ١٦از رابطه ( يريگحال با مشتق

 م داشت يخواه

𝑋൫𝜆௜+𝜆௝൯ = 0.  
  

ثابت هستند.  𝑖هر  يبرا 𝜆௜ژه ير وين همه مقاديبنابرا
  باشد. يعملگر شكل ثابت مژه ير وين همه مقاديبنابرا

  
فرم  هاف از فضا  ياهيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن.

𝑀 يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐) كه  يباشد بطور𝑋(𝛼) = 0  
  باشد. يژه ميسه مقدار و يآنگاه عملگر شكل حداكثر دارا

 𝑖هر  ي) كه برا٢٦با استفاده از لم فوق و رابطه ( 
م يها خواهسيض انديدلخواه برقرار است لذا با تعو 𝑗و 

  داشت 
∑ 𝜆௜𝜆௝

ଶ௡ିଶ
௜,௝ୀଵ
௜ஷ௝

= ∑ 𝜆௜𝜆௞
ଶ௡ିଶ
௜,௞ୀଵ
௜ஷ௞

.  

  
𝜆௜شت م دايخواه دلخواه 𝑗و  𝑖هر  يبران يبنابرا = 𝜆௝ .

  خواهد داشت. ژه يلذا عملگر شكل حداكثر سه مقدار و



 

 ٢٥                                                                                                       يبا عملگر ريچي مواز يهاف از فضا فرم ساساك يهاهيابررو
 

   

𝑍 يدان برداريم = 𝜆𝜉 + 𝑈 را در 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉, 𝑈}   نظر
,𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉  در 𝑍 نماد عمود 𝑍ୄ ميم. فرض كنيريگيم 𝑈} 

𝑍ୄن  يباشد بنابر = 𝜉 − 𝜆𝑈. مير را داريلم ز  
 

𝐷 يرفضايز. ⊕ 𝑍ୄ است.يپا  
نظر  در  𝐷 دلخواه را از 𝑌و 𝑋 يبردار يهادانيم 

   م كهيم. ابتدا توجه كنيريگيم
𝑔(∇௑𝑌, 𝑍)  = 𝑔(∇௑𝑌, 𝜆𝜉 + 𝑈)

          = 𝜆𝑔(∇௑𝑌, 𝜉) + 𝑔(∇௑𝑌, 𝑈)

          = −𝜆𝑔(𝑌, ∇௑𝜉) − 𝑔(𝑌, ∇௑𝑈)
  

          = 𝜆𝑔(𝑌, 𝜙𝑋) − 𝑔(𝑌, 𝜙𝐴𝑋)       
          = 𝜆𝑔(𝑌, 𝜙𝑋) − 𝜆𝑔(𝑌, 𝜙𝑋) = 0 .  

 
,𝑔(∇௒𝑋  و بطور مشابه 𝑍) =    مين داريبنابرا .0

𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑍) = 0  .                                         )٧٢ (  
  

   ق مشابهين بطريهمچن
𝑔(∇௑𝑍ୄ, 𝑍) = 0   ,   𝑔൫∇௓఼

𝑋, 𝑍൯ = 0 .    
  

   ميارن ديبنابرا
𝑔([𝑋, 𝑍ୄ], 𝑍) = 0 .                                          )٢٨(  

  
  در   𝑌 و 𝑋 دلخواه يبردار يهادانيم ين برايبنابرا

𝐷 ⊕ 𝑍ୄ، ٢٨( و )٢٧( بنابر روابط ،([𝑋, 𝑌]  عضو   
𝐷 ⊕ 𝑍ୄ  است.ير فضا پاين زيا  يعنياست  

𝐷 يرفضاينه انتگرال زير خميز ′𝑀 ميفرض كن ⊕ 𝑍ୄ 

دان  يبا م 𝑀 ه در داخليك ابرروي ′𝑀 نيد. بنابراباش
خم  𝐶 مين فرض كنيباشد. همچنيم 𝑍 قائم يبردار

در اثبات لم  يحيباشد. بطور تلو 𝑍 يدان برداريانتگرال م
′′𝐶بل ثابت شد ق = ∇௓𝑍 = ك خم  ي 𝐶 نيبنابرا .0

  باشد. يم 𝑀 ك دريژئودز
  

ك يتماماً ژئودز 𝑀 در ′𝑀 نه انتگراليرخميز.
  است. 

  قائم  يدان برداريبا م 𝑀 از ياهيابررو ′𝑀 چون  
𝑍 ميباشد فرض كنيم  𝐴′  عملگر شكل  𝑀′ در 𝑀   .باشد
  را در نظر   ′𝑀 در 𝑋 يلخواه مماسد يدان برداريم
  ميف عملگر شكل داريم. بنابر تعريريگيم

𝐴′𝑋 = −∇௑𝑍 = −∇௑𝑍 + 𝑔(𝐴𝑋, 𝑍)𝑁

     = −𝜆∇௑𝜉 − ∇௑𝑈 + 𝑔(𝐴𝑋, 𝜆𝜉 + 𝑈)𝑁

     = 𝜆𝜙𝑋 − 𝜙𝐴𝑈 + 𝑔(𝐴𝑋, 𝜆𝜉 + 𝑈)𝑁

  

  
𝐴′𝑋 اما چون ∈ 𝑇𝑀′ سمت راست  يستين بايبنابرا  
,𝑔(𝐴𝑋باشند لذا    ′𝑇𝑀  ز عضويمعادله ن 𝜆𝜉 + 𝑈) = 0  .
   ميپس دار

𝐴ᇱ𝑋 = 𝜆𝜙𝑋 − 𝜙𝐴𝑈.  
  

برابر صفر است    𝐷  در  يدان برداريهر م  يازا  معادله فوق به
𝐴𝑍ୄن  يو همچن =   ي دان بردار يهر م  ي ن به ازايبنابرا .0

𝐴𝑋م يدار 𝑋 مانند ′𝑀 مماس بر =  ′𝑀 نيبنابرا .0
  باشد.يم 𝑀  ك دريتماماً ژئودز ياهيبرروا

  
  ي چيبا عملگر ر ياه يابررو 𝑀 ميفرض كن.

𝑀 يفرم ساساكاز فضا  يمواز
ଶ௡ାଵ

(𝑐) كه  يباشد بطور
𝑋(𝛼) = ′𝑀  برابر با   يبصورت موضع  𝑀  . آنگاه0 × 𝐶 

ك يژئودز تماماً ي اهيابررو ′𝑀 و يخم ژئودز 𝐶 است كه 
  باشند. يم 𝑀 در

را   ′𝑀 كيه تماماً ژئودزيو ابررو 𝐶 يخم ژئودز 
است    يبات كافاتمام اث  يم. برايريگيمطابق فوق در نظر م

  مينشان ده
∇்ெᇲ𝑇𝑀ᇱ ⊆ 𝑇𝑀ᇱ,     ∇௓𝑍 = 0 ,  
∇௓𝑇𝑀ᇱ ⊆ 𝑇𝑀ᇱ   ,      ∇்ெᇲ𝑍 = 0.  

  
௓𝑍∇ن  يبنابرا  است   يژئودز  يخم  𝐶  چون = ن يهمچن.  0
ن  يباشد بنابرايم 𝑀 ك دريه تماماً ژئودزيابررو ′𝑀 چون

∇்ெᇱ𝑍 = ெ்∇ اتاثب ي برا .0 𝑇𝑀′ ⊆ 𝑇𝑀′ يكاف 
در  𝑌 و 𝑋 يبردار يهادانيم يم براياست نشان ده

𝑇𝑀′،𝑔(∇௑𝑌, 𝑍) = م يست نشان دهين كافيبنابرا .  0
 𝑔൫∇௓఼

𝑍ୄ, 𝑍൯ =   اما .0

𝑔൫∇௓఼
𝑍ୄ, 𝑍൯  

= 𝑔൫∇కିఒ௎(𝜉 − 𝜆𝑈), 𝜆𝜉 + 𝑈൯ = 0  
  
′௓𝑇𝑀∇ اثبات يبرا ⊆ 𝑇𝑀′ م ي است نشان ده يكاف
,𝑇𝑀′  ، 𝑔(∇௓𝑋 در 𝑋 يدان برداريم يبرا 𝑍) = 0. 

  نيبنابرا
𝑔(∇௓𝑋, 𝑍) = −𝑔(𝑋, ∇௓𝑍) = 0.  
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با   يبصورت موضع 𝑀، ] ١٥ه درام [ي تجزه يلذا بنابر قض
و  ′𝑀 كيژئودز نه انتگرال تماماًيخم يمانيحاصلضرب ر

 متر است. هم  𝐶 يژئودز خم

  
𝐭𝐫𝑨 = 𝜶

هاف از فضا فرم   ياهيابررو 𝑀ଶ௡ ميفرض كن.

𝑀  يساساك
ଶ௡ାଵ

(𝑐) كه   يباشد بطورtr𝐴 = 𝛼   آنگاه
  متحد با صفر است. 𝐷  يعملگر شكل رو

  چون   
tr𝐴 = λଵ + ⋯ + λଶ௡ିଶ + 𝛼  

  
λଵن يبنابرا + ⋯ + λଶ௡ିଶ = ) كه  ٢٦. از رابطه (0

ها  سيض انديدلخواه برقرار است با تعو 𝑗و  𝑖هر  يابر
  م داشت يخواه

∑ 𝜆௜𝜆௝
ଶ௡ିଶ
௜,௝ୀଵ
௜ஷ௝

= ∑ 𝜆௜𝜆௞
ଶ௡ିଶ
௜,௞ୀଵ
௜ஷ௞

.  

  
𝜆௜م داشت يخواه دلخواه 𝑗و  𝑖هر  يبران يابنابر = 𝜆௝ .
𝜆௜دلخواه  𝑖هر   يجه برايدر نت = 0 .  

  
𝐷 عيزتو . ⊕ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉} در 𝑀 است.   يپا  

دلخواه در نظر  𝐷 را در 𝑌 و 𝑋 يبردار  يهادانيم  
  ميدار ٣.١م بنابر لم يريگيم

𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑈) = 𝑔(∇௑𝑌 − ∇௒𝑋, 𝑈)  
= −𝑔(𝑌, ∇௑𝑈) + 𝑔(𝑋, ∇௒𝑈)  
= 𝑔(𝑌, 𝜙𝐴𝑋) − 𝑔(𝑋, 𝜙𝐴𝑌) = 0.  

  
  م داشتيخواه ٣.٢ و لم  ٣.١ ن بنابر لميهمچن

𝑔([𝑋, 𝜉], 𝑈) = 𝑔(∇௑𝜉 − ∇క𝑋, 𝑈)  
= −𝑔(𝜙𝑋, 𝑈) − 𝑔(𝑋, 𝜙𝐴𝜉) = 0.  

  
   در 𝑌 و 𝑋 دلخواه يبردار يهادانيم ي بران يبنابرا

 𝐷 ⊕ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉}م داشتيخواه  𝑔([𝑋, 𝑌], 𝑈) = 0 

𝐷  عيتوز ينعي ⊕ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉}است.  يپا  
𝐷 عينه انتگرال توزيخم ⊕ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜉} را 𝑀′   در نظر

 𝑈  قائم  يدان برداريبا م  ياهيابررو ′𝑀 نيم. بنابرايريگيم
  است.    𝑀 در
  

  ك است.    يتماماً ژئودز 𝑀 در ′𝑀 نه انتگراليخم.
از  ييالقا يتايچو-يارتباط لو ′∇م يفرض كن 

عملگر شكل   ′𝐴 نيباشد. همچن ′𝑀 يرو 𝑀 ارتباط
دان  يم  ين برايباشد. بنابرا ′𝑈  ،𝑀  يدان برداريوابسته به م

  ميدار ′𝑇𝑀 در 𝑋 دلخواه يبردار
∇௑𝑌 = ∇ᇱ

௑𝑌 + 𝑔(𝐴ᇱ𝑋, 𝑌)𝑈 ,      
∇௑𝑈 = −𝐴′𝑋.  

  
 ٣.٤و لم  ٣.١باشد بنابر لم  𝐷 در 𝑋 يدان بردارياگر م

𝐴′𝑋  ميدار = ند يبنش 𝑋 يبجا 𝑈 يدان برداري، و اگر م0
𝐴′𝑈 م داشتي) خواه١٢) و (٥بنابر معادلات ( = 0  .

  صفر خواهد بود.     ′𝑇𝑀 يرو ′𝐴 نيبنابرا
  

  ك است.    يتماماً ژئودز 𝑀(𝑐) در ′𝑀 نهير خميز.
در  ′𝑇𝑀 را دلخواه در 𝑌 و 𝑋 يبردار يهادانيم 

 و 𝑋 يبردار يهادانيم ميم. ابتدا فرض كنيريگيظر من
𝑌 هر دو در 𝐷 يهاباشند آنگاه بنابر معادله گاوس و لم 
  م داشتيخواه ٣.٤و  ٣.١

∇௑𝑌 = ∇௑𝑌 + 𝑔(𝐴𝑋, 𝑌)𝑁  
         = ∇′௑𝑌 + 𝑔(𝐴′𝑋, 𝑌)𝑈 + 𝑔(𝐴𝑋, 𝑌)𝑁  
         = ∇′௑𝑌.  

  
 يگريو د 𝐷 در 𝑌 و 𝑋 يبردار  يهادانياز م  يكياما اگر  

 𝑀 نكهيو ا ٣.٤ باشند بنابر لم 𝜉 مشخصه يدان برداريم

ت هر دو  يق مشابه است. در نهايهاف است بطر ياهيابررو
باشند   𝜉 مشخصه ي دان برداريم 𝑌 و 𝑋 ياردان برديم

شود. يق مشابه ثابت مي) باز بطر٣و معادله ( ٣.٤بنابر لم 
،  ′𝑇𝑀 دلخواه در 𝑌 و 𝑋 يبردار يهادانيم يلذا برا

∇௑𝑌 = ∇௑𝑌 نهير خميز يعني  𝑀′در 𝑀(𝑐)  ًتماما
  است.     يژئودز

  
  است.     يكك فضا فرم ساساي ′𝑀 نهيخم.

′𝑇𝑀   چون    = 𝐷 ⊕ 𝜉ي دان بردارين مي، بنابرا 
𝜉 دان بردار مشخصهيم 𝑀′ نيم. همچنيري گيدر نظر م 

𝜙′ ديتحد را 𝜙 يبه رو 𝑇𝑀′ م. چونيريگيدر نظر م 

𝐷 تحت 𝜙 2رتبه  يا و دارايپا𝑛 −   ز ين ′𝜙 بود لذا 2
  



 

 ٢٧                                                                                                       يبا عملگر ريچي مواز يهاف از فضا فرم ساساك يهاهيابررو
 

   

2𝑛رتبه  يا و دارايپا 𝐷 يرو − خواهد بود. حال به   2
و  ٣.٤بنابر لم  ′𝑇𝑀 در 𝑋 دلخواه يدان برداريم يازا

  م داشتيخواه يساختار ساساك

∇௑𝜉 = ∇௑𝜉 = −𝜙𝑋 = −𝜙ᇱ𝑋,  
  

 در 𝑌 و 𝑋 دلخواه ي بردار يهادانيم ي ن برايو همچن

𝑇𝑀′ م داشتيخواه يبنابر ساختار ساساك  
(∇௑𝜙′)𝑌 = (∇௑𝜙)𝑌  
                 = ∇௑(𝜙𝑌) − 𝜙(∇௑𝑌)  
                 = ∇௑(𝜙𝑌) − 𝜙(∇௑𝑌)  
                 = (∇௑𝜙)𝑌  
                 = 𝑔෤(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋  
                 = 𝑔ᇱ(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂ᇱ(𝑌)𝑋  

  
 ′𝑀 نهيخم يرو 𝜂 و 𝑔 ديب تحديبترت ′𝜂 و ′𝑔 كه

,′𝑀) نيهستند. بنابرا 𝜙′, 𝜉, 𝜂′, 𝑔′) ي نه تماسيك خمي  
2𝑛با بعد  −  يدگيتانسور خم ′𝑅 مياست. فرض كن 1

  𝑌 و 𝑋 يداربر ي هادانيم يباشد لذا برا ′𝑀 نهيخم يرو
  ميدار′𝑇𝑀 دلخواه در 𝑊 و 𝑍 و

𝑔ᇱ(𝑅ᇱ(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝑊)  
= 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍, 𝑊)  
+𝑔(𝐴𝑌, 𝑍)𝑔(𝐴𝑋, 𝑊)  
−𝑔(𝐴𝑋, 𝑍)g(𝐴𝑌, 𝑊)  
+𝑔(𝐴ᇱ𝑌, 𝑍)𝑔(𝐴ᇱ𝑋, 𝑊)  
−𝑔(𝐴′𝑋, 𝑍)𝑔(𝐴′𝑌, 𝑊)  

= (
௖ାଷ

ସ
)[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑔(𝑋, 𝑊)  

−𝑔(𝑋, 𝑍)𝑔(𝑌, 𝑊)]  

+(
௖ିଵ

ସ
)[𝑔(𝑋, 𝜙𝑍)𝑔(𝜙𝑌, 𝑊)  

−𝑔(𝑌, 𝜙𝑍)𝑔(𝜙𝑋, 𝑊)  
+2𝑔(𝑋, 𝜙𝑌)𝑔(𝜙𝑍, 𝑊)]  

  
  نيبنابرا

𝐻(𝑋) = 𝑅ᇱ(𝑋, 𝜙𝑋)  
            = 𝑔(𝑅′(𝑋, 𝜙𝑋)𝜙′𝑋, 𝑋) = 𝑐  

  
2𝑛با بعد  يك فضا فرم ساساكي 𝑀′(𝑐) نيبنابرا − 1 

  است.   
د  باش 𝑈 يدان برداريخم انتگرال م 𝛾(𝑡) ميفرض كن

𝛾′(𝑡) يعني = 𝑈 ) ١١. بنابر معادله ،(𝛾(𝑡) ك خم ي
است.    𝑀 ك دريژئودز

  ي چيبا عملگر ر يا ه يابررو 𝑀 ميفرض كن.

𝑀 يساكاز فضا فرم سا يمواز
ଶ௡ାଵ

(𝑐) كه  يباشد بطور
tr𝐴 = 𝛼آنگاه . 𝑀 برابر با يبصورت موضع 𝑀′ × 𝛾 

 يفضا فرم ساساك ′𝑀 و 𝑀 در يخم ژئودز 𝛾 است كه
  است   𝑀 ك دريژئودز تماماً ياهيز ابرروياست كه ن

  باشند.    يم
را   ′𝑀 كيه تماماً ژئودزيو ابررو 𝛾 يخم ژئودز 

است    ياتمام اثبات كاف  يم. برايريگير ممطابق فوق در نظ
  مينشان ده

∇்ெᇲ𝑇𝑀ᇱ ⊆ 𝑇𝑀ᇱ,    ∇୙𝑈 = 0 ,  
∇௎𝑇𝑀′ ⊆ 𝑇𝑀′  ,    ∇்ெᇱ𝑈 = 0.  

  
=௎∇ نياست بنابرا يژئودز يخم 𝛾 چون ن ي. همچن 0
  ن يباشد بنابرايم 𝑀 ك دريه تماماً ژئودزيابررو ′𝑀 چون

∇்ெᇱ𝑈 = ′ெᇱ𝑇𝑀்∇اثبات  ي. برا0 ⊆ 𝑇𝑀′ 
 در 𝑌 و 𝑋 يبردار يهادانيم يم برايست نشان دهيكاف

𝑇𝑀′  ،𝑔(∇௑𝑌, 𝑈) =   ميدار ٣.٤ . بنابر لم 0
𝑔(∇௑𝑌, 𝑈) = −𝑔(𝑌, ∇௑𝑈) =
−𝑔(𝑌, 𝜙𝐴𝑋) = 0.  

  
′௎𝑇𝑀∇ اثبات  يبرا ⊆ 𝑇𝑀′ ي م برايست نشان دهيكاف 
,𝑇𝑀′ ،𝑔(∇௎𝑋  در 𝑋 يدان برداريم 𝑈) = 0   .

  نيبنابرا
𝑔(∇௎𝑋, 𝑈) = −𝑔(𝑋, ∇௎𝑈) = 0.  

  
ا  ب يبصورت موضع 𝑀]، ١٥ه درام [ي ه تجزيلذا بنابر قض

هم متر  𝛾 و خم ′𝑀 نه انتگراليخم يمانيحاصلضرب ر
  .است
  م:ياثبات كرد ين در حالت كليبنابرا

  
  ي چيبا عملگر ر يا هيابررو 𝑀 ميفرض كن.

𝑀  ياز فضا فرم ساساك  يمواز
ଶ௡ାଵ

(𝑐) باشد. آنگاه  𝑀 

ك يبا    يك خم ژئودزيبرابر با حاصلضرب    يبصورت موضع
ن اگر  يباشد، همچنيك در خودش ميژئودز اًه تماميابررو

tr𝐴 = 𝛼 ك خود يژئودز ه تماماًيباشد آنگاه آن ابررو
  باشد. يم ينه، فضا فرم ساساكيك خميبعنوان 
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