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 مقدمه -۱
) ديفرض کن , )X d ک و يمتر يک فضاي f ک ي

ک عنصر ي يباشد. اگر برا X يخودنگاشت رو 
x X( )f x x گاه آنx ک نقطه ثابت ي

f شود.يده مينام  
مختلف در  يط انقباضيشرا يرو از محققان  ياريرا، بسياخ

تمرکز  يب جزئيک ترتيک کامل مجهز به يمتر يفضاها
 يين فضاهايرا در چن يج نقطه ثابت متفاوتيکرده و نتا

ج نقطه يشتر در مورد نتا يات بيجزئ ياند. برادست آورده به
مختلف و  يط انقباضيسه شرايها مقاآن يثابت کاربردها

  ي ک مرتب و فضايمتر  يدر فضاها گريج وابسته دينتا
] مدولارها خواننده را به منابع , , , , , , , ,32 313029 28 27 24 23

, , , , , , , , ]22 2119 18 17 8 6 5   م.يدهيارجاع م 4
  

 .۱.۱ تعريف 15 د يفرض کن( , )X  ک مجموعه ي
مييباشند. گو X يک متر رو ي d و يمرتب جزئ
( , , )X d  ر برقرار باشديط زيمنظم است اگر شرا:  

(i) ير نزولياگر دنباله غnx x  موجود باشد به
݊، هر يکه، برا يطور ∈ ௡ݔ ܰ ≼   .ݔ
(ii) ير صعود ياگر دنباله غ ny y  موجود باشد به
݊، هر يکه، برا يطور ∈ ௡ݕ ܰ ≼   .ݕ

 ک دري ک توسط چرو ي متر bيمفهوم فضا 15 
ه  يدر مورد نظر يشد. از آن به بعد مقالات متعدد يمعرف

 يتک مقدار يمختلف عملگرها يهارده ينقطه ثابت برا
ک منتشر شده است  يمترbي در فضاها يو چند مقدار

ن، مقالات يچن(هم , , , , , , , ,26 25 16 14 13 12 11 109 
  د). ينيرا بب

  
 .۱.۲ تعريف 15 ديفرض کنX و  يناته يامجموعه
s  دلخواه باشد. تابع يقيک عدد حقي 1

:d X X R  ک يbک است اگر و تنها يمتر
, هر ياگر، برا ,x y z Xر برقرار باشنديط زي، شرا:  

. ( , ) .d x y b xاگر و فقط اگر 10 y،  
   , .,d x y d y x b 2،  

( , ) [ ( , ) ( , )].d x z s d x y d y z b  3،  
)زوج  , )X d شود.يده ميک ناميمتر - ܾ يک فضاي  

s اگر 1 ک يb است.   يک متر معموليک يمتر  

م تا نشان دهد که در حالت يدهيارائه م ينجا، مثاليدر ا
  .ستيک متر نيک لزوما يمترb يکل

ن،  يچن(هم 19  د)ينيرا بب۲۶۴صفحه.  
  

.۳.۱مثال  3  د يفرض کن( , )X d ک  يمتر يک فضاي
)باشد و , ) ( ( , ))px y d x y که در آن p 1ک ي

ک با ي متر bکيصورت،نياست. درا يقيعدد حق
ps بيضر    .باشديم 12
) ن حال، اگريبا ا , )X d گاه، ک باشد آن يمتر  يک فضاي

( , )X  ًست. يک نيمتر يک فضاي لزوما  
Xمثال اگر  يبرا  و  يقيمجموعه اعداد حق �

( , )d x y x y  گاهباشد آن يمعمول يدسيمتر اقل
( , ) ( )x y x y   با  � يک رو ي مترbک ي 2

sب  يضر    .ستين � يک متر رو يباشد، اما يم 2
ک در يمتر bي ر از فضاهايمثال ز 20  ارائه شده

  .است
  

.۱.۴مثال  20  ديفرض کنX  مجموعه توابع اندازه
]بازه ير لبگ رو يپذ ,   که  يطورباشد به01[

( ) .f x dx  
1 2

0
 

  
: تابع  [ , )D X X  0را با ضابطه  

( , ) ( ) ( )D f g f x g x dx 
1 2

0
 

  
  چون .ميريگيدر نظر م

 ( ) ( )f x g x dx
1

1 2 2
0

 

  
 کي  Dاست لذا با توجه به مثال قبل Xيک متر رو ي

bيک رو يمترX بيبا ضرs    .باشديم2
 b –يفضا کياز  يشان مثالين و همکاران ايرا، حسياخ

در ۳اند (مثال وسته ارائه کرده يک ناپيمتر 18زه ي). با انگ
گرفتن از کار انجام شده در  15، ر را يج ز يف و نتايتعار

  .ميکنياز خواهند بود، ارائه ميکه در ادامه مورد ن
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باشد.  يک مجموعه ناتهي Xديفرض کن  .۵.۱تعريف 
d: تابع  X X  � ک يp ک است اگر و يمتر

 مانند يدا صعوديوسته و اکيپ يتنها اگر تابع
:[ , ) [ , )   0 ) با شرط 0 )x x هر يبرا

x  )و 0 )0  هر  يکه برا يطورموجود باشد به 0
, ,x y z Xر برقرار باشنديط زي، شرا:  

( , ) ( )d x y p 1 اگر و تنها اگرx y،  
    (, , )d x y d y x p 2  

( , ) ( ( , ) ( , ))(p )d x z d x y d y z  3  
  

) صورت زوجن يدرا , )X d يک فضايp ا يک يمتر
  .شوديده ميافته ناميک توسعه ي متر bيک فضاي

طور ک به يمتر pي رده فضاهاشود که يخاطر نشان م
ک  يمترbي نسبت به رده فضاها ياقابل ملاحظه 

ک  يمتر pکي ک يمترbک يرا يتر هستند، زع يوس
)خواهد بود اگر )x sx   کي يک متر معموليوp

)ک بايمتر )x x  م يدهيارائه م يباشد. حال مثاليم
ک يمتر pکي يدهد که در حالت کليکه نشان م

   .ست يک نيمتر  bکيلزوما 
  

)د يفرض کن  .۶.۱مثال  , )X d ک باشد ي متر يک فضاي
)و  , ) sinh(x, y)x y  ن صورت يدرا کيp

tهر  يک است که در آن برايمتر  0،
( ) cosh( )t t t  ݏ يبه ازا يول ≥ –b يک فضا ي 1

  ست. يک نيمتر
  

)د يفرض کن .۷.۱مثال  , )X d ک باشد ي متر يک فضاي
)و  , )( , ) d x yx y e  1 ن صورت يدر اک يp

) ک بايمتر ) tt e  1 باشد.يم  
  

)د يفرض کن. ۸.۱ فتعري , )X dيک فضا يp
}ک باشد. دنباله يمتر }nx ݌( در (a  - ܺهمگرا به 
xمانند يشود اگر و تنها اگر عنصريده مينام X 

)که يطورموجود باشد به , )nd x x 0 اگرn  .
limم يسينوي، من حال يدر ا nn

x x


.  

( )p bشود اگر و تنها اگريده مينام يکوش
( , )n md x x 0 يوقت,n m   . 

( )c ي فضاp ده يکامل نام-݌، (݀,ܺ)ک ي متر
  همگرا باشد. -݌، در يکوشpشود اگر هر دنبالهيم
  

ک يمترpيدر فضا .۹.۱گزاره    ,X d که
( ) 0   :گاهباشد آن 0

p1هر دنباله .p  کتا دارد يهمگرا حد.  
p2هر دنباله .p همگراp است يکوش.  
p3هري. در حالت کل ,p ست  يوسته نيک پ يمتر

در  ۳(مثال  18 د).ينيرا بب  
از يهمگراست نpي هار که در مورد دنبالهيبه لم ساده ز

  .م داشتيخواه 
  

. ۱۰.۱لم 3 ديفرض کن( , )X d يک فضاي p
]:ي دا صعوديوسته اکيک با تابع پيمتر , ) [ , )   0 0 

}باشد و  }nx  و{ }ny ݕو  ݔب به يبه ترت ،p همگرا
  صورت،ن يا در .باشند

( ) ( ( , )) inf ( , )

sup ( , )

lim

lim ( ( , )).

n nn

n n
n

d x y d x y

d x y d x y







 

  

2 1

2
 

  
xژه اگريو به yگاه، آنlim( , )n nn

x y


0 علاوه،  به

  هر يبرا
( ( , )) inf ( ,lim

li

)

sup ( , ) ( ( , )m ).
nn

n
n

d x z d x z

d x z d x z









  

 1

 

  
دو خودنگاشت  gو  fديفرض کن .۱۱.۱تعريف 

)مجموعه مرتب جزئ يرو  , )X  نگاشت .باشند  f
شود يده مينامف يزوتون ضعيا يصعود gک نگاشتي

xهر ياگر برا X ميداشته باش:  
f x f g x f g f x   

  
نه و همکاراني را ناشياخ 1 ر را ثابت کردنديه زيقض.    
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 .۱۱.۱قضيه  1  ديفرض کن( , , )X d ي ک فضاي  
 وستهيد تابع پيک مرتب کامل باشد. فرض کنيمتر

:[ , [ , )  0 ) با شرط 0 )t t  هر يبرا   t  0 
) و  ) 0 , موجود باشد و  0 :f g X X دو نگاشت

x, ريپذسهيهر دو عنصر مقا يباشند که برا y X 
  : ميداشته باش

( , ) max
( ( , )), ( ( , )), ( ( , )),

( , ) ( , )( )

d fx gy
d x y d x fx d y gy
d x gy d y fx

  





 
 

 
  2

 

 
زوتون يا يصعودgي نگاشت fدين، فرض کنيچن هم
وسته باشد. يپ gاي fيهااز نگاشت يکيف و يضع
  ک نقطه ثابت مشترک خواهند داشت. ي gو  fگاه،آن
 در 2ه نقطه ثابت مشترک ي، روشن و همکاران چند قض
ف در يزوتون ضعيا  يصعودgي هانگاشت يبرا

ج يک مرتب ارائه کردند. نتاي مترb ي چارچوب فضاها
 نه و همکاران رايله ناشيها به وسدست آمده توسط آن به
 1يک مرتب به رسته فضاها ي متر يدر چارچوب فضاها 
bم داده شد.يک مرتب تعميمتر  
  
  نتايج اصلي -۲

) ديفرض کن , , )X d يک فضايp ک مرتب يمتر
 باشد و , :f g X Xن مقاله يدو نگاشت باشند. در ا

]:ميکنيفرض م , ) [ , )   0 وسته يک تابع پي 0
)باشد که يصعود )t t  هر يبرا t 0  و ( ) 0 0

  م يکنيفرض م
( , ) max

( ( , )), ( ( , )), ( ( , )),
.[ ( , ) ( , )]( )

M x y
d x y d x fx d y gy

d x gy d y fx
  









 
 
  
  

1

2

 

  
)ديفرض کن  .۱.۲قضيه  , , )X d يک فضاي p

, باشد و  يک کامل مرتب جرئيمتر :f g X X  دو
  يصعودgک نگاشت ي f که يطورنگاشت باشند به

ريپذسه يهر دو عنصر مقا يف است. برايزوتون ضعيا
,x y Xمي، داشته باش  

( ( , )) ( , )d fx gy M x y4             (۱.۲) 
گاه، وسته باشد آنيپ g اي fيهااز نگاشت يکياگر 
) زوج , )f g ک نقطه ثابت مشترک مانندي يداراz در
X علاوه، مجموعه نقاط ثابت مشترک باشد. بهيم

 fب است اگر و تنهااگريترتخوش  g و  fيهانگاشت
  ک نقطه ثابت مشترک داشته باشند. يک و فقط ي gو 

باشد. عناصر Xک نقطه دلخواه ازي x0ديفرض کن
x X1  وx X2 م کهيکنيانتخاب م يرا طور

fx x0 1.gx x1 }ن روش دنباله يبا ادامه ا ,2 }nx 
  م.يسازيررا ميف شده با ضابطه زيتعر

ଶ௡ାଵݔ = ଶ௡ݔ݂   
  
  و 

ଶ௡ାଶݔ =  ଶ௡ାଵݔ݃
  

  ف است، لذا،يزوتون ضعيا  يصعود gينگاشت fچون
.x fx gfx gx x fgfx fx x    1 0 0 1 2 0 2 3 

 
nهر ين روند برايبا تکرار ا    شود که،يجه مينت 1

.n nx x 1  
  

  .ميکنير کامل ميق زيبرهان را در سه مرحله به طر
  

lim دهيم که. نشان ميIگام ( , )k kk
d x x 

1 0.  

, ديفرض کن )(k kk
d d x x  1

 k0سيک اندي ياگر برا 

kd ميداشته باش 
0

kگاه،آن ،0 kx x  0  يدر حالت 1
k که n0 n، از2 nx x 2 2 شود که يجه مينت 1

n nx x 2 1 2   در واقع، 2
( ( , ))

( ( , )) ( , ),
n n

n n n n

d x x

d fx gx M x x
 

  

 

 

4
2 1 2 2

4
2 2 1 2 2 1

  (۲.۲) 

  
  که در آن

( , )
max{ ( ( , )),
( ( , )), ( ( , )),

[ ( , ) ( , )] }( )

n n

n n

n n n n

n n n n

M x x
d x x

d x fx d x gx

d x gx d x fx


 



 



 


 



 

2 2 1

2 2 1

2 2 2 1 2 1
1

2 2 1 2 1 2
2
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max{ ( ( , )),
( ( , )), ( ( , )),

[ ( , ) ( , )]( )}

max{ , , ( ( , )),
[ ( , )]( )}

max{ ( ( , )),
( , )( )}.

n n

n n n n

n n n n

n n

n n

n n

n n

d x x
d x x d x x

d x x d x x

d x x
d x x

d x x
d x x


 













  


  

 




 

 



 







2 2 1

2 2 1 2 1 2 2
1

2 2 2 2 1 2 1

2 1 2 2
1

2 2 2

2 1 2 2

2 1 2 2

2
00

2

2

 

  
) اگر , ) ( ( , ))n n n nM x x d x x   2 2 1 2 1 2 2 ،
) ياستفاده از نامساو گاه، با آن . )2   شود کهيجه مي، نت2

( ( , ))
( ( , )) ( , ).

n n

n n n n

d x x
d x x d x x

 

   

 



4
2 1 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2
 

  
  ،ياز طرف

( , ) ( ( , ))
( ( , )) ( , ),

n n n n

n n n n

d x x d x x
d x x d x x

   

   

  



4
2 1 2 2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2
 

  
  دهد کهيجه ميکه نت

( , ) ( ( , )),n n n nd x x d x x     4
2 1 2 2 2 1 2 2  

  
  و لذا

  ,  n nd x x  2 1 2 2 0 
  

) اگر , )( , ) ( )n n
n n

d x xM x x   
   2 1 2 2

2 2 1 2
مجددا  

  شود که يجه مي)، نت۲.۲( يبا استفاده از نامساو 
( , ) ( ( , ))

( , )( )

( , ) ( , ).

n n n n

n n

n n
n n

d x x d x x
d x x

d x x d x x



   

 

 
 

 



 

4
2 1 2 2 2 1 2 2

2 1 2 2

2 1 2 2
2 1 2 2

2

2

 

  
)ن،يبنابرا , ) ( ( , ))n n n nd x x d x x    4

2 1 2 2 2 1 2 2 
n،يعني nx x 2 1 2 2.  

k طور مشابه، اگربه n 0 2   گاه، آن1
  

n nx x 2 1 2 nدهد گه يجه مينت 2 nx x 2 2 2 در  3
}جه دنباله ينت }kx هر يبرا k k ثابت  يادنباله 0

  جه يخواهد بود که در نت
lim ( , ) .k kk

d x x 
1 0  

  
  kهر  يد برايفرض کن

( , ) .k k kd d x x  1 0  
  

,هر  ير برايز يکه نامساو م يکنيادعا م , ,k 1 2 3  
  برقرار است.

( , ) ( , ).k k k kd x x d x x  1 2 1  
  

kد يفرض کن n nس يک اندي يبرا و 2  داشته  0
  م:يباش

    ,  ,  .n n n nd x x d z z   2 1 2 2 2 2 1 0   (۵.۲) 
 

nن صورت، چون يدر ا nx x 2 2 1 ي، با استفاده از نامساو 
( . )1   م که يريگيجه مينت 2

( ( , ))
( ( , )) ( , ),

n n

n n n n

d x x
d fx gx M x x

 

  

 



4
2 1 2 2

4
2 2 1 2 2 1

 (۲.۶) 

 
}م که يدهي. در حال نشان مIIکه در آن گام  }nx 

ߝ يبرا پاست لذا،  Xدر  يکوش Pک دنباله ي > 0 
k  m.هر  يکه برا يوجود دارد به طور � n k، 

( , )m nd x x م که يکني. به برهان خلف فرض م

( ){ }m kx2 و ( ){ }n kx2 از{ }nx2 که  يرا به طور
( ) ( )n k m k k   و  

( , ) max{ ( ( , )),
( ( , )), ( ( , )),

[ ( , ) ( , )]( )}

max{ ( ( , )),
[ ( , )]( ( , )), ( )}.

n n n n

n n n n

n n n n

n n

n n
n n

M x x d x x
d x fx d x gx

d x gx d x fx

d x x
d x xd x x


 





 

  

 


 






 



 





2 2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 1
1

2 2 1 2 1 2

2 2 1
1

2 2 2
2 1 2 2

2
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) يباتوجه به نامساو  . )4   م:يدار 2
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( , )
max{ ( ( , )),

( , ) ( , )( )}.

n n

n n

n n n n

M x x
d x x

d x x d x x




 

 

  





2 2 1

2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

2

 

  
  اگر

( , ) ( , )
( )

( ( , ))

n n n n

n n

d x x d x x

d x x





  

 


2 2 1 2 1 2 2

2 1 2 2

2
 

 
) ياز نا مساو  . )6   شود که يجه مي، نت2

( , ) ( ( , ))
( ( , )) ( , ),

n n n n

n n n n

d x x d x x
d x x d x x

   

   

 


4
2 1 2 2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2

  (۸.۲) 

 
)و لذا  , )n nd x x  2 1 2 2   اگر ک تناقض است.ي، که 0

( ( , ))
( , ) ( , )( )

n n

n n n n

d x x
d x x d x x





 

  




2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

2
، 

  
) يگاه با توجه به نامساو آن . )6   م:يدار 2

( , ) ( , )

( , )
( ( , ))
( , ) ( , )

( )

( , ) ( , ) ,

n n n n

n n

n n

n n n n

n n n n

d x x d x x

d x x
d x x

d x x d x x

d x x d x x



  

 

 

  

  





 







2 2 1 2 1 2 2

2 1 2 2
4

2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

2

2

2

   (۹.۲) 

  
 دهد که يجه ميکه نت

( , ) ( , )n n n nd x x d x x  2 2 1 2 1 2 2   
  

) ين، نامساو يک تناقض است. بنابرايکه به وضوح  . )5 2 
، n هر ي، برايعنيست، يبرقرار ن

( , ) ( , )n n n nd x x d x x  2 1 2 2 2 2 هر  يبرا. لذا، 1
k n ) ينامساو  2 . )4   برقرار است. 2

  توان نشان داد که يبه طور مشابه م
( , ) ( , ).n n n nd x x d x x   2 2 2 3 2 1 2 2   

} ن،يبنابرا ( , )}k kd x x 1 از اعداد  يصعود يادنباله
rمانند  يقيحق ياست. لذا، عدد ينامنف يقيحق 0  وجو

  که  يدارد به طور
lim ( , ) .k kk

d x x r
1                           (۱۱.۲) 

  
rد يفرض کن  0 ي. با توجه به نامساو ( . )7 2 ،

  م که ينيبيم
( , ) max{ ( , ),

[ ( , )]( , ), }

max{ ( , ), ( , ),
( , ) ( , )}.

n n n n

n n
n n

n n n n

n n n n

M x x d x x

d x xd x x

d x x d x x
d x x d x x

  




 

  

  









2 2 1 2 2 1
1

2 2 2
2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

2 2 1 2 1 2 2

2

2

 (۱۲.۲) 

  
) يحال، در نامساو  . )12 که  ي، با گرفتن حد بالا زمان2

n  م کهيريگيجه مي، نت  
supim (l , )n n

n
M x x r 


2 2 1                  (۱۳.۲) 

  
) يبا گرفتن حد بالا در نامساو  . )6 و با استفاده از  2

( . )13 )شود که يجه مي، نت2 )r r r  4.  
)لذا،  )r r  که با فرض ،r 0  .در تناقض است
  ن، يبنابرا

lim ( , ) .k kk
r d x x 
 1 0                        (۱۴.۲) 

( ) ( )( , ) ,m k n kd x x 2 2                        (۱۵.۲) 
  
) و  )n k ياست که نامساو  يسين انديکوچک تر 

( . )15   ،يعنيبرقرار است؛  2

( ) ( )( , ) .m k n kd x x  2 2 1                  (۱۶.۲) 
  
) يهايو نامساو  يمثلث ياستفاده از نا مساو با  . )15 و  2

( . )16   م که ينيبي، م2
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( , )
[ ( , ) ( , )]

[ ( , )
[ ( , ) ( , )]].

m k n k

m k m k m k n k

m k m k

m k n k n k n k

d x x
d x x d x x

d x x
d x x d x x



 



  



 



 

2 2

2 2 1 2 1 2

2 2 1

2 1 2 2 2 2 2

 (۱۷.۲) 



 

 ۱۰۵                                                                                             متري مرتب جزيي  Pبرخي قضاياي نقطه ثابت مشترک در فضاهاي  
 

   

kکه  يبا گرفتن حد بالا زمان    در( . )17 و با  2
)استفاده از  . )14   م که يريگيجه مينت 2

( ) ( )( ) ( ) sup ( .li ,m )m k n k
k

d x x
 


 1 2

2 1 2 2  (۱۸.۲) 

  
  شود که يجه مينت يمثلث يمجددا، با استفاده از نامساو 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , )
[ ( , )
( , )].

m k n k

m k n k

n k n k

d x x
d x x

d x x





 



 
2 2 1

2 2 1

2 1 2 1

                   (۱۹.۲) 

  
kکه  يباحد گرفتن زمان    يدر نا مساو ( . )19 و  2

) يهايبا استفاده از نا مساو  . )14 )و  2 . )18 م ينيبيم 2
  که

( ) ( )sup ( ,lim ) ( ).m k n k
k

d x x 


 2 2 1          (۲۰.۲) 

  
  شود کهيجه مينت يمثلث يمجددا، بااستفاده از نامساو 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , )

[ ( , )
( , )].

m k n k

m k n k

n k n k

d x x

d x x
d x x




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 



2 2 2

2 2 1

2 1 2 2

               (۲۱.۲) 

  
kبالا  ياگر نا مساو   شود که يجه مي، نت  

( ) ( )sup ( ,lim ) ( ).m k n k
k

d x x 


 2 2 2  

  
  سرانجام، 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , )
[ ( , )

( , )].

m k n k

m k m k

m k n k

d x x
d x x

d x x

 











2 1 2 1

2 1 2

2 2 1

                      (۲۲.۲) 

  
kکه  يبا حد گرفتن زمان    با استفاده از( . )18 2 ،

  شود کهيجه مينت
( ) ( )sup ( , ) ( ).lim m k n k

k
d x x  


2

2 1 2 1  

  
)چون  ) ( )n k m k  ،لذا( ) ( )m k n kx x ن، با يبنابرا

)توجه به  . )1   م که يبنيي، م2

( ) ( )( , )m k n ks d x x  3
2 1 2 2  

( ) ( )

( ) ( )

( , )
( , ),

)m k n k

m k n k

s d fx gx
M x x



 

3
2 2 1

2 2 1

 

  
  که در آن 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( , )
max{ ( ( , )),
( ( , )),

( ( , )),

[ ( , )
( , )]
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max{ ( ( , )),

( ( , )),
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m k m k
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n k

M x x
d x x

d x fx

d x gx

d x gx
d x fx

d x x
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d x














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


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( ) ( )

, )),
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( )}

max{ ( , ),
( , ),
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}.

n k

m k n k
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x

d x x
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d x x
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kکه  يزمان يبا گرفتن حد بالا   با استفاده از

) يهاينامساو  )142 ،( . )18 2 ،( . )220 2 ،( . )21 و  2
( . )22   م که يريگيجه مي، نت2

( ) ( )sup ( , )

( ) ( )max{ ( ), , , } ( ).

lim m k n k
k

M x x

  

 




 
  

2 2 1

2
200 2

 

  
kکه  يگرفتن حد بالا زمانبا     يدر نامساو 

( . )22   شود که يجه مي، نت2
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( ) ( )

( ) ( )

( ) (( ) ( ))
[ sup ( , )]

sup ( , )

( ),

lim

lim

m k n k
k

m k n k
k

d x x

M x x

 





 


 


  

 



 

2 4 1 2

4
2 1 2 2

2 2 1

2

       (۲۳.۲) 

 

)لذا،  ) ( )( )    
 

2
2

2
، که با فرض   0 

}ن، يدر تناقض است. بنابرا }nxک دنباله يpيکوش 
  است.
ک نقطه ثابت ي gوfدهد که ي. نشان مIIIگام 

  مشترک دارند.
}چون  }nxک دنباله يpيدر فضا يکوش p 

xمانند  يباشد، لذا، عنصريم Xک کامل يمتر X 
  که يوجود دارد به طور

lim ( , ) lim ( , )n nn n
d x x d fx x 

 2 1 2 0      (۲۴.۲) 

  و 
lim ( , ) lim ( , ) .n nn n

d x x d gx x  
 2 2 2 1 0  (۲۵.۲) 

  
  م که ينيبيم يمثلث يبا توجه به نامساو 

( , )
[ ( , ) ( , )].n n

d fx x
d fx fx d fx x


 2 2

           (۲۶.۲) 

  
) يوسته است. اگر درنامساو يپ fد يفرض کن . )27 2 

n   يهاي، با توجه به نامساو ( . )24 )و 2 . )25 2 
 م که ينيبيم

( , ) [lim ( , )

lim ( , )] .
nn

nn

d fx x d fx fx

d fx x




 

 

2

2 0
           (۲۷.۲) 

  
)د يفرض کن , )d z gz 0 چون .z وgz سه يمقا

) يرند، با توجه به نامساو يپذ . )1   شود که يجه مينت 2
( ( , ))
( ( , )) ( , ),
d z gz
d fz gz M z z

 

 

4

4
           (۲۸.۲) 

  
  که در آن 

( , ) max
( ( , )), ( ( , )), ( ( , )),

[ ( , ) ( , )]( )

( , ).

M z z
d z z d z fz d z gz

d z gz d z fz

d z gz

  









 
 
  
  


1

2

 

  
) ين، نامساو يبنابرا . )28   دهد کهيجه مينت 2

( , ) ( ( , ))
( ( , )) ( , ),

d z gz d z gz
d fz gz d z gz

  

 

4

4
 

  
ک تناقض است. لذا، يکه  ,d z gz 0  

جه مورد انتظار به يوسته باشد، نتيپ gاگر  به طور مشابه،
  خواهد آمد. دست 
و f يهااز نگاشت  يکي يوستگير، فرض پيه زيدر قض

g م.يريگيده ميرا ناد  
  

)د يفرض کن. ۲.۲قضيه  , , )X d يک فضاي p 
,باشد و  يک کامل مرتب جزئيمتر :f g X X ،

x,ر يسه پذيدو عنصر مقا y Xم:ي، داشته باش  
( ( , )) ( , ).d fx gy M x y 2                (۲۹.۲) 

  
)زوج  , )f g ک نقطه ثابت مشترک مانند ي يداراz  در
X  است. به علاوه، مجموعه نقاط ثابت مشترک

ب است اگر و تنها اگر يخوش ترت gو  f يهانگاشت
f وg ک نقطه ثابت مشترک يک و  فقط ي  يدارا

  باشند. 
1.ه يبا مرور اثبات قض اثبات. مانند  ي، عنصر2

x X که:  يموجود است به طور  
lim ( , ) .kk

d x x


0                               (۳۰.۲) 

  
ک نقطه ثابت مشترک ي xم که يدهينشان م
  خواهد بود. gو  f يهانگاشت
nxچون  x 2 nکه  ي، زمان1   با توجه به ،

X ،nxمنظم بودن  x2 1  يلذا، با توجه به نامساو 
( . )29   م که ينيبي، م2
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( ( , )) ( , ),n nd fx gx M x x   4
2 1 2   که در آن  1

( , ) max{ ( ( , )),
( ( , )), ( ( , )),

[ ( , ) ( , )]( )}.

n n

n n

n n

M x x d x x
d x fx d x gx

d x gx d x fx


 



  

 


 



 

2 1 2 1

2 1 2 1
1

2 1 2 1

2

    (۳۱.۲) 

  
) يبا گذفتن حد نامساو  . )31 nکه  يزمان 2    و با

10.استفاده از لم    م کهيريگيجه مي، نت1

lim

li

( , ) ( ( , ))
( ( ( , )))
( sup ( , ))

sup ( , )

max{lim sup ( , ),

sup ( , ),

sup ( , ),

[ ( , ) ( , )]su

m

lim

lim

l p }

ma

im

x{ , ( ,

n
n

n
n

nx

n

n

n n

n

x n

d x fx d fx x
d fx x

d fx gx

M x x

d x x

d x fx

d x gx

d x gx d x fx

d x f






 






 










 

  

 





 



2 1

2
2 1

2 1

2 1

2 1 2 1

1
2 1 2 1

2
0 ( , )), , }

( , ),

d x fxx

d x fx

0 2

 
fx لذا،  x 

ک نقطه ثابت ي xتوان نشان داد که يبه طور مشابه، م
  است. ݃نگاشت 

݂با انتخاب  = را به  ريجه زيبالا نت يهاهيدر قض ݃
  م: يآوريدست م

  
)د يفرض کن. ۳.۲نتيجه  , , )X d يک فضاي p 

f:باشد و  يک کامل مرتب جزئيمتر X X نگاشت
هر دو  يد برايف باشد. فرض کنيزتون ضعيا يصعود

x,ر يپذسهيعنصر مقا y Xم:ي، داشته باش  
( ( , )) ( , ).d fx fy M x y 4  

  
  نجا يدر ا

( , ) max
( ( , )), ( ( , )), ( ( , )),

.[ ( , ) ( , )]( )

M x y
d x y d x fx d y fy

d x fy d y fx
  









 
 
  
  

1

2
  

 Xدر  zک نقطه ثابت ي يدارا fن صورت، يدر ا
). است اگر، )f ).ا يوسته باشد، يپ 1 )X   منظم باشد. 2

ب يخوش ترت fمجموعه نقاط ثابت نگاشت به علاوه، 
ک نقطه ثابت داشته يک وفقط ي fاست اگر و تنها اگر 

  باشد. 
}د ي.  فرض کن۴. ۲مثال  , , , }X  01 2 مجهز به را بطه  3

  ف شده به صورت يتعر ب يتر
       

       
:  , , , , , , ,

, , , , , , ,  

{

},

 0 0 1 0 1 1 1 2
2 2 3 1 3 2 3 3

 

  
d:باشد. متر  X X     را با ضابطه  �

  اگر
, ,

( , )
,

x y
d x y

x y y


   


 

  
 م يکنيم و فرض ميکن يف ميتعر

( , ) sinh ( , )x y d x y  . 
  
)توان نشان داد که يسهولت م به , )X  يک فضاي 
p  ک کامل با تابع  يمتر( ) cosht t t   باشدکهيم 

( ) cosh [cosh( cosh )]t t t t t 2 خود نگاشت .
f را به صورت  

f  
  
 

0 1 2 3
0 0 1 1

 

  
  نيد. بنابرايريدر نظربگ

f  
  
 

2 0 1 2 3
0 0 0 0
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زوتون يا يک نگاشت صعودي fشود که يمشاهده م
)ف است. و يضع , , )X p منظم است. يک فضاي  

]:تابع  , ) [ , )  0 )را با ضابطه  0 ) sinht t t   1 
  م:يريگير را در نظر ميز يهاحالت  م.يکنيف ميتعر
۱ .   , ,x y  3  گاه،آن 1

  
  
۲ .( , ) ( , )x y  3   گاه،. آن2

( ( , ))
cosh( ))[cosh[ cosh( )]]

.
. ln( .

. )
( . )
(sinh )
( ( , )) ( , ).

fx fy

d x y M x y










  

 




 

2

2

0 0 0 0
0
0 69 2032105778

74 2032105778 74 2032105778
1 74 2032105778

74 2032105778
5

 

  
3.جه يط نتين تمام شرايبنابرا د يبا fبرقرارند و لذا 2
نقطه ثابت  ک نقطه ثابت باشد. در واقع، ي يدارا

  است. fنگاشت 
  
   يج نقطه تناوبي. نتا ۳

)د يفرض کن  ) { : }F f x X fx x    مجموعه نقاط
ک نقطه ثابت نگاشت يباشد. به وضوح، fثابت نگاشت

f هر  يبراn ز ين nfک نقطه ثابت نگاشت ي �
)، يعنيهست،  ) ( )nF f F fن وجود، عکس ي. با ا

مثال، نگاشت  يست. براين موضوع همواره برقرار نيا

:f � fxف شده با ضابطه يتعر � x 
1
2

 

1ي کتاينقطه ثابت  يدارا
4

xباشد، اما هر يم  ک ي �

fنقطه ثابت نگاشت  nهر  ياست. اگر برا 2 � ،
( ) ( )nF f F fشتر، خواننده را به  يات بيجزئ ي، برا

منبع  5 م.يدهيارجاع م  
  

 يهاهمان نگاشت fو  Xد يفرض کن .۱.۳قضيه 
3.اشاره شده در گزاره   fن صورت، يباشند. در ا 2

  ت نقطه ثابت است.يخاص  يدارا
)، ۳.۲جه يبا توجه به نت اثبات. )F f  فرض .

n ک ي يد برايکن 1 ،( )nu F fم يدهي. نشان م
uکه  fu.  

uد يبه برهان خلف فرض کن fu ،يعني 
( , )d u fu 0.  

زوتون يا يک نگاشت صعود ي fن صورت، چون يدر ا
nف است، لذا، يضع nf u f u1   يبا استفاده از نامساو 

) يانقباض . )1   م کهيريگيجه مينت ،2
[ ( , )]
[ ( , )]
[ ( , )] ( , ),

n n

n n n n

d fu u
d f u f u
d ff u ff u M f u f u



 


 

 

 

4

4 1

4 1 1

    (۱.۳) 

  
  که در آن

( , ) max ( , ),

( , ), ( , ),
[ ( , ) ( , )]}

max{ ( , ), ( , ),
( , ) ( , )}

max{ ( , ), ( , )}.

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

M f u f u d f u f u

d f u f u d f u f u
d f u f u d f u f u

d f u f u d f u f u
d f u f u d f u f u

d f u f u d f u f u

 


 

  

 

 

 



 







1 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1

1 1

2

2

 

  
)اگر  , ) ( , )n n n nM f u f u d f u f u 

 1 گاه ، آن1
) يبا توجه به نامساو  . )2   م:يرا، د3

[ ( , )]
[ ( , )] ( , ),n n n n

d u fu
d f u f u d f u f u 

 

 

4

4 1 1
 

( ( , ))
sinh( ) cosh(sinh( ))

[cosh[sinh( ) cosh(sinh( ))]]
sinh( ) cosh(sinh( ))

[cosh[sinh( ) cosh(sinh( ))]]
.

fx fy
f f f f

f f f f


  

 




2

3 1 3 1
3 1 3 1

1 1
1 1

8 51044214507
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  ن،يک تناقض است. بنابرايکه 
[ ( , )]
[ ( , )] ( , ).n n n n

d fu u
d f u f u d f u f u 

 

 

4

4 1 1
 

  
)با شروع از  , )n nd f u f u1 جه يو تکرار روند بالا، نت

  م که يريگيم
( , ) ( , )

( ) [ ( , )]
( ) [ ( , )]

...
(( ) ) [ ( , )]

( , ),

n n

n n

n n

n

d u fu d f u f u
d f u f u
d f u f u

d u fu
d u fu



 

  





 

 

 


1

4 1 1

4 2 2 1

4 1

 

  
هر  يدهد که برايجه مينتکه با توجه به خواص تابع 

i n  0 1،( ) ( )( , ) .n i n id f u f u   1 حال، با  0
iانتخاب  n 1 م که ينيبيمu fu.  
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