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کنیم.  های متعامد پیوسته را بیان ميها با پايه پردازيم و روابط آنهای ريس پیوسته ميدر اين مقاله به بررسي پايه 
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گسسته    های پیوسته را به کمک قابويژه دوگان قابرد. بههای گسسته حل کهای پیوسته را به کمک قابقاب 

 کنیم.  متناظرش مشخص مي
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 مقدمه -1

مسائل قاب  از  بسیاری  برای  کارامدی  ابزارهای  ها 

و   سیگنال  پردازش  داده،  انتقال  مانند  کاربردی 

فیلتر  هارمونیک،  آنالیز  عملگر،  تئوری    تصوير، 

ميبانک  ... و  ژئوفیزيک  آشنايي  ها،  برای  باشند. 

  [ 10،  8]ها و کاربرد آنها مراجع  با تئوری قاببیشتر  

يک فضای هیلبرت باشد.    Hرا ببینید. فرض کنید  

مجموعه  
( )i i If    برای )گسسته(  قاب   Hيک 

مي هرگاه  نامیده  ,شود،  0A B    داشته وجود 

fطوری که برای هر باشند به H: 



   
22 2

,   i

i I

A f f f B f

 
 

کران  Bو    Aهای  ثابت  ترتیب  به  و  را  بالا  های 

مي قاب  تعمیمپايین  تاکنون  از  نامیم.  متنوعي  های 

قابقاب  مانند  قابها  شبه  فضايي،  زير  و های  ها 

 شده است.   ارائه [1]های بازيابنده فاز قاب 

قاب سان   gسان نوعي از قاب را که   2006در سال  

مي از  نامیده  تعمیمي  قاب  اين  کرد.  معرفي  شود، 

قابقاب  جز  به  الذکر  فوق  )که  های  پیوسته  های 

 باشد. ( مي[1]شد   ارائه توسط علي و همکارانش 

 های اخیرسال  در گرفته صورت مطالعات از برخي

g  تعمیم را یوستهپ هایقاب  و سان هایقاب 

 .[8]اند داده

های قاب یهمه  که قاب يک داشتن رو اين از

نظر مفید بسیار دهد تعمیم را شده شناخته  به 

 بررسي روابط در قابي چنین اگر خصوصبه رسد،مي

 با کند. در حقیقت کمک شده شناخته هایقاب بین

 هایقاب  از انتقال اطلاعات و روابط چنین از اطلاع 

کمک حل  به توانمي ديگر در  مسائل  مرجع  کرد. 

 معرفي  شود،مي قاب نامیده  g که جديدی قاب [5]

قابهمه  و است شده  تعمیم را الذکر فوق هایی 

حقیقت  دهد.مي  یرابطه که  شده  داده  نشان  در 

 دارد. هدف  وجود شده  ذکر هایقاب   gبین  نزديکي

 پیوستههای  بین قاب  ارتباط وجود تعیین اين مقاله

 هایپايه  در ابتدا منظور  اين باشد. بهمي گسسته  و

 که نتیجه چندين کنیم ومي بیان را پیوسته ريس

 مجموعه برای را برقرار است گسسته مجموعه در

 اين گرفتن نظر در با سپس  .کنیممي بیان پیوسته

 بیان را گسسته  و پیوسته هایبین قاب  ارتباط ايده

 . کنیممي

با   نشان ميهمچنین  مثال  دهیم چندين  بیان چند 

برای   آن  بررسي  که  را  پیوسته  حالت  از  مسأله 

به مجموعه  قاب  انتقال  با  است  مشکل  پیوسته  های 

راحتقاب  گسسته،  ميهای  به  تر  کنیم.  حل  توانیم 

قاب بین  ارتباط  پیوسته  کمک  و  گسسته  های 

ميقاب  شناسايي  را  پیوسته  دقیق  در  های  و  کنیم 

دوگان به  قاب   نهايت  انتقال  با  را  پیوسته  های 

قاب مي مجموعه  مشخص  گسسته  در    .کنیمهای 

اولیه   مفاهیم  و  تعاريف  برخي  يادآوری  به  ابتدا 

   پردازيم.مي

کنید   )فرض  , و    ( باشد  اندازه  فضای   Hيک 
باشد. نگاشت   يک فضای هیلبرت  →: ( , )F H 

کران با  پیوسته  قاب  نامیده    Bو    Aهای  يک 

شود هرگاه مي → , ( )f F    برای هرf H 

  باشد پذير روی  يک تابع اندازه

( )    
2 2 2

, ( )A df Ff B f
Ω

 

 

 Fهرگاه نامساوی سمت راست برقرار باشد نگاشت  

مي نامیده  پیوسته  بسل  دنباله  عملگر  يک  شود. 

→ 2: ( , )FT H L صورت که به 

( )   =  ,      )(  ,  ,  F f HFf fT Ω  

 

مي ميتعريف  نامیده  آنالیز  عملگر  يک  شود،  و  شود 

عملگر خطي کراندار است. اين عملگر يک به يک و  

اگر   تنها  و  اگر  است  کراندار  پايین  قاب  Fاز   يک 

قاب   يک  اگر  کلي  حالت  در  باشد.  در    Kپیوسته 

 رابطه

( ) ( )     =   ), ( , f Hdf KFf
Ω
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  صدق کند به عبارت ديگر =K F HT T I  آنگاه ،K 

از   کانوني  غیر  دوگان  مي  Fيک  قاب  نامیده  شود. 

1S−پیوسته   F    استاندارد که    Fدوگان   Sاست 

 صورت باشد که بهمي Fعملگر قاب 

( ) ( )   =    ,(  ), f HSf f F F d
Ω

 

 

 شود.تعريف مي

کنید   فرض  →: ( , )F H    پیوسته قاب  يک 

fباشد. اگر برای هر   H 

 


  =
22

  , ( ) ( )F df f  

 

و برای هر    2 ( , )L 

    


=
2

2

( ) ( ) (  )F d  

 

مي يکه متعامد پايه را F آنگاه  نامند.پیوسته 

 شود،مي پیوسته نامیده ريس پايه يک F همچنین

, هرگاه  0A B باشند وجود  هر  برای که  داشته 

پذير   مجموعه  که  Eاندازه   0 و 

  2 ( , )L باشیم   داشته 

    

 

   

 





 



2
2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

E E

E

A

B d

Fd d
 

 

پیوسته   هایقاب  یدرباره  بیشتر اطلاعات برای

 ،1.3که گزاره   زير  ببینید. گزاره را  [1،2،4]مراجع  

 قاب که اين لازم برای شرايط باشد،مي [3]از مرجع  

 متعامد پايه يک يا پیوسته  ريس پايه يک پیوسته

 . کندمي بیان باشد را پیوسته يکه

 

باشد،  پیوسته ريس پايه يک F اگر  :1-1گزاره  

 آنالیز عملگر آنگاه
FT است. اگر پوشا F يک پايه 

آنگاه   باشد، پیوسته يکه متعامد
FT يکاني است . 

 ريس بین پايه رابطه 2 بخش در  مقاله اين ادامه در

  دهیم، مي  قرار مورد بررسي را  متعامد پايه و پیوسته

قاب در روابط اين که  شناخته گسسته هایمورد 

 هایقاب  که  دهیممي  نشان  3بخش   است. در شده

  با  کنند.مي عمل گسسته هایبه قاب شبیه پیوسته

  به  را دقیق  پیوسته هایقاب  نکته گرفتن اين  نظر  در

در   و کنیممي شناسايي پیوسته ريس هایکمک پايه

های قاب  مسائل  چگونه که دهیممي نشان نهايت

 حل توانمي گسسته   هایقاب  به  تبديل با را پیوسته

ويژه   کرد. قاب  توانمي به    با  را پیوسته هایدوگان 

 . کرد مشخص های گسسته قاب  دوگان کمک

 

 پیوسته ريس هایپايهشناسايي  -2

شناسايي آنالیز عملگر  کمک به  بخش ايندر    به 

نتايج پردازيممي پیوسته ريس هایپايه  اساسي و 

درميبدست   پیوسته ريس هایپايه برای  آوريم. 

 .است فضای هیلبرت يک Hمقاله  اين سراسر

کنید   فرض
( )i i If    و

( )i i Ig  ريس پايه  دو  

در عملگر   H گسسته  و  T:H→باشند  H   به

  صورت
 

= ( )i i i i

i I i I

T c f c g   در شود.  تعريف 

  کراندار  عملگر يک T که است شده دادهنشان  [6]

در  پذير  معکوس  و را نتیجه اينجا است.   مشابهي 

پیوسته پايه برای يکه(  متعامد  )و    اثبات   ريس 

درمي برای  تساوی تعريف  ابتدا کنیم.    ضعیف 

 کنیم. مي يادآوری را عملگرها

 

فرض کنید   :1-2تعريف   →, : ( , )F G H    دو

و   باشند  پیوسته  T:H→قاب  H   عملگر يک 

هر   برای  اگر  باشد.  کراندار  fخطي  H   و

         =   (  ), ,  ( )f TF f G 
 

TF=طور ضعیف گويیم بهدر اين صورت مي G. 

فرض کنید    :2-2گزاره   →, : ( , )F G H    دو

اين   در  باشند.  پیوسته  يکه(  )متعامد  ريس  پايه 
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معکوس عملگر  يک  )يکاني(  صورت  پذير 

→T:H H طور ضعیف وجود دارد که به=TF G. 

 

گزاره    برهان: از  استفاده  عملگرهای  1.1با   ،
FT  و 

GT  آن معکوس  الحاق  بنابراين  عملگرهايي و  ها، 

مي )يکاني(  پذير  معکوس  و  کافیست  کراندار  باشند. 
  −1T=T ( )G FT .قرار دهیم□ 

قاب  ميمشابه  سادگي  به  گسسته  بررسي  های  توان 

تحت   پیوسته  يکه  متعامد  پايه  يک  تصوير  که  کرد 

 . يک عملگر يکاني يک پايه متعامد يکه پیوسته است

يک   تحت  گسسته  ريس  پايه  يک  تصوير  همچنین 

گسسته   ريس  پايه  پذير،  معکوس  کراندار  عملگر 

دهیم که اين نتیجه  باشد. در گزاره زير نشان ميمي

 برای پايه ريس پیوسته نیز برقرار است. 

 

کنید    :3-2گزاره   فرض  →: ( , )F H    يک

باشد و   T:H→پايه ريس پیوسته  H  يک عملگر

آنگاه   باشد،  کراندار  پذير  پايه   TFمعکوس  يک 

 ريس پیوسته است. 

 

يک پايه ريس پیوسته باشد.   Fفرض کنید   برهان:

مي سادگي  که  به  ديد  پیوسته  TFتوان  قاب  يک 

چون   همچنین  است،    Tاست.  پذير  معکوس 

, 0C D که طوریبه  دارند وجود 

     =   

2 2

2

E E E

T d T CF Fd d  

 

 به طور مشابه

    

2

2

E E

DFT d d  

 

 □است. پیوسته ريس پايه  يک TFبنابراين  

ريس  پايه هر که دهیممي  نشان زير قضیه در

پايه پیوسته يک  )ضعیف(  يکه  متعامد  تصوير 

 .پذير است معکوس کراندار  عملگر يک تحت پیوسته

  کنید فرض  :4-2قضیه  →: ( , )G H پايه يک 

پیوسته يکه   متعامد پايه يک آنگاه باشد ريس 

پیوسته   →: ( , )F H    کراندار عملگر  يک  و 

پذير   T:H→معکوس  H   دارند طور به  که  وجود 

TF=ضعیف  G . 

نظر   در  Gقاب   برای را S قاب  عملگر  برهان:

دهیممي  قرار و گیريممي
1

2

F GS
−

و =
1

2T S=. 

پیوسته   ريس پايه  يک  F  ،2.3 گزاره کمکبه  

بنابراين   ،1.1گزاره   کمک به است. 
FT    پوشا است

=که  ديد توانمي سادگي به
2 2

FT f fبه  ، 

ديگر  عبارت
FT همچنین است.  ايزومتری يک 

   



= =

2

2 2

FdF T  

 

 پیوسته است. به يکه  متعامد پايه  يک Fبنابراين  

TF=ضعیف  طوربه  وضوح G.□ 

 معادلي ، تعريف2.4قضیه  و 2.3گزاره  از استفاده با

 داريم. زير صورتبه  پیوسته ريس پايه يک برای

کنید   فرض →: ( , )G H پیوسته قاب  يک 

 عملگر کراندار يک و  يکه  متعامد  پايه  يک  باشد، اگر

T:H→پذير   معکوس H  باشند وجود  که  داشته 

TF=ضعیف   طوربه G، آنگاه G ريس پايه  را يک 

يک گزاره نامیم.مي پیوسته  برای کافي  شرط  زير 

يک قاب  يک  که  اين  پیوسته ريس پايه  پیوسته 

 دهد.مي  نشان را باشد

 

کنید    :5-2گزاره   فرض  →: ( , )F H  قاب   يک

که   طوریبه باشد پیوسته
FT آنگاه  .باشد پوشاF 

 است. پیوسته ريس پايه يک

 گیريم ومي نظر در را F از S قاب عملگر برهان:

−

=
1

2G S F  آنگاه  مي قرار =−دهیم. 
1

2
G FT T S    و

 بنابراين
GT که  نشان توان)مي است يکاني داد 

=
2 2

GT f f  همچنین .) 

  



= =
2

2

2

GGd T  
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است.   يکه متعامد پايه يک G بنابراين پیوسته 

= چون
1

2F GS و 
1

2S است،  پذير  معکوس

ريس يک  F،  2.3 گزاره کمک به بنابراين  پايه 

 □ .است پیوسته

های پايه از شناسايي يک ،2.5و    1.1های  گزاره 

 زير حقیقت نتیجه دهند. درمي ارائه  را پیوسته ريس

 .داريم را

 

پیوسته  قاب : يک6-2نتیجه   →: ( , )F H   يک

 عملگر آنالیز اگر تنها و  اگر است پیوسته ريس  پايه

FT از F باشد پوشا . 
 

کنید  1)  :7-2مثال   فرض   )( , )H    نمايش يک 

 Gفشرده   موضعا   گروه يک  روی ناپذير  تحويل

 باشد. اگر H سازگار )موجک( باشد بردار يک 

 ديگر  عبارت به

    


=   +
2

2

1
: , ( ) ( )

G

g d gC  

 

آنگاه نگاشت  
 → 2: ( ),W H GL  که 

   
−

=  
1

2( )( ) , ( ) ,W f g C f g  

 ( , )f H g G  
 

شود.  مي  نامیده  G روی  پیوسته موجک تبديل  يک

بردش  روی  بر خطي ايزومتری يک  تبديل اين

يعني،مي  باشد.   


( )
g G

g  پیوسته  قاب  يک

 .است C کران با چسبان

اگر    


=: ( )
g G

F g،  صورت  اين  درW  عملگر

يعني،   است آنالیز = FW Tچون  . W  پوشا

 پايه  F،  2.6نتیجه   از  استفاده با  بنابراين نیست

 .نیست پیوسته ريس

 ( فرض کنید: 2)

 = = + +  
3

0
( ,) ,

i
H P Z a bZ cZ a Z

که 

= + +2 2 2P a b c. 

=فرض کنید    مجموعه اعداد مختلط با مدول ،

باشد.   𝕋اندازه لبگ نرمالیز شده از  يک باشد که  

آنگاه با فرض    = + +
3 3( ) 1F Z Z  ،F    يک

( جزئیات    ,( )برای  است  نرمال  چسبان  قاب 

پايه ريس نیست چون    F[ را ببینید(. اما  9بیشتر ]

به وضوح 
FT  .پوشا نیست 

 

 های پیوسته و گسسته رابطه بین قاب  -3

قابدر   برای  که  را  نتیجه  چندين  قبل،  های  بخش 

قاب برای  که  داديم  نشان  بود  برقرار  های  گسسته 

اين   سبب  حقیقت  اين  است.  برقرار  نیز  پیوسته 

قابرابطهشود که ما  انگیزه مي های  ی نزديکي بین 

 . گسسته و پیوسته بیابیم
قاب  که  داريم  از توجه  خاصي  مثال  گسسته  های 

های پیوسته هستند. ما به هر قاب پیوسته يک  قاب 

طوری که بسیاری  کنیم بهقاب گسسته را متناظر مي

قاب  مسائل  مياز  را  پیوسته  قاب  های  به  توان 

چون و  داد  انتقال  آن  متناظر  اين    گسسته  حل 

ساده گسسته  حالت  برای  راحتي  مسائل  به  است  تر 

 های پیوسته را حل نمود. توان مسائل قابمي

کنید   و    Fفرض  پیوسته  قاب  يک  ( )i i I
يک    

برای   يکه  متعامد  2پايه  ( , )L   آنگاه باشد. 

 ( )F i i IT    قاب را  آن  که  است  گسسته  قاب  يک 

 نويسیم نامیم و ميمي Fگسسته متناظر با  

(1                                )  =( ) ( )F i i IF T 

 

کنید   )فرض  ( )i i I
ديگر     يکه  متعامد  پايه  يک 

2برای   ( , )L  اگر =iباشد.  F ig T   و

=i F if T   به وضوح برای هرf H داريم ، 

  =   
2 2

, ,i i

i i

f f f g  

 

متناظر   قاب  عملگرهای  ديگر  عبارت  به 
( )i i Ig    و

( )i i If  .)يکي هستند 
fتوجه داريم که در اين مورد برای   H  ، 
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(2   )  


  =  
22

, ( ) ( ) , ,
i

i I

f F d f f 

 

های پیوسته و گسسته  در قضیه زير، روابط بین قاب

بیان   نیاز  ميرا  زير  لم  قضیه،  بیان  از  قبل  کنیم. 

 است. 

 

دو فضای هیلبرت    Hو    Kفرض کنید    :1-3لم  

و   T:→باشند  H K   پذير معکوس  عملگر  يک 

آنگاه   U:→باشد.  H K    که
−


=

1

2( )U T T T 

 عملگر يکاني است. 

 

 پیوسته قاب  دو G و F فرض کنید :2-3قضیه 

و   باشند ( )i i I
2برای   يکه متعامد پايه يک   ( , )L 

 آنگاه  . باشد (1) مانند باشد و همچنین  

قاب1)  )پايه پیوسته ريس پايه يک F پیوسته ( 

( است يکه متعامد اگر   و  اگر پیوسته  تنها  ( )F 

 .باشد متعامد گسسته( گسسته )پايه ريس پايه يک

و  اگر است F از دوگان يک G پیوسته ( قاب2)

 اگر تنها ( )G از   دوگان يک ( )F  باشد. 

 اگر اگر و تنها است F استاندارد دوگان G ويژه،به

 ( )G استاندارد دوگان  ( )F باشد. 

T:→( اگر 3) H Hکراندار باشد  خطي عملگر يک 

TF=ضعیف   طوربه  آنگاه G  اگر  اگر است تنها  و 

 =( ) ( )T F G. 

 

  پیوسته باشد.  ريس پايه يک F فرض کنید برهان:

در  FTشود  مي نتیجه  ،1.1گزاره   از است.    پوشا 

و   FT حقیقت


FT پذير  کراندار معکوس عملگرهای  

به متعامد يک  ، 3.1لم   کمک هستند.    يکه  پايه 

( )i i Ie  برای H يکاني   عملگر يک وU   وجود  

که   طوریبه دارد =F i F iT Ue T  چون  .

FT U

بنابراين   است، پذير  معکوس ( )F i i IT  پايه   يک 

پیوسته متعامد  پايه  يک  F اگر.  است ريس  يکه 

مي  1.1 گزاره  از آنگاه  باشد يک  FT شودنتیجه 

در يکاني عملگر نتیجه   است.  ( )F i i IT  پايه يک 

)  .است H برای يکه متعامد اثبات 1بنابراين   )  

 . شودمي

 دانیم( مي3( است. برای برهان )1( مشابه )2برهان )

TF=ضعیف طوربه  که G تنها اگر و اگر 

 
   =   ,, ( ) , ( ) , f HT f F f G  

 

اگر   تنها  و  اگر ,f H ،

  =( ) ( )F GT T f T f اگر   تنها و اگر

  = ,F i G iTT T i I  ديگر عبارتبه 

 =( ) ( )T F G.□ 

ايده   کمک  به  اکنون  ( )F  بودن دقیق  مسأله   ،

 کنیم. های پیوسته را بررسي ميقاب 

 

پیوسته    :3-3  تعريف قاب  نامیده   Fيک  دقیق 

شود هرگاه برای هر پايه متعامد يکه  مي ( )i i I
از   

2 ( , )L    مجموعه ( )F i i IT    در دقیق  قاب  يک 
H   های دهیم که قاب باشد. در گزاره زير نشان مي

پايه دقیقا   پیوسته  هستند.  دقیق  پیوسته  ريس  های 

[ و قضیه  7از ] 3.1.16برهان گزاره زير فورا  از قضیه 

 شود. نتیجه مي 3.2

 

کنید    :4-3گزاره   فرض  →: ( , )F H    يک

يک فضای هیلبرت جدايي   Hقاب پیوسته باشد و  

دقیق است اگر و تنها اگر يک    Fپذير باشد آنگاه  

 ريس پیوسته باشد. پايه

 

کنید    :3-3  مثال فرض  →, : ( , )F G H   دو

از فضای هیلبرت جدايي پذير   نگاشت بسل پیوسته 
H  باشند. همچنین برای هرf H، 

   


=   , ( ) ( ) ( )f f G F d  

 

های پیوسته هستند. در حقیقت  قاب   Gو    Fآنگاه  

به    Gو    Fهای بسل  های نگاشتفرض کنید کران
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کنید    Dو    Bترتیب   فرض  باشند.  ( )i i I
يک    

برای   متعامد  2پايه  ( , )L    برای و  باشد 

  = = , ,i F i i G if T g T i I  وضوح به   .

( )i i If    و
( )i i Ig  های  های بسل با کراندنبالهB  

و    Dو   هستند 


  = , i i

i I

f g f f

  
با   بنابراين 

لم   از  ]  5.6.2استفاده  [،  8از 
( )i i If    و

( )i i Ig 

هر   برای  و  هستند  gقاب  H    داريم



=   , i i

i I

g g f g ( 2. بنابراين با استفاده از  )F    و

G های پیوسته هستند. با جايگذاری  قاب
if   وig 

Fبا  iT   وG iT  به وضوح برای هرg H 

   


=   , ( ) ( ) ( )g g F G d  

 

قاب پیوسته و    Fفرض کنید   ( )F   قاب گسسته

گسسته   قاب  دوگان  باشد.  آن  با  متناظر  ( )F 

[.  6،2مورد بررسي محققان زيادی قرار گرفت است ]

بررسي   چندان  دوگان  مسأله  پیوسته  حالت  در  اما 

[ پايه ريس [، به کمک  4نشده است. در مرجع  يک 

قاب دوگان  از  شناسايي  يک  پیوسته  پیوسته  های 

قاب آنجا که دوگان  از  های پیوسته  ارائه شده است. 

ايده   از  استفاده  با  ادامه  در  است  اهمیت  حائض 

قاب کردن  قاب  متناظر  يک  با  گسسته   پیوسته 

کنیم و  های پیوسته را بررسي ميمسأله دوگان قاب

قاب دوگان  از  شناسايي  معرفي  هيک  را  پیوسته  ای 

دوگان  مي يادآوری  به  قضیه،  بیان  از  قبل  کنیم. 

 . پردازيم[ مي2از ] 2.1های گسسته قضیه قاب 
 

کنیم    : 6-3قضیه   فرض 

=1( )i if   برای قاب  يک 

هیلبرت   ترکیب    Hفضای  عملگر  باشد.   Tبا 

کنید   فرض  همچنین  ( )i i I
از     متعامد  پايه  يک 

آنگاه    2 باشد. 

=1( )i ig    برای دوگان  يک 

=1( )i if 

−  است اگر و تنها اگر = +1

i i ig S f    برای يک

عملگر  2( , )B H طوری کهبه   = 0T.  

کنیم   فرض  ( )i i I
برای     متعامد  پايه  يک 

2 ( , )L   های پیوسته  باشد قضیه زير دوگان قاب

2را روی   ( , )L کند.معرفي مي 

 

يک قاب پیوسته باشد    Fفرض کنید    :7-3قضیه  

قاب    Sو   عملگر  ( )F    اگر →:Gباشد  H 

 صورت  به

(3)   
   −



  = + 
1, ( ) ( )( ) ( )( )F ii

i T

f G T S f f 

 

که  تعريف   شود،  2( , )B H    و

 =( ) 0FT 

 است.   Fيک دوگان از   Gآنگاه 

کنید    برهان: فرض 
( )i i If    و

( )i i Ig  ترتیب  به

با  قاب  باشند، يعني   Gو    Fهای گسسته متناظر 

  = =,i F i i G if T g T  قضیه کمک  به   .3.2 

کافیست نشان دهیم  
( )i i Ig   دوگان

( )i i If   .است

 ( داريم. 3برای اين منظور با استفاده از ) 




 

  







−



 −



−

−

− 

  =  

=  

=  + 

=   +   

=   + 

=   +   

=  + 

1

1

1

1

1

, ,

,

, ( )

, ,( )

, ( )

, ,

,

i iG

i G

i jjF
j I

i i jF j
j I

i i

i i

i i

g f T f

T f

T S f f

T S f

S f f f

S f f f

S f f

 

 

قضیه   از  استفاده  با  ،  3.6بنابراين 
( )i i Ig   دوگان

( )i i If کند.است که اين برهان را کامل مي  □ 
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