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  مقدمه -١
از  یعیطب یمیبه عنوان تعم یتی هرم يهافرم  يهینظر
ک ینه با یدان زمیم يگذاری، با جایمربع يهافرم  يهینظر

  شود.یم مجهز به برگردان، ظاهر میجبر تقس
 يهیمهم در نظر يلهأک مسین مطلب، یبا توجه به ا 

ن یبه ا یمربع يها، نسبت دادن فرمیتیهرم يهافرم 
از خواص آن را بازتاب  یکه برخ ياهاست، به گونهفرم 

کوبسن برداشته  ین راستا توسط جین گام در ایدهد. نخست
ک جبر ی يمتقارن رو  یتیهرم به هر فرم ي] و 5شد. در [

مخالف دو،  يدر مشخصه یون با برگردان کانونیکواترن
  نه نسبت داد.یدان زمیم يرو  یک فرم مربعی
د، شویکوبسن شناخته مین فرم که به نام فرم رد جیا 

کند. یم يبندمذکور را به طور کامل رده یتیهرم يهافرم 
دو  ي] به مشخصه10ن فرم توسط ساه در [یپس از آن، ا

فرم رد   ینشان داد خواص اساس يو  م داده شد.یتعم
ز برقرارند. ین دو يبه مشخصهم یکوبسن، در تعمیج

 يبرا ياهین فرم، ساه تجزین با استفاده از ایهمچن
از  يمرکز يک جبر سادهی يرو  یتیهرم يهافرم 

ن به دست آورد. ییپا يناوردا-uحداکثر چهار با  يدرجه 
به کار   ياریبس  مقالاتکوبسن تاکنون در یم رد جفر

] 9[ و  ]8[ ، ]3]، [2]، [1توان به [یکه از آن جمله م رفته
 اشاره کرد.

 یتی هرم يهارا به فرم  کوبسنیج ن مقاله، فرم ردیدر ا
در  م با برگردان متعامدیتقس يجبرها يپادمتقارن رو 

ن ثابت ی. همچنمیدهیم میتعم دلخواه يمشخصه
ک) است اگر  یزوتروپ (متابولیا یتیک فرم هرم ی میکنیم

ک)  باشد. به یزوتروپ (متابولیو تنها اگر فرم رد آن ا
 يرده افته، یم یفرم رد تعم م دادینشان خواهعلاوه، 

مذکور را به طور کامل  یتیهرم يهافرم ییطولپا
  کند.یم مشخص

  

 يتيو هرم يمربع يهافرم -٢
  

 يرو  يبا بعد متناه يبردار ي ک فضاي Vد يفرض کن 
 يفرم مربع  کيدلخواه باشد.  ياز مشخصه Fدان يم

FVqاست مانند  ينگاشت V يرو  : که: يطوربه 
  ،Vvهر و  Fهر يالف) برا

2( ) = ( ).q v q v   

qb:ب) نگاشت  V V F  يبا ضابطه  
( , ) = ( ) ( ) ( )qb u v q u v q u q v    

 q يفرم قطب qbاست. نگاشت  يدوخط فرمک ي
همواره متقارن  يشود. واضح است که فرم قطبيده مينام

 است.
 مکمل متعامدباشد.  Vاز  ييرفضايز Wد يفرض کن

W  که باW ر يشود به شکل زيش داده مينما
 شود: يف ميتعر

= { | ( , ) = 0, } .qW v V b v w w W    
در  .V={0}شود هرگاه يده مينام منظم qفرم 

),(ن حالت، يا qV  م. يناميم يمربع يفضاک يرا
),( يمربع يفضا qV  م هرگاه يناميم کيمتابولرا

که  ياشد به طوربوجود داشته  Vاز  W يرفضايز
1dim = dim
2F FW V  0و=|Wq. 

م هرگاه يناميم زوتروپيا  را Vvبردار ناصفر
0=)(vq.  فرمq شود هرگاه  يخوانده م زوتروپيا
ن ير ايموجود باشد. در غ Vزوتروپ در يک بردار اي

 يمربع يم. دو فضايناميم زوتروپيآن  صورت آن را
),( qV  و),( qV  م هرگاه يناميم طولپا را
VVf يبردار يفضاها يختيکري :  وجود داشته

))((=)(، Vvهر  يباشد که برا vqvfq. 
),( يمربع يدو فضا مجموع متعامد qV  و),( qV  

),(که با  qqVV  ک يشود يش داده مينما
VVVVاست که در آن  يمربع يفضا  و  =

Vvهرو  Vvهر  يازابه  ، 
( )(( , )) = ( ) ( ).q q v v q v q v     

دان يم يرو  يمرکز يک جبر ساده ي Aد  يفرض کن
F  يرو  برگردانک يباشد. منظور از Aي، نگاشت 

 يجمع
 که يطوراست به AA:مانند 

)()(=)( xyxy  
Ayxهر  يبرا ,  2و id   که در آنid 

 يختيک خودري Fبه  د يتحد است. ينگاشت همان
F دو است. اگر  حداکثر ياز مرتبهF| id  ،

نوع  ن صورت از ير ايو در غ نوع اول از  برگردان 
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 يدانيک گسترش مي /FK. اگر شوديده مينام دوم
 ميدهيباشد، قرار م

( , ) := ( , ).idK K FA A K   
 A  يدان شکافنده برايک مي L]، اگر )٢.١( ,٧بنابر [ 

متقارن  يفرم دوخط و L يرو  Vيبردار يفضا باشد،
 که  يطوروجود دارد به Vيرو  bا پادمتقارن ي

( , ) ( ( ), ),End AdL bL LA V � 
 است. برگردان  b يبرگردان الحاق Adbکه در آن 

دان يهر م يشود هرگاه برايده مينام همتافته از نوع اول، 
 يختيکريو هر  Lشکافنده 

( , ) ( ( ), ),End AdL bL LA V � 
) يعنيمتناوب باشد،  b يفرم دوخط  , ) = 0b v v 

ده ينام متعامد ن صورت ير ايدرغ .Vvهر  يبرا
),(جبر با برگردان  يشود. برايم A  و عنصر

F 1ت يبا خاص=)(ر يز يها، مجموعه
 م: يکنيف ميرا تعر

Sym ( , ) = { | ( ) = },A x A x x   
Symd ( , ) = { ( ) | }.A x x x A    

),(د يفرض کن  D يم با برگردان رو يک جبر تقسي 
ت يبا خاص يعنصر Fو  Fدان يم

1=)( د يباشد. فرض کنV يک فضاي 
است. منظور از  D يرو  يراست با بعد متناه يبردار

مانند  يدوجمع ينگاشت V يرو  يتيهرم-فرم ک ي
DVVh : هر  ياست که براVvu ,  و 
Dهر  در روابط ,

 ),()(=),( vuhvuh 
),(=)),((و  vuhuvh  کند. توجه يصدق م
ميدار Vvهر  يد که برايکن

( , ) Sym ( , )h v v D . يتي هرم فرم h زوج 
، Vvهر  يشود اگر برايده مينام

( , ) Symd ( , )h v v D . 
شود اگر بردار ناصفر يده مينام زوتروپيا hفرم 

Vv  0وجود داشته باشد که=),( vvh. ر يدر غ
 Wد يم. فرض کنيناميم زوتروپيآنرا  hن صورت يا
ر  يبه شکل ز W مکمل متعامدباشد.  Vاز  ييرفضايز

  شود: يف ميتعر
 

}.,0=),(|{= WwwvhVvW h  
=م اگريناميم منظمرا  hفرم  0hV  .ن حالت، يدر ا

),(زوج  hV  يفضاک يرا -يرو  يتي هرم 
),( D يم. فضايناميم ),( hV ده  ينام کيمتابول
وجود داشته باشد که  VL يرفضايشود اگر زيم

= hL L. ن حالت بعد راست يد که در ايدقت کنL 
است. دو  D يرو  Vبرابر با نصف بعد راست  D يرو 

),( يتيهرم- يفضا hV  و),( hV   يرو 
),( D  يفضاها  يختيکريم هرگاه يناميم طولپارا 

VVfراست  يبردار :  وجود داشته باشد که
Vvuهر  يبرا , ، 

( ( ), ( )) = ( , ).h f u f v h u v 
),( يتيهرم- يدو فضا مجموع متعامد  hV  و

),( hV   که با),( hhVV  ش داده ينما
است که در آن  يتيهرم- يک فضايشود يم

VVVV  Vvuهر  يازاو به = ,  و
Vvu ,، 

.),(),(=)),(),,)((( vuhvuhvvuuhh 
 يدر مشخصه يتيو هرم يمربع يهافرم  يمطالعه يبرا 

  د.ييمراجعه نما] ٦[و  ] ٤[ د به مراجع يتوانيدلخواه، م
  

 افتهيميکوبسن تعميرد ج  رمف -٣
  

 ن مقاله آنهایا يادامه يو برا ینجا چند نماد را معرفیدر ا
دان و يک مي Fد يم. فرض کنيريگيرا ثابت در نظر م

Q يون رو يم کواترنيک جبر تقسي F  ،يعنياست Q 
 F يچهار رو از بعد  يمرکز يساده م يک جبر تقس ي

 Q يبرگردان نوع اول رو ک ي د ياست. فرض کن 
همتافته باشد و  اگر  =1م يدهياست. قرار م

1=   اگر ٧صورت طبق [نيمتعامد باشد. درا ,
)٢.٧( ،[Symd ( , )Q  ک  ي يبردار يک فضاي

را در  sاست. عنصر ناصفر  F يرو  يبعد
Symd ( , )Q  ن ي]، ا)٢.٨(, ٧د. بنابر [يريدر نظر بگ
),(د ير است. فرض کنيپذعنصر لزوما وارون hV ک  ي

),( يزوج رو  يتيهرم- يفضا Q  باشد. از آنجا
Symdکه  ( , ) =Q Fs هر  ي، براVv 

Fvvhsم يدار  FVqنگاشت  .1),( sh :, 
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)(=),( يرا با ضابطه 1
, vvhsvq sh

 د. با يف کنيتعر
Symdنکه ي اتوجه به  ( , )Q  است،  يک بعدي

shq اگر  يعنيکتاست، يک اسکالر يب ضرب در يبا تقر ,
Symd ( , )s Q  باشد،  يگريعنصر ناصفر د

shshوجود دارد که  Fآنگاه  qq ,, =.   با توجه
Symdنکه عنصر يبه ا ( , )s Q   را ثابت در نظر

shq يد، به جايايش نيپ يکه ابهام ييم، تا جاياگرفته  , 
 .hqم يسينويم

 يک فضايبه عنوان  Vبا در نظر گرفتن  ١.٣ لم
 V يرو  يک فرم مربعي hq، نگاشت F يرو  يبردار

 يبا فرم قطب
1( , ) = ( ( , ) ( , ))hb u v s h u v h v u  

ز منظم ين hqمنظم باشد، آنگاه  hعلاوه اگر است. به
 است. 

 م يدار Vvو  Fهر  يبرا اثبات.

).(=),(=
),(=)(

212

1

vqvvhs
vvhsvq

h

h








 

hb:نگاشت  V V F  يبا ضابطه  
 

1

( , ) = ( ) ( ) ( )

= ( ( , ) ( , )),
h h h hb u v q u v q u q v

s h u v h v u

  


 

ک فرم  ي hbد يتوان ديم يد. به سادگيريرا در نظر بگ
ک فرم  ي hqاست. پس  V يمتقارن رو  يدوخط
 است. يمربع
را در  Vvبردار دلخواه  hqاثبات منظم بودن  يبرا

منظم است، بردار  hنکه يد. با توجه به ايرينظر بگ
Vw  1وجود دارد که=),( wvh.  د يحال فرض کن
)(=  s که در آن ،D. ن  يدر ا

 صورت 
1

1

1

( , ) = ( ( , ) ( , ))
= ( ( , ) ( ) ( , ))
= ( ( )) = 1 0.

hb v w s h v w h w v
s h v w h w v
s

 

  

  











 

 

 منظم است.  hqن يبنابرا
),(واضح است که اگر   hV  و),( hV   دو فرم-

),( يرو  يتيهرم D  باشند آنگاه

shshshh qqq ,,,  . د که اگريعلاوه توجه کن به
  ،1همتافته باشد=  1و=s  فرمhq  همان

ف شد. با توجه به ي ] تعر٥کوبسن است که در [يفرم رد ج
 h يافته يم يکوبسن تعميفرم رد ج را  hqن نکته، فرم يا
 م.يناميم

 ]. )٢.٤(, ٣است از [ يمير تعميز يه يقض
),( يتيهرم- يافض ٢.٣هيقض hV  يرو 

),( Q ک) است اگر و تنها اگر يزوتروپ (متابولياhq 
 ک) باشد. يزوتروپ (متابوليا

زوتروپ بودن واضح است. يحکم در مورد ا اثبات. 
وجود داشته باشد که VL يرفضايد زيفرض کن

hLL =.  1داريمdim = dim
2D DL V  و

0=| LLh . 1ن يبنابراdim = dim
2F FL V  و

0=|Lhq ،يعني hq ک است.يمتابول 
 يهيک باشد. طبق قضيمتابول hqد يبرعکس، فرض کن

به شکل   ياهي] تجز٦از فصل اول [  ١.١.٦
metan hhh   ازh  وجود دارد که در آنanh 

ن يک است. بنابرايمتابول methزوتروپ و يآن

metan hhh qqq .  اگرanh باشد، آنگاه  يهينابد

طبق آنچه گفته شد 
anhq زوتروپ است. به علاوه يآن

طبق آنچه اثبات شد،
methq ک است. اما مجموع يمتابول

تواند يزوتروپ نميک و آنيمتابول يرم مربعک فيمتعامد 
در تناقض  hqک بودن ين با متابوليک باشد. ايمتابول

 است. 
 ]. )٣.٤(, ٣است از [ يميز تعمير نيز يه يقض 

),(د يفرض کن  ٣.٣هيقض hV  يک فضاي -
),( يزوج رو  يتيهرم Q ن صورت يباشد. در ا
),(),( hVhV   اگر و تنها اگرshsh qq ,, .  

:),(),(د يفرض کن اثبات. hVhV  ک ي
 يختيکريبه عنوان  باشد. با در نظر گرفتن  ييطولپا

 م يدار Vvهر ي، براFدانيم يرو  يبردار يفضاها

).(=),(=

))(),((=))((

,
1

1
,

vqvvhs

vvhsvq

sh

sh




  
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shshن يبنابرا  qq ,, . ديبرعکس، فرض کن  
.),(),( ,, shsh qVqV   

)(ن صورت يدر ا ,,),( shshshh qqq   
)( ،٢.٣ يهيک است. پس طبق قضيمتابول hh  

 يهافرم  hو  hنکه يک است. با توجه به ايز متابولين
جه ي] نت٦از فصل اول [ ٥.٤.٦ هيزوج هستند، قض يتيهرم

hhدهد يم .  
 

  يتشکر و قدردات
وران محترم به مقاله مراتب تشکر خود را از دا يه سندينو

  دارد.يابراز م  شنهادات ارزشمندشانيخاطر پ
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