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دهند، بینانه انجام میگیرنده را با دیدگاه خوشیمها به طور ذاتی ارزیابی واحدهاي تصمهاي اساسی تحلیل پوششی دادهمدل
شود. مرز کارایی گیرنده از طریق مقایسه آن واحد با مرز کارایی انجام میبه این مفهوم که ارزیابی عملکرد هر واحد تصمیم

ز کارایی قرار دهنده بهترین عملکرد هستند. اگر یک فعالیت روي مردر واقع مرز متشکل از همه واحدهایی است که نشان
توان وضعیت شود. به منظور ارائه یک ارزیابی دقیقتر میداشته باشد کاملا کارا و در غیر این صورت غیرکارا نامیده می

گیرنده را با دیدگاه بدبینانه نیز مورد بررسی قرار داد، به این مفهوم که مرزي تحت عنوان مرز ناکارایی واحدهاي تصمیم
گیرنده را نسبت به آن ی که بدترین عملکرد را دارند، تشکیل داده و سپس عملکرد هر واحد تصمیممتشکل از همه واحدهای

شود. به صورت گیرنده به مرز ناکارایی نزدیکتر باشد، ناکاراتر تلقی میارزیابی نمود، به این صورت که هر چه یک واحد تصمیم
نامیم. کارایی قرار داشته باشد. در غیر این صورت آن را غیر ناکارا میمشابه یک فعالیت را کاملا ناکارا گوییم اگر روي مرز نا

در این مقاله با در نظر گرفتن این فرض که مجموعه امکان تولید نامحدب است، به تحلیل کارایی و ناکارایی واحدهاي تحت 
سپس مفهوم پایداري افراز را در تحلیل کارایی کنیم. بررسی پرداخته و آنها را در دو رده کاملا (نا)کارا و غیر (نا)کارا افراز می

اي دهیم. در نهایت با فرض این که واحدهاي تحت ارزیابی داراي ورودي و خروجی بازهو ناکارایی مورد بررسی قرار می
 تصمیم هاي ارزیابی عملکرد واحدهايها پرداخته و سپس بر اساس مقدار بهینه مدلهستند، به ارزیابی کارایی و ناکارایی آن

کنیم. به این صورت که براي هر گیرنده را به سه زیرمجموعه افراز کرده و موضوع پایداري را براي افرازهاي حاصل بررسی می
گیرد، شعاع پایداري را براي حفظ هاي افراز قرار میگیرنده بر حسب اینکه این واحد در کدامیک از زیرمجموعهواحد تصمیم
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 . مقدمه1
ها یک روش ناپارامتري و مبتنی تحلیل پوششی داده

بر برنامه ریزي ریاضی است که براساس ایده مطرح 
] به منظور ارزیابی عملکرد 1شده توسط فارل [

گیرنده همگن که در تعدادي از واحدهاي تصمیم
چند خروجی  -یک تکنولوژي تولید چند ورودي

کنند، طراحی شده است. اولین مدل فعالیت می
ها که توسط چارنز و اساسی تحلیل پوششی داده

بندي شد، ارزیابی واحدهاي ] فرمول2همکاران [
تکنولوژي تولید با فرض گیرنده را در یک تصمیم

هاي دهد. بعدها جنبهبازده به مقیاس ثابت انجام می
اي توسیعه مختلفی از مدل چارنز و همکاران همراه با

هاي متنوعی از آن ارائه شد که داراي قابلیت
هاي تکنولوژي در عملکرد ارزیابی جمله از تريگسترده

 با فرض بازده به مقیاس متغیر، افزایشی و کاهشی
هاي تولید نامحدب، انجام فرآیند یا تکنولوژي

هاي الگویابی، ارزیابی کارایی در حضور ورودي
هاي نامطلوب و غیره بوده و ناپذیر یا خروجیکنترل

] مورد بحث قرار گرفته است. با 3به تفصیل در [
هاي رایج تحلیل پوششی وجود تنوع زیاد در مدل

ه همه آنها ها، یک ویژگی مشترك و قابل توجداده
ها ارزیابی عملکرد با این است که در این مدل

شود. به این مفهوم که بینانه انجام میدیدگاه خوش
هاي موجود، یک مرز تحت عنوان مرز بر اساس داده

کارایی که متشکل از همه واحدهاي (کاملا) کارا 
بوده و در واقع نمایانگر بهترین عملکرد(هاي) 

 د. هر واحد تصمیمشوموجود است، تشکیل می
گیرنده که روي این مرز قرار داشته باشد، (کاملا) 

شود. کارا و در غیر این صورت غیرکارا تلقی می
سپس عملکرد واحدهاي غیرکارا بر اساس فاصله هر 
کدام تا مرز (کاملا) کارا سنجیده میشود، به این 

تر صورت که هر چه یک واحد به این مرز نزدیک
تري است. از رد بهتر و مطلوبباشد، داراي عملک

طرف دیگر بسیاري از دانشمندان با هدف ارائه یک 
تر و معتبرتر، موضوع بررسی عملکرد ارزیابی دقیق

گیرنده را با دیدگاه بدبینانه مطرح واحدهاي تصمیم
نمودند. به این صورت که براي ارزیابی عملکرد 

 گیرنده، میزان ناکارایی آنها موردواحدهاي تصمیم
بررسی قرار گیرد. براي این منظور مشابه مرز 
(کاملا) کارا که در واقع یک پوشش بالایی براي 
مجموعه امکان تولید است، مرز دیگري تحت عنوان 
مرز (کاملا) ناکارا متشکل از همه واحدهاي داراي 

شود. سپس بدترین عملکردهاي موجود  تشکیل می
رار بگیرد، گیرنده که روي این مرز قهر واحد تصمیم

(کاملا) ناکارا و در غیر این صورت غیر ناکارا نامیده 
شود. با ایده مشابه، براي یک واحد غیر ناکارا هر می

یکتر باشد، چه این واحد به مرز (کاملا) ناکارا نزد
در این راستا یامادا و همکاران ناکاراتر خواهد بود. 

هاي ] براي اولین بار مفهوم تحلیل پوششی داده4[
] 5بدبینانه معرفی نمودند. سپس اتنانی و همکاران [

بینانه و هاي خوشهاي تحلیل پوششی دادهمدل
بدبینانه را با هم تلفیق نموده و سپس مدل حاصل 

اي تعمیم داده و همچنین یک هاي بازهرا براي داده
راهکار براي رتبه بندي واحدها ارائه نمودند. موضوع 

ه و بدبینانه، که از آن در بینانهاي خوشتحلیل داده
ها با بسیاري متون تحت عنوان تحلیل پوششی داده

شود بعدها توسط مرزهاي دوگانه نیز یاد می
دانشمندان دیگر نیز مورد بررسی قرار گرفت و 

هاي دیگري از آن نیز ارائه شد. آلداماك و تعمیم
] یک مرور جامع بر روشهاي موجود 6همکاران در [
 اند.ا ارائه دادهدر این حوزه ر

یکی از موضوعات بسیار مهم در تحلیل پوششی 
ها که تاکنون توسط بسیاري از دانشمندان داده

بررسی شده است، موضوع نامحدب بودن تکنولوژي 
 تولید و نحوه ارزیابی عملکرد واحدهاي تصمیم

باشد. در این گیرنده تحت فرض نامحدب بودن می
سترسی پذیري آزاد راستا تکنولوژي تولید پوسته د

عرفی ] م7براي اولین بار توسط دپرینز و همکاران [
تعمیم یافت. از آن  ]8شده و بعدا توسط تولکنز [

جایی که در بسیاري از مسائل دنیاي واقعی در بحث 
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ارزیابی عملکرد، یافتن یک توجیه خوب و قابل قبول 
براي برقراري شرط تحدب کار آسانی نیست، مدل 

پذیري آزاد توجه بسیاري از  پوسته دسترسی
دانشمندان و مدیران را به خود جلب کرده است و از 

هاي ارزشمند و مفیدي در این رو تاکنون پژوهش
  این حوزه انجام شده است. یک مرور کلی بر 

هاي هاي پوسته دسترسی پذیري آزاد و روشمدل
 ] ارائه9حل آن توسط کرستنز و وان د ووئستین [

] 6ین آلداماك و همکاران [همچن شده است.
موضوع مرزهاي دوگانه در مدل پوسته دسترسی 
پذیري آزاد را بررسی کردند. به علاوه آنها یک روش 
ابرکارایی بهبودیافته به منظور تمایز بین واحدهاي 
کاملا کارا و رتبه بندي آنها پیشنهاد نمودند. لازم به 

 هاي ارائه شده توسط آلداماك وذکر است که مدل
هاي شعاعی در ماهیت ] بر مبناي مدل6همکاران [

 ورودي یا خروجی فرمول بندي شده است. 
ها از طرف دیگر، از آن جایی که تحلیل پوششی داده

باشد، موضوع یک روش با ماهیت مبتنی بر داده می
تحلیل حساسیت و پایداري در آن داراي اهمیت 

ه ویژه است. چرا که نتایج حاصل از این تکنیک ب
اند و لذا هر هاي مساله وابستهطور مستقیم به داده
هاي مساله، ولو کوچک، ممکن گونه تغییر در داده

است نتایج حاصل را به طرز چشمگیري تغییر دهد. 
در این راستا، این موضوع توسط بسیاري از 

هاي مختلف مورد بحث و پژوهشگران با دیدگاه
] و 10ن [بررسی قرار گرفته است؛ چارنز و همکارا

] تحلیل حساسیت را به ترتیب 11چارنز و نرالیک [
 لی چارنز و همکاران و مدل جمعیدر مدل اص

] پایداري واحدهاي 12مطالعه نمودند. همچنین ژو [
گیرنده (کاملا) کارا را تحت تغییرات ورودي تصمیم

و خروجی مورد بررسی قرار دادند، به این صورت که 
ا میزان تغییرات مجاز در براي هر واحد (کاملا) کار

ها هاي ورودي و خروجی آن (افزایش در وروديداده
ها) که وضعیت کاملا کارا بودن و کاهش در خروجی

کند، محاسبه کردند. از آن جایی که آن را حفظ می

مدل اساسی  در این پژوهش براي ارزیابی کارایی از
استفاده شده بود، در بررسی  ]2چارنز و همکاران [

هاي ورودي داري واحدهاي کارا، آشفتگی در دادهپای
و خروجی نیز به صورت نسبی در نظر گرفته شده 

] موضوع 13است. از طرف دیگر، کوپر و همکاران [
  تحلیل حساسیت را در حالتی که تغییرات در 

گیرنده به طور هاي همه واحدهاي تصمیمداده
همزمان رخ دهد بررسی نموده و محدوده تغییرات 

کن را براي هر واحد به دست آوردند. موضوع مم
ها تنها به موارد پایداري در تحلیل پوششی داده

شود. در یک پژوهش جدید، گفته شده محدود نمی
] پس از ارائه مرور جامعی از این 14نرالیک و وندل [

بحث، به معرفی یک روش بهبودیافته به منظور 
حلیل گسترش شعاع پایداري و ناحیه پایداري در ت

 ها پرداختند. پوششی داده
تا جایی که نویسندگان اطلاع دارند، موضوع تحلیل 
حساسیت و پایداري در مدل پوسته دسترسی 
پذیري آزاد تاکنون مورد بحث و بررسی قرار نگرفته 
است. در این مقاله با در نظر گرفتن مرزهاي دوگانه 
در این مدل، ابتدا مدل پوسته دسترسی پذیري آزاد 

بندي کرده و بر اساس در شکل جمعی فرمول را
تحلیل کارایی و تحلیل ناکارایی انجام شده، دو افراز 

گیرنده به دست براي مجموعه همه واحدهاي تصمیم
آوریم. سپس موضوع پایداري افراز را مورد می

دهیم، به این صورت که به ازاي هر بررسی قرار می
ه این واحد بر گیرنده، با توجه به این کواحد تصمیم

اساس مقدار بهینه تابع هدف مدل متناظر در کدام 
رده افراز قرار گرفته است، حداکثر میزان تغییرات 
در ورودي و خروجی آن واحد براي این که این 
واحد همچنان در همان رده قبلی از افراز قرار داشته 

دست میآوریم. در ادامه مدل پوسته باشد، به
اي فرمول هاي بازها براي دادهدسترسی پذیري آزاد ر

بندي کرده و پس از به دست آوردن افرازهاي 
 پردازیم.جدید، به تحلیل پایداري می

  صورت زیر سازماندهی شده است. ابتدا این مقاله به
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برخی از مفاهیم مقدماتی تحلیل  2در بخش 
ها با مرزهاي دوگانه همراه با مدل پوششی داده

شود. در بخش زاد ارائه میپوسته دسترسی پذیري آ
هاي تحلیل کارایی و موضوع پایداري مدل 3

 4گیرد. در ادامه بخش ناکارایی مورد بحث قرار می
هاي پوسته دسترسی پذیري آزاد به تعمیم مدل

موضوع  5اي پرداخته و در بخش هاي بازهبراي داده
شامل  6ها بررسی میشود. بخش پایداري این مدل

است که به فهم قضایاي ارائه  یک مثال تشریحی
شده در دو بخش قبل کمک میکند. در نهایت بخش 

 گیري اختصاص یافته است.به بحث و نتیجه 7
 
پذیري آزاد و مرزهاي . مدل پوسته دسترسی2

 دوگانه
 پیش نیازها و تعاریف .2,1

 mفرآیند تولیدي را در نظر بگیرید که در آن 
خروجی مختلف مورد  sورودي مختلف براي تولید 

گیرند. مجموعه امکان تولید که استفاده قرار می
معرف تکنولوژي تولید مد نظر است، به صورت 

)هاي مرتب به شکل مجموعه همه زوج , )X Y  که
mX در آن بردار ورودي R تواند بردار خروجیمی 

sY R شود.را تولید کند، تعریف می 
هر عضو مجموعه امکان تولید را یک فعالیت شدنی 

نامیم. به طور طبیعی و بدیهی فرض بر این است می
ها هرچه کمتر، بهتر و در مورد که در مورد ورودي

ها هر چه بیشتر، بهتر است. یک فعالیت خروجی
الیت شدنی شدنی را کارا گوییم هرگاه هیچ فع

دیگري که بهتر از آن باشد، وجود نداشته باشد. به 
)عبارت دیگر، بردار فعالیت  , )X Y T  کاراست

)هرگاه هیچ  , )X Y T ي وجود نداشته باشد که
),(),( XYXY   و نامساوي حداقل به ازاي

در این مقاله یک مولفه به صورت اکید برقرار باشد. 
 به منظور تاکید بیشتر و براي فهم بهتر مطلب به

کنیم. استفاده می "کاملا کارا"جاي کارا از عبارت 

هاي شدنی کاملا کارا مرز مجموعه همه فعالیت
را تشکیل می دهند که آن را مرز کاملا  Tمجموعه
بالایی نامیم. این مرز در واقع یک پوشش کارا می

کند به براي مجموعه امکان تولید را مشخص می
هاي شدنی در زیر یا روي این طوري که همه فعالیت

گیرند. به عبارت دقیقتر هر فعالیتی که مرز قرار می
روي مرز کاملا کارا باشد، یک فعالیت کاملا کارا و 

 باشد.در غیر این صورت یک فعالیت غیرکارا می
واحد  nا، فرض کنیم هدر تحلیل پوششی داده

گیرنده داریم که در تکنولوژي تولید فوق تصمیم
ام،jگیرندهکنند. براي واحد تصمیمفعالیت می

jDMU 1، بردار ورودي را با نماد)(  mijj xX و
)(1بردار خروجی را با نماد   srjj yY  نشان  

دهیم. در این مقاله، فرض بر این است که می
بردارهاي ورودي و خروجی براي تمامی واحدهاي 

گیرنده همگی نامنفی و با حداقل یک مولفه تصمیم
مثبت میباشند. مجموعه امکان تولید در تحلیل 

کارگیري اصول موضوعه مفروض ها با بهپوششی داده
 ]:3شود [به صورت زیر تشکیل می

1 1

{( , ) | ,0 , }
n n

j j j j
j j

T X Y X X Y Y  
 

       
  

بر اساس مفروضاتی که در  Λ که در آن مجموعه
  مورد سیستم تحت بررسی وجود دارد، تعیین 

ویژه براي یک تکنولوژي تولید که تنها بر شود. بهمی
اساس دو اصل شمول مشاهدات و اصل دسترسی 

 شود، داریم:پذیري آزاد بنا می

1

{ | 1, {0,1}, 1,..., }.
n

n
j j

j

R j n  


     
 

  
ي تعریف شده در فوق را که مجموعه مجموعه

پذیري آزاد را مشخص امکان تولید پوسته دسترسی
متناظر با آن  Tو مجموعه  FDHکند، با نماد می

ضح است که دهیم. وانشان می FDHTرا با نماد 
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j{0,1}به واسطه وجود قید FDHTمجموعه   
 یک مجموعه نامحدب است.

کنیم که یک فعالیت مشاهده شده یادآوري می
کاملا کارا است هرگاه هیچ فعالیت مشاهده شده 
دیگري که بهتر از آن باشد وجود نداشته باشد. در 

نامیم. به عبارت دیگر ا ناکارا میغیر این صورت آن ر
مرز کاملا کارا (متشکل از همه واحدهاي کاملا کارا) 

باشد. نشان دهنده بهترین عملکرد(هاي) موجود می
ها از طریق محاسبه فاصله در تحلیل پوششی داده

توان وضعیت هر فعالیت شدنی تا مرز کاملا کارا می
ور کلی، کارایی آن فعالیت را ارزیابی نمود. به ط

تحلیل کارایی به معنی ارزیابی کارایی واحدهاي 
گیرنده از طریق مقایسه فاصله آن تا مرز تصمیم

کاملا کارا یا همان مرز بهترین عملکرد است. به 
توان عملکرد واحدهاي منظور ارائه تحلیلی قویتر می

گیرنده را از منظر ناکارایی نیز مورد بررسی تصمیم
هوم که مرز دیگري تحت عنوان قرار داد، به این مف

مرز کاملا ناکارا که نشان دهنده بدترین 
عملکرد(هاي) موجود است تشکیل داده و سپس 

گیرنده را از طریق میزان ناکارایی واحدهاي تصمیم
محاسبه فاصله آن تا مرز کاملا ناکارا ارزیابی نمود. 
در واقع مرز کاملا ناکارا مرزي متشکل از همه 

 ناکارا است با این توضیح که یک واحدهاي کاملا
گیرنده را کاملا ناکارا گوییم هرگاه هیچ واحد تصمیم

واحد دیگري که بدتر از آن باشد وجود نداشته باشد. 
)به عبارت دقیقتر، فعالیت  , )X Y T  را کاملا ناکارا

)گوییم هرگاه هیچ  , )X Y T ي وجود نداشته
)طوریکه  د بهباش , ) ( , )Y X Y X    و نامساوي

حداقل براي یک مولفه به طور اکید برقرار باشد. در 
دهنده این حالت میتوان مجموعه دیگري که نشان

باشد و به عبارتی ي واحدهاي کاملا ناکارا میهمه
مشخص کننده مرز کاملا ناکارا است، به صورت زیر 

 تشکیل داد: 

1 1
{( , ) | 0 , , }.

n n

j j j j
j j

T X Y X X Y Y  
 

       

 Tها در مجموعهواضح است که اولا جهت نامساوي
باشد و می Tها در مجموعهعکس جهت نامساوي

هاي مشاهده شده به مجموعه ثانیا تمامی فعالیت
T T ی/ تعلق دارند. از این رو تحلیل کارای

که  پایینی این مجموعهاکارایی نسبت به مرز بالایی/ن
باشد، کاملا ناکارا میدر واقع همان مرز کاملا کارا/

شود. از این موضوع گاهی تحت عنوان انجام می
  ها یاد -مرزهاي دوگانه در تحلیل پوششی داده

کنیم با توجه به این که در این شود. یادآوري میمی
یري آزاد مورد بررسی پذمقاله مدل پوسته دسترسی

FDHگیرد همواره قرار می    اختیار شده و لذا
T  وT به ترتیب همانFDHTو

FDH
T باشند.می 

 
 ارزیابی کارایی و ناکارایی .2. 2

پذیري آزاد براي ارزیابی سته دسترسیمدل پو
گیرنده نسبت به یک کارایی یک واحد تصمیم

تکنولوژي نامحدب براي اولین بار توسط دپرینز و 
توان در شکل ] ارائه شد. این مدل را می7همکاران [

  صورت زیر نوشت:به oDMUجمعی براي ارزیابی 
*

1

1

1

max     1 +1              (1)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
                   {0,1}, 1,..., .

T x T y
o

n
x

o j j
j

n
y

o j j
j

n

j
j

x y

j

d d d

X d X

Y d Y

d d
j n

















 

 




 







 

  
را از مرز  oDMUدر واقع فاصله نرم یک  )1(مدل 

گیرد. به اندازه می FDHTمجموعه امکان تولید
در  oDMUتوان نشان داد که راحتی می

FDHT T  کاملا کاراست اگر و تنها اگر مقدار
برابر صفر باشد، یا به طور معادل،  )1( دلبهینه م
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)بردار  , ) (0,0)x yd d   تنها جواب بهینه مدل
باشد. به عبارت دیگر در تحلیل کارایی مقدار  )1(

* 0od  دهنده این است کهنشانoDMU  کاملا
*کاراست و مقدار  0od   بر غیرکارا بودنoDMU 

  ، )1( دلالت دارد. بر اساس مقدار بهینه مساله
گیرنده توان مجموعه همه واحدهاي تصمیممی

{1,..., }J n  را به دو زیرمجموعه واحدهاي کاملا
 کارا و واحدهاي غیرکارا افراز نمود:

0 *

*

{ | 0},       (2)

{ | 0}.
o

o

D j d
D j d

 

   
  

توان به صورت مشابه، به منظور تحلیل ناکارایی می
را از مرز  oDMUمدل زیر را که فاصله نرم یک 

FDHمجموعه
T بندي کند، فرمولاندازه گیري می

 نمود:
*

1

1

1

max     1 +1              (3)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0) 
                   {0,1}, 1,..., .

T x T y
o

n
x

o j j
j

n
y

o j j
j

n

j
j

x y

j

f f f

X f X

Y f Y

f f
j n

















 

 




 







 

  
توان تحقیق کرد که با یک استدلال آسان می

oDMU در
FDH

T T  کاملا ناکاراست اگر و تنها
*داشته باشیم )3( اگر در مدل 0of  یا به عبارت ،
)دیگر بردار  , ) (0,0)x yf f   تنها جواب بهینه

باشد. به صورت مشابه آنچه در تحلیل  )3( مدل
*ر کارایی داشتیم، مقدا 0of   بر کاملا ناکارا بودن

oDMU  دلالت دارد، در حالیکه* 0of   نشان
  کاملا ناکارا نیست. همچنین  oDMUدهد که می

  

، افراز )3(بر اساس مقدار بهینه تابع هدف مدل 
0J F F      را خواهیم داشت که در آن 

0 *

*

{ | 0},       (4)

{ | 0},
o

o

F j f
F j f

 

   
  

دست در بخش بعدي موضوع پایداري دو افراز به
آمده، یعنی افراز مبتنی بر کارایی و افراز مبتنی بر 

 کنیم.ناکارایی را بررسی می
 
. پایداري در مدل پوسته دسترسی پذیري 3

 آزاد
در فرآیند تحلیل در بخش قبل ملاحظه نمودیم که 

گیرنده کارایی / ناکارایی مجموعه واحدهاي تصمیم
توان به دو زیر مجموعه کاملا کارا و غیر کارا / را می

کاملا ناکارا و غیر ناکارا افراز نمود. این دو افراز را به 
ترتیب افراز مبتنی بر کارایی و افراز مبتنی بر 

اري را نامیم. در این بخش موضوع پایدناکارایی می
براي هر یک از این دو افراز را به طور جداگانه مورد 

دهیم، گرچه تکنیک مورد استفاده بررسی قرار می
 اند.اي مشابهدر مورد هر دو افراز از نظر پایه

براي تحلیل پایداري افراز مبتنی بر کارایی به این 
با در نظر گرفتن یک واحد  کنیم کهصورت عمل می

که این واحد در کدامیک از  بر حسب این مفروض،
گیرد، حداکثر قرار می Dیا  0Dهايمجموعه

هاي آن را با هدف این میزان تغییرات مجاز در داده
که واحد مورد بررسی (تغییر یافته) همچنان در 

دست همان زیرمجموعه قبلی خود باقی بماند، به
. لازم به ذکر است که به منظور سادگی در آوریممی

هاي ورودي و خروجی واحد بحث، تغییرات در داده
 تحت بررسی را در تنها در دو حالت تغییرات بهبود

در آور (پسرفتی) ی) و تغییرات زیاندهنده (پیشرفت
 گیریم.نظر می

واحد تحت ارزیابی باشد. با  oDMUفرض کنیم 
براي این واحد، یکی از دو حالت زیر  )1(ساله حل م

 را خواهیم داشت:
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0o. حالت اول D  در این حالتoDMU  کاملا
هاي کاراست. واضح است که اگر هر کدام از داده

ورودي و خروجی این واحد پیشرفت کنند (یعنی 
ایش یابند)، ورودي(ها) کاهش و خروجی(ها) افز

واحد تغییریافته باز هم کاملا کارا خواهد بود. لذا در 
این مورد تنها لازم است حالت پسرفت را براي 

oDMU  .بررسی کنیم 

افزایش و  iام به اندازه - iفرض کنیم ورودي 
کاهش یابد. به عبارت  rام به اندازه - rخروجی

)1دیگر فرض کنیم  ,..., )tm    بردار افزایش
)1ها و در ورودي ,..., )ts    بردار کاهش در

ها باشد. براي محاسبه حداکثر میزان مجاز خروجی
  و یافته که کاملا کارا بودن واحد تغییر

[ , ]o oX Y   کند، مساله را تضمین می
 کنیم:سازي برداري زیر را فرمول بندي میبهینه

1,

1,

1,

min     ( , )             (5)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0) 
                   {0,1}, 1,...,

n

o j j
j j o

n

o j j
j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

j

 

 

 



 


 

 

 

 

 




 







, .n j o  
 

 دهد:قضیه زیر اعتبار مدل فوق را نشان می
  

*فرض کنیم. 1قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
*باشد. اگر  )5(پارتو براي مساله  *( , ) ( , )    ،

]آنگاه واحد تغییر یافته  , ]o oX Y    کاملا
 کاراست.
ابتدا واضح است که فعالیت  برهان.

* *[ , ]o oX Y    کاملا کاراست. حال فرض

*کنیم  *( ', ') ( , )     و* *( ', ') ( , )    .
]به فرض خلف فرض کنیم  ', ']o oX Y   
 ي هست کهkکاملا کارا نباشد. پس 

1 ,k n k o   و 
[ , ] [ ', ( ')],
[ , ] [ ', ( ')].

k k o o

k k o o

Y X Y X
Y X Y X

 
 

    

      
  

)شود که بردارحال معلوم می ', ', ' )ke     یک
است و این با فرض  )5(شدنی براي مساله  جواب

*بهینه پارتو بودن *( , )   براي این مساله در
 تناقض است. 

oحالت دوم. D   در این حالتoDMU  غیر
هاي کاراست. واضح است که اگر هر کدام از داده

پسرفت کنند (یعنی  ورودي و خروجی این واحد
ورودي(ها) افزایش و خروجی(ها) کاهش یابند)، 
واحد تغییریافته باز هم غیر کارا خواهد بود. لذا در 
این مورد تنها لازم است حالت پیشرفت را براي 

oDMU  .بررسی کنیم 
با در نظر گرفتن نمادهاي معرفی شده در قبل، 

)1فرض کنیم  ,..., )tm    بردار کاهش در
)1ها و ورودي ,..., )ts    بردار افزایش در

ها باشد. براي محاسبه حداکثر میزان مجاز خروجی
  و کند واحد تغییر یافته که تضمین می

[ , ]o oX Y   باشد، مساله بهینهکاملا کارا ن 
 کنیم:بندي میسازي برداري زیر را فرمول

1,

1,

1,

max     ( , )             (6)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0) 
                   {0,1}, 1,...,

n

o j j
j j o

n

o j j
j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

j

 

 

 



 


 

 

 

 

 




 







, .n j o  
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 سازد:قضیه زیر اعتبار مدل فوق را روشن می
  

* فرض کنیم .2قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
 باشد.  )6(پارتو براي مساله 

*الف) اگر  *( , ) ( , )     و* *( , ) ( , )    ،
]آنگاه واحد تغییر یافته  , ]o oX Y    غیر

 کاراست.

*ب) اگر  *( , ) ( , )    آنگاه واحد تغییر یافته ،
[ , ]o oX Y   .کاملا کاراست 

الف) با توجه به فرض واضح است که در این  برهان.
*حالت فعالیت  *[ , ]o oX Y   یک فعالیت ،

]شدنی و غالب بر  , ]o oX Y   باشد و این می
 کند.مطلب حکم را ثابت می

*ب) به فرض خلف، فرض کنیم  *[ , ]o oX Y   
ي هست که kکاملا کارا نباشد، پس پس 

1 ,k n k o   و 
* *

* *

[ , ] [ , ( )],

[ , ] [ , ( )].
k k o o

k k o o

Y X Y X
Y X Y X

 

 

    

      
  

)*حال اگر قرار دهیم  ) 0x o kX X      و
*( ) 0y k kY Y     اولا ،( , ) (0,0)x y    و

( , ) (0,0)x y  شود که . ثانیا به راحتی معلوم می
)بردار   ', ', ')   با 

' ,
' ,

'

x

y

ke

  
  



 

 

  
  

است و این مطلب  )6(شدنی براي مساله یک جواب 
*با بهینه پارتو بودن  *( , )   .در تناقض است 

حال به بررسی پایداري براي افراز مبتنی بر ناکارایی 
واحد تحت  oDMUپردازیم. با فرض این که می

  ر یکی از دو حالت زی )3(ارزیابی باشد، با حل مساله 
  

 :را داریم

0oحالت اول. F  در این حالتoDMU  کاملا
هاي ناکاراست. واضح است که اگر هر کدام از داده

ورودي و خروجی این واحد پسرفت کنند (یعنی 
ورودي(ها) افزایش و خروجی(ها) کاهش یابند)، در 

شود. ارد نمیوضعیت ناکارایی این واحد خللی و
یعنی واحد تغییریافته باز هم کاملا ناکارا خواهد بود. 
لذا در این مورد تنها لازم است حالت پیشرفت را 

 بررسی کنیم. oDMUبراي 

)1مشابه قبل فرض کنیم  ,..., )tm    بردار
)1ها و يکاهش در ورود ,..., )ts   ار برد

ها باشد. براي محاسبه حداکثر افزایش در خروجی
که تضمین میکند واحد تغییر  و  میزان مجاز 

]یافته  , ]o oX Y    کاملا ناکارا باشد، مساله
 کنیم:سازي برداري زیر را فرمول بندي میبهینه

1,

1,

1,

min     ( , )             (7)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0) 
                   {0,1}, 1,...,

n

o j j
j j o

n

o j j
j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

j

 

 

 



 


 

 

 

 

 




 







, .n j o  
  

 سازد:قضیه زیر اعتبار مدل فوق را روشن می
  

*فرض کنیم. 3قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
*باشد. اگر  )7(پارتو براي مساله  *( , ) ( , )    ،
]واحد تغییر یافته  , ]o oX Y   .کاملا ناکاراست 

ه فعالیتابتدا واضح است ک برهان.
* *[ , ]o oX Y    کاملا ناکاراست. پس فرض

*کنیم  *( ', ') ( , )     و* *( ', ') ( , )    .
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]اگر فعالیت  , ]o oX Y    ،کاملا ناکارا نباشد
ي هست که kتوان نشان داد که آنگاه به راحتی می
1 ,k n k o   و ( ', ', ' )ke     یک جواب

است. این نتیجه با فرض  )7(شدنی براي مساله 
*بهینه پارتو بودن  *( , )   براي این مساله در

  تناقض است. 
 

o حالت دوم. F  در این حالتoDMU  غیر
هاي راست. واضح است که اگر هر کدام از دادهناکا

ورودي و خروجی این واحد پیشرفت کنند (یعنی 
ورودي(ها) کاهش و خروجی(ها) افزایش یابند)، 
واحد تغییریافته باز هم غیر ناکارا خواهد بود. لذا در 
این مورد تنها لازم است حالت پسرفت را براي 

oDMU بررسی کنیم . 

)1با فرض این که  ,..., )tm    بردار افزایش در
)1ها و ورودي ,..., )ts    بردار کاهش در

ها باشد، براي محاسبه حداکثر میزان مجاز خروجی
  و کند واحد تغییر یافته که تضمین می

[ , ]o oX Y    غیر ناکارا  باقی بماند، مساله
 کنیم:بندي میسازي برداري زیر را فرمولبهینه

1,

1,

1,

max     ( , )             (8)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0) 
                   {0,1}, 1,...,

n

o j j
j j o

n

o j j
j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

j

 

 

 



 


 

 

 

 

 




 







, .n j o  
  

 سازد:قضیه زیر اعتبار مدل فوق را روشن می
  

*فرض کنیم. 4قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
 باشد. )8(پارتو براي مساله 

*الف) اگر  *( , ) ( , )     و* *( , ) ( , )    ،
]آنگاه واحد تغییر یافته  , ]o oX Y    غیر

 ناکاراست.

*ب) اگر  *( , ) ( , )    آنگاه واحد تغییر یافته ،
[ , ]o oX Y   .کاملا ناکاراست 

ت که الف) با توجه به فرض، واضح اس برهان.
* *[ , ]o oX Y    یک فعالیت شدنی است و 

* *

* *

[ , ( )] [ , ( )],
[ , ( )] [ , ( )].

o o o o

o o o o

Y X Y X
Y X Y X

   

   

      

        
  

]که غیر ناکارا بودن  , ]o oX Y   دهد. را نشان می 

*ب) به فرض خلف، فرض کنیم  *[ , ]o oX Y   
ي هست که kکاملا ناکارا نباشد. پس 

1 ,k n k o   و 
* *

* *

[ , ] [ , ( )],

[ , ] [ , ( )].
k k o o

k k o o

Y X Y X
Y X Y X

 

 

    

      
  

توان یک جواب می 2در این صورت، مشابه قضیه 
)شدنی  ', ')   یافت به طوري که  )8(براي مساله
* *( ', ') ( , )     و* *( ', ') ( , )    این .

*مطلب با فرض بهینه پارتو بودن  *( , )   براي این
 مساله در تناقض است. 

با توجه به مطالب گفته شده به منظور یافتن ناحیه 
، لازم است oDMUپایداري براي حفظ افراز فعلی 

سازي برداري حل شده و تمامی یک مساله بهینه
دست آید. این فرآیند هاي بهینه پارتوي آن بهجواب

بر نظر محاسباتی ممکن است پیچیده و زماناز 
توان نشان داد که مساله چند هدفه باشد، گرچه می

متناظر در هر حالت داراي تعداد متناهی جواب 
 توانند از طریق شمارش بهبهینه پارتو است که می

دست آیند. به هر صورت، چنانچه تغییر در تنها 
شد، هاي ورودي یا خروجی مد نظر بایکی از داده
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سازي برداري مورد نظر به یک مساله مساله بهینه
شود که حل آن به بهینه سازي تک هدفه تبدیل می

باشد. لذا در تر از مساله چندهدفه میمراتب آسان
توان میزان تغییرات مجاز در هر یک حالت کلی می

را به  oDMUهاي ها و هر یک از خروجیاز ورودي
داگانه و مستقل، مشروط بر این که سایر طور ج

ورودیها و خروجیها ثابت بمانند، محاسبه نمود. به 
ام کافیست قرار -pتر در مورد وروديعبارت دقیق

) دهیم , ) ( ,0)pe   همچنین به صورت مشابه .
) ام،-qدر مورد خروجی , ) (0, )qe   ؛ که در

-qام و -pبه ترتیب بردارهاي واحد qeو  peآن 
حداکثر مقدار  بوده و  sRو  mRام در فضاي 

  مجاز تغییر در ورودي یا خروجی متناظر 
باشد. در این صورت با جایگذاري این تابع هدف، می

مساله چندهدفه به یک مساله تک هدفه تبدیل 
سازي تک خواهد شد. در این حالت مساله بهینه

)هدفه متناظر را به ترتیب با نماد  )P in p  و
( )P out q دهیم.نشان می 

توان در حالت ساده دیگر، در تابع همچنین می
1هدف عبارت  1T T     را قرار داد، که در

)واقع همان نرم یک بردار هدف  , )  باشد. می
را با حل یک  توان حداکثر مقدار مجاز آنگاه می

دست آورد. مساله سازي تک هدفه بهمساله بهینه
||1سازي که تابع هدف آن بهینه ( , ) ||    باشد، را

)با نماد  1)P norm   .نشان خواهیم داد 
. با توجه به فرض نامنفی بودن بردارهاي ملاحظه

و قیدورودي و خروجی، لازم است توجه کنیم که د
oY   وoX   5(باید به ترتیب در زوج مسائل( 
 لحاظ شود. )7(و 
  

 اي از دوازده واحد تصمیممجموعه .مثال عددي
گیرنده را در یک تکنولوژي پوسته دسترسی پذیري 
  آزاد با یک ورودي و یک خروجی در نظر بگیرید. 

  

خروجی در دو ستون اول جدول  هاي ورودي وداده
ها را در فضاي این فعالیت 1داده شده اند و شکل  1

دهد. به منظور ارزیابی ورودي و خروجی نشان می
به همراه  )1( کارایی، مقدار بهینه تابع هدف مساله

رده به دست آمده براي هر واحد در دو ستون بعدي 
 گزارش شده است.  1جدول 

داري افراز حاصل انجام شده در گام بعدي تحلیل پای
است. در این راستا ابتدا تحلیل پایداري را براي 

دهیم. در این انجام می 0Dواحدهاي متعلق به رده
 گیریم.راستا سه حالت در نظر می

در حالت اول تغییرات را تنها در ورودي مجاز در 
ر ورودي گیریم. حداکثر میزان مجاز تغییر دنظر می

کند، را تضمین می 0Dهر واحد که تعلق به رده 
سازي تک هدفه زیر محاسبه توسط مساله بهینه

 شده است:

1,

1,

1,

P(in):     min                               

                s.t.    x

                        y

                      1

                      0 
            

n

o j j
j j o

n

o j j
j j o

n

j
j j o

x

y



 







 

 

 

 













          {0,1}, 1,..., , .j j n j o     
  

در حالت دوم تغییرات را فقط در خروجی مجاز در 
گیریم. در این حالت حداکثر میزان تغییرات نظر می

را تضمین  0Dی که تعلق به رده مجاز در خروج
 آید:کند، با حل مساله به دست میمی

1,

1,

1,

P(out):     min                               

                   s.t.    x

                        y

                      1

                      0  
        

n

o j j
j j o

n

o j j
j j o

n

j
j j o

x

y





 





 

 

 



 











              {0,1}, 1, ..., , .j j n j o     
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در نهایت با فرض این که تغییرات هم در ورودي و 
هم در خروجی مجاز است، حداکثر مقدار تغییرات 
مجاز بر حسب نرم یک توسط مساله زیر محاسبه 

 شود:می

1,

1,

1,

P(norm-1):     min                              

                          s.t.    x

                        y

                      1

                 

x y

n

o x j j
j j o

n

o y j j
j j o

n

j
j j o

x

y

 

 

 



 

 

 



 

 
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




     , 0 

                      {0,1}, 1,..., , .
x y

j j n j o
 




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 1در سه ستون بعدي جدول نتایج سه مساله فوق 

 اند.گزارش شده
در گام بعدي تحلیل پایداري را براي واحدهاي 

دهیم. براي این منظور انجام می Dمتعلق به رده 
و ) P(in) ،P(outدر سه شکل )6(لازم است مساله 

P(norm) -1 ه و حل شود. نتایج حاصل از تغییر یافت
داده  1حل این سه مساله در سه ستون آخر جدول 

 اند. شده
در مورد تحلیل ناکارایی و پایداري افراز حاصل از 
آن، فرآیند انجام شده دقیقا مشابه حالت قبل انجام 

 اند.داده شده 2شود. نتایج حاصل در جدول می
 
  . مدل پوسته دسترسی پذیري آزاد با 4

 ايهاي بازههداد
اي فرض بر هاي بازهها با دادهدر تحلیل پوششی داده

این است که (بعضی از) مقادیر ورودي و خروجی 
گیرنده به طور دقیق مشخص براي واحدهاي تصمیم

کنند. براي نبوده ولی در یک بازه بسته تغییر می
1,...,j n  کنیمفرض [ , ]l u

ij ij ijx x x که در آن  و
l
ijx و uijx  به ترتیب نشان دهنده کران پایین و بالاي

است. به صورت مشابه  jDMUام براي iورودي 

[ , ]l u
rj rj rjy y y  که در آنl

rjy و u
rjy  به ترتیب کران

  هستند.  jDMU ام rپایین و بالا براي خروجی
واضح است که در حالتی که مقادیر ورودي و 

گیرنده به صورت بازه خروجی براي واحدهاي تصمیم
ر فضاي توان دگیرنده را میهستند، هر واحد تصمیم

m sR   به صورت یک ابرمستطیل در نظر گرفت که
ابعاد آن در واقع طول بازه متناظر براي ورودي و 

باشند. در این صورت براي هر خروجی آن واحد می
توان براي آن دو حالت راسی گیرنده میواحد تصمیم

بینانه و بدبینانه متصور شد، به این صورت که خوش
گیرنده زمانی در بهترین حالت خود واحد تصمیم هر

هاي آن کمترین مقدار است که تمامی ورودي
هاي آن بیشترین مقدار ممکن و تمامی خروجی
اند، به عبارت دیگر واحد ممکن خود را اختیار کرده

ترین حالت خود قرار دارد. گیرنده در مطلوبتصمیم
به صورت مشابه بدترین حالت ممکن براي هر واحد 

افتد که تمامی گیرنده زمانی اتفاق میتصمیم
هاي آن در بیشترین مقدار ممکن و تمامی ورودي

ها در کمترین مقدار ممکن قرار دارند، یعنی خروجی
گیرد. این واحد در نامطلوبترین حالت خود قرار می

رآیند تحلیل کارایی، ارزیابی کارایی هر حال در ف
بینانه و توان تحت دو سناریوي خوشواحد را می

بدبینانه انجام داد، به این صورت که در سناریوي 
بینانه واحد تحت ارزیابی در بهترین حالت خوش

گیرنده در بدترین خود و سایر واحدهاي تصمیم
، بینانهحالت خود قرار دارند. این سناریوي خوش

بینانه خواهد شد. منجر مدل تحلیل کارایی خوش
 شود: به صورت زیر نوشته می oDMUکه براي 

1,

1,

max     1 +1                       (9)

          s.t.    

                  

opt T x T y
o

n
l x u l
o j j o o

j j o

n
u y l u
o j j o o

j j o

d d d

X d X X

Y d Y Y

 

 

 

 



  

  




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1
                  1

                  ( , ) (0,0)
                   {0,1}, 1,..., .

n

j
j

x y

j

d d
j n










 


 

  
مقدار بهینه تابع هدف مساله فوق وضعیت کارایی

oDMU به دست  بینانهرا در سناریوي خوش  
در سناریوي  oDMUدهد، به این صورت که می

0optبینانه کاملا کاراست اگر و تنها اگر خوش
od .  

oDMUبه صورت مشابه در سناریوي بدبینانه براي 

این واحد بدترین حالت خود و سایر واحدهاي 
اند. بهترین حالت خود را اختیار کردهگیرنده تصمیم

بنابراین مدل ریاضی تحلیل کارایی بدبینانه براي 
oDMU شود: بندي میبه صورت زیر فرمول 

1,

1,

1

max     1 +1                       (10)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
    

pes T x T y
o

n
u x l u
o j j o o

j j o

n
l y u l
o j j o o

j j o

n

j
j

x y

d d d

X d X X

Y d Y Y

d d

 

 



 

 





  

  











               {0,1}, 1,..., .j j n  

 

  
توان گفت کهبا توجه به مدل ارزیابی فوق می

oDMU کاملا کاراست اگر و  در سناریوي بدبینانه
0pesتنها اگر 

od  10(و  )9(. با مقایسه دو مساله( 

optتوان نشان داد کهبه راحتی می pes
o od d این .

در سناریوي  oDMUدهد که اگرمطلب نتیجه می
یوي بدبینانه کاملا کارا باشد، آنگاه به وضوح در سنار

 بینانه نیز کاملا کارا خواهد بود.   خوش
توان با توجه به مقدار تابع هدف دو مساله فوق، می

، را در Jگیرنده، مجموعه همه واحدهاي تصمیم
 سه دسته زیر افراز نمود:

{ | 0, 0},       (11)

{ | 0, 0},

{ | 0, 0}.

opt pes
j j

opt pes
j j

opt pes
j j

E j d d

E j d d

E j d d







  

  

    
  

احدهایی است که در هر متشکل از و Eدر واقع 
بینانه و بدبینانه کاملا کارا دو سناریوي خوش

E صورت مشابههستند. به   مجموعه همه
بینانه واحدهایی است که تنها در سناریوي خوش

Eکاملا کارا هستند و در نهایت   متشکل از همه
کدام از سناریوهاي  واحدهایی است که در هیچ

 بینانه و بدبینانه کاملا کارا نیستند.خوش
کنیم که تحلیل کارایی فوق در واقع یادآوري می

حاصل مقایسه عملکرد واحد تحت ارزیابی با مرز 
بهترین عملکرد تحت دو سناریوي خوشبینانه و 

باشد. با در نظر گرفتن مطالب بخش بدبینانه می
شابه را براي هر واحد توان یک تحلیل مپیشین می

تحت ارزیابی از طریق مقایسه آن با مرز بدترین 
بینانه و بدبینانه نیز عملکرد، در دو سناریوي خوش

انجام داد. در این تحلیل که در واقع تحلیل ناکارایی 
 شود، فاصله نرم یک هر واحد تصمیمنامیده می

 شود.گیرنده تا مرز کاملا ناکارا محاسبه می
ح بیشتر توجه داریم که چون در اینجا براي توضی

بینانه و هدف تحلیل ناکارایی است، دو حالت خوش
شوند. به این بدبینانه از منظر ناکارایی تعبیر می

مفهوم که از منظر ناکارایی بهترین حالت ممکن 
  یرنده زمانی است که گبراي هر واحد تصمیم

هاي بدترین مقدار ممکن و خروجی هاي آنورودي
بهترین مقدار ممکن خود را بگیرند. یعنی این  آن

واحد در مطلوبترین حالت خود از نظر ناکارایی، یا 
نزدیکترین موقعیت ممکن به مرز کاملا ناکارا قرار 
دارد. به صورت مشابه، از منظر ناکارایی هر واحد 

گیرنده زمانی در بدترین حالت ممکن خود تصمیم
ار ممکن و هاي آن کمترین مقداست که ورودي

هاي آن بیشترین مقدار ممکن را اختیار خروجی
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ترین حالت خود از کنند، یعنی واحد در نامطلوب
 منظر ناکارایی قرار دارد.

حال، مشابه آنچه در مورد تحلیل کارایی داشتیم، 
هاي ارزیابی ناکارایی را نیز در دو سناریوي مدل

در کنیم. ابتدا، بینانه و بدبینانه بررسی میخوش
  بینانه فرض تحلیل ناکارایی با سناریوي خوش

کنیم که واحد تحت ارزیابی در بهترین حالت می
خود و سایر واحدها در بدترین حالت خود قرار 
 دارند. با این توضیحات مدل ارزیابی ناکارایی خوش

  بندي به صورت زیر فرمول oDMUبینانه براي 
 شود:می

1,

1,

1

max     1 +1                       (12)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
    

opt T x T y
o

n
u x l u
o j j o o

j j o

n
l y u l
o j j o o

j j o

n

j
j

x y

f f f

X f X X

Y f Y Y

f f

 

 



 

 





  

  











               {0,1}, 1,..., .j j n  
 

در  oDMUتوان گفت که با توجه به مدل فوق می
بینانه کاملا ناکاراست اگر و تنها اگر سناریوي خوش

0opt
of  . 

به صورت مشابه براي تحلیل ناکارایی بدبینانه 
oDMU :مدل زیر را داریم 

1,

1,

1

max     1 +1                       (13)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
    

pes T x T y
o

n
l x u l
o j j o o

j j o

n
u y l u
o j j o o

j j o

n

j
j

x y

f f f

X f X X

Y f Y Y

f f

 

 



 

 





  

  











               {0,1}, 1,..., .j j n  

 

در سناریوي بدبینانه  oDMUبا استدلال مشابه،
0pesکاملا ناکاراست اگر و تنها اگر 

of  همچنین .
به راحتی  )13(و  )12(با در نظر گرفتن دو مساله 

توان نشان داد کهمی
opt pes
o of f  و نتیجه گرفت

در سناریوي بدبینانه کاملا ناکارا  oDMUاگر که
بینانه نیز باشد، آنگاه به وضوح در سناریوي خوش

 کاملا ناکارا خواهد بود.
صورت مشابه بر اساس تحلیل ناکارایی و با توجه به

براي  )13(و  )12(به مقادیر تابع هدف دو مساله 
آنها را در سه توان گیرنده، میواحدهاي تصمیم
 بندي نمود:مجموعه زیر طبقه

{ | 0, 0},       (14)

{ | 0, 0},

{ | 0, 0}.

opt pes
j j

opt pes
j j

opt pes
j j

NE j f f

NE j f f

NE j f f







  

  

    
  

توان گفته شد، می )11( مشابه آنچه که براي افراز
تفسیري مشابه مبتنی بر تحلیل ناکارایی براي افراز 

  نیز بیان نمود. )14(
 
هاي . پایداري و تحلیل حساسیت براي داده5

 ايبازه
یان شده در بخش قبلی با در نظر گرفتن مطالب ب

توان دانیم که بر اساس تحلیل کارایی میمی
گیرنده را به صورت واحدهاي تصمیم

J E E E     .همچنین بر  افراز نمود
توان افراز اساس تحلیل ناکارایی می

J NE NE NE     دست آورد. را به
فراز را در این بخش قصد داریم پایداري این دو ا

مورد بررسی قرار دهیم.  به این مفهوم که براي هر 
گیرنده، برحسب این که در کدام واحد تصمیم

بندي شده است، اندازه شعاع زیرمجموعه طبقه
کنیم. اندازه شعاع پایداري آن را محاسبه می

پایداري براي هر واحد در واقع حداکثر میزان 
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جی آن هاي ورودي و خروتغییرات مجاز در داده
گیرنده واحد است، مشروط به این که واحد تصمیم

در همان رده تعیین شده خود باقی بماند. براي این 
منظور تحلیل پایداري را براي دو افراز معرفی شده 

دهیم. تکنیک در قبل به صورت جداگانه انجام می
پیاده شده در این حالت، مشابه فرآیند تحلیل 

باشد، به این لی میهاي معموپایداري براي داده
صورت که براي هر حالت یک مساله چندهدفه 
فرمول بندي شده و سپس توسط یک قضیه اعتبار 

شود. از آن جایی که نحوه مدل ارائه شده بررسی می
هاي ارائه اثبات این قضایا دقیقا مشابه برهان قضیه

نظر ها صرفباشد، از ارائه برهانمی 3شده در بخش 
  کنیم.می

 
تحلیل پایداري براي افراز حاصل از  .1. 5

 ارزیابی کارایی

واحد تحت ارزیابی باشد. با در  oDMUفرض کنیم 
نظر گرفتن تحلیل کارایی این واحد در یکی از زیر 

E،Eهايمجموعه  یاE  گیرد. در ار میقر
هاي فوق را جداگانه بررسی می ادامه هریک از حالت

 کنیم.
 

به متعلق واحدهاي براي پایداري تحلیل .5,1,1
E 

oفرض کنیم E واضح است که اگر هر کدام .
هاي ورودي و خروجی هاي مربوط به بازهاز کران

پیشرفت کنند، در کارایی این واحد  oDMUبراي
شود. لذا در مورد این واحد تنها لازم خللی وارد نمی

بینانه است حالت پسرفت را براي اندازه کارایی خوش
 صورت جداگانه بررسی کنیم.و بدبینانه به

، واضح است که براي ارزیابی )9(با توجه به مساله 
lبینانه تنها کارایی خوش

oX وu
oY  نقش دارند. فرض

lکنیم بردار 
oX به اندازه   افزایش و بردارu

oY  به
نیم کاهش یابند. به عبارت دیگر، فرض ک  اندازه

]بازه ورودي به صورت  oDMUبراي  , ]l u
o oX X   

  

]صورت و بازه خروجی به , ]l u
o oY Y   در نظر گرفته

 و  شود. به منظور یافتن حداکثر میزان مجاز 
یافته همچنان داشته باشیم  که این واحد تغییر

0opt
od کنیم:بندي می، مدل زیر را فرمول 

1,

1,

1,

min        ( , )                    (15)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
                   

n
l u
o j j

j j o

n
u l
o j j

j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

 

 

 



 


 

 

 

 

 












{0,1}, 1,..., , .j n j o   
  

 براي تایید اعتبار مساله فوق، قضیه زیر را داریم:
  

*فرض کنیم .5قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
*باشد. اگر  )15(پارتو براي مساله  *( , ) ( , )    ،

]آنگاه واحد تغییر یافته با بازه ورودي  , ]l u
o oX X 

]و بازه خروجی  , ]l u
o oY Y  در سناریوي خوش 

 بینانه کاملا کاراست.
براي تحلیل پایداري در سناریوي بدبینانه به صورت 

در  )10(کنیم. با توجه به مساله مشابه عمل می
uلیل کارایی بدبینانه تنها تح

oXو loY  .نقش دارند
uبردار افزایش در فرض کنیم 

oX  بردار و  بردار

کاهش در 
l
oY ارت دیگر، فرض کنیم باشد. به عب

]بازه ورودي به صورت  oDMU براي , ]l u
o oX X  

]صورت و بازه خروجی به , ]l u
o oY Y  در نظر گرفته

 شود. 
ین را براي ا و  در اینجا حداکثر میزان مجاز 

که واحد تغییر یافته همچنان در سناریوي بدبینانه 
  آوریم. براي این منظور دست میکاملا کارا بماند، به
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 کنیم:بندي میمدل زیر را فرمول

1,

1,

1,

min       ( , )                     (16)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0, 0)
                   

n
u l
o j j

j j o

n
l u
o j j

j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

 

 

 



 


 

 

 

 

 












{0,1}, 1,..., , .j n j o   
  

 سازد.قضیه زیر اعتبار مدل فوق را روشن می

  
*فرض کنیم .6قضیه  *( , )  ینه یک جواب به

*باشد. اگر  )16(پارتو براي مساله  *( , ) ( , )   

 واحد تغییر یافته با بازه ورودي ، آنگاه
[ , ]l u

o oX X   و بازه خروجی[ , ]l u
o oY Y   در

  سناریوي بدبینانه کاملا کاراست.
 
تحلیل پایداري براي واحدهاي متعلق  .2. 1. 5
Eبه  

oفرض کنیم E  0، یعنیopt
od  0وpes

od  .
در این بخش شعاع پایداري در تغییرات ورودي و 

را براي این که این واحد همچنان  oDMUخروجی 
Eمتعلق به  آوریم.دست میباشد، به 

بینانه، مشابه ابتدا در مورد پایداري کارایی خوش
0optقبل توجه داریم از آنجایی که

od  براي ،
optتحلیل حساسیت 

od  نسبت به تغییرات ورودي و
ها و خروجی تنها لازم است حالت پسرفت در ورودي

ظر بگیریم. لذا در این مورد، تحلیل ها را در نخروجی
oپایداري دقیقا مشابه حالت  E توسط مدل 

 شود.انجام می )15(
از طرف دیگر براي بررسی حساسیت کارایی بدبینانه 

uلازم است تغییرات در 
oXو loY  را مد نظر قرار داده  

  

بررسی کنیم که حداکثر میزان تغییر مجاز در این  و
Eهمچنان متعلق به oDMUها براي اینکه داده  

uباقی بماند چقدر است. واضح است که اگر 
oXو loY 

lافزایش و uoX ند (یعنیپسرفت کن
oY  ،(کاهش یابد

pesاندازه 
od یابد و لذا از مقدار فعلی خود افزایش می

0pesباز هم خواهیم داشت 
od  پس در اینجا لازم .

uاست تنها حالت پیشرفت در 
oX و loY  را مورد

بردار کاهش در بررسی قرار دهیم. فرض کنیم 
u
oX  و  بردار افزایش درl

oY  باشد. به عبارت
بازه ورودي به  oDMUدیگر، فرض کنیم براي 

]صورت  , ]l u
o oX X  صورت و بازه خروجی به

[ , ]l u
o oY Y  در نظر گرفته شود. حداکثر میزان

براي این که براي واحد تغییر یافته  و  مجاز 
0pesهمچنان داشته باشیم 

od  از مدل زیر به 
 آید:دست می

1,

1,

1,

max       ( , )                (17)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
                   {0,1}

n
u l
o j j

j j o

n
l u
o j j

j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

 

 

 



 


 

 

 

 

 












, 1,..., , .j n j o   
  

 دهد:قضیه زیر اعتبار مدل فوق را نشان می
  

*فرض کنیم .7قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
 باشد.  )17(پارتو براي مساله 

*الف) اگر  *( , ) ( , )     و* *( , ) ( , )    ،
]آنگاه واحد تغییر یافته با بازه ورودي  , ]l u

o oX X  
]و بازه خروجی  , ]l u

o oY Y  در سناریوي بدبینانه
 غیر کاراست.
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*ب) اگر  *( , ) ( , )     آنگاه واحد تغییر یافته
]با بازه ورودي  , ]l u

o oX X   و بازه خروجی
[ , ]l u
o oY Y .در سناریوي بدبینانه کاملا کاراست  

 
تحلیل پایداري براي واحدهاي متعلق  .3. 1. 5
Eبه  

oفرض کنیم E  یعنی ،, 0pes opt
o od d  در این .

بخش حداکثر میزان تغییرات مجاز در ورودي و 
را براي این که این واحد همچنان  oDMUخروجی 
آوریم. واضح است که دست میباشد، به Eمتعلق به
 اي مربوط به ورودي و خروجی برايهاگر داده

oDMU  پسرفت کنند، آنگاه مقادیرopt
od  وpes

od  از
مقدار فعلی خود کاهش نخواهند یافت و لذا واحد 

ماند. پس در باقی می Eتغییریافته باز هم متعلق به
اینجا لازم است تنها حالت پیشرفت را براي تحلیل 

طور جداگانه بررسی کارایی خوشبینانه و بدبینانه به
 کنیم.

بینانه، مشابه قبل رایی خوشبراي بررسی پایداري کا
lفرض کنیم بردار 

oX به اندازهکاهش و بردارu
oY 

افزایش یابند. به عبارت دیگر، فرض کنیم به اندازه
]ي به صورت بازه ورود oDMUبراي , ]l u

o oX X 
]صورت و بازه خروجی به , ]l u

o oY Y   در نظر گرفته
براي این که  و  شود. حداکثر میزان مجاز 

0optویژگی
od  دست برقرار بماند، از مدل زیر به

 آید:می

1,

1,

max       ( , )             (18)

          s.t.    

                  

n
l u
o j j

j j o

n
u l
o j j

j j o

vec

X X

Y Y

 

 

 

 

 

 

 





 

1,

                  1

                   {0,1}, 1,..., , .

n

j
j j o

j j n j o




 



  

  

 شود:اعتبار مدل فوق توسط قضیه زیر مشخص می
  

*فرض کنیم .8قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
 باشد.  )18(پارتو براي مساله 

*الف) اگر  *( , ) ( , )     و* *( , ) ( , )   نگاه ، آ
]واحد تغییر یافته با بازه ورودي  , ]l u

o oX X  و
]بازه خروجی  , ]l u

o oY Y  بینانه در سناریوي خوش
 غیرکاراست. 

*ب) اگر  *( , ) ( , )     آنگاه واحد تغییر یافته
]با بازه ورودي  , ]l u

o oX X  و بازه خروجی
[ , ]l u
o oY Y  بینانه کاملا در سناریوي خوش

 کاراست.
براي بررسی پایداري کارایی بدبینانه، با توجه به این 

هاي که تنها لازم است حالت پیشرفت در داده
oDMU  مورد بررسی قرار بگیرد، تحلیل پایداري

oدقیقا مشابه حالت  E  شود. لذا نجام میا
uحداکثر میزان تغییرات بهبود دهنده در 

oX  وl
oY 

 آید.دست میبه )17(از مساله 
 
تحلیل پایداري براي افراز حاصل از  .2. 5

 ارزیابی ناکارایی

در  واحد تحت ارزیابی باشد. با oDMUفرض کنیم 
نظر گرفتن تحلیل ناکارایی این واحد در یکی از زیر 

NEهايمجموعه ، NE یاNE  گیرد. قرار می
هاي در ادامه به بررسی پایداري هر یک از حالت

  پردازیم.فوق می
 
متعلق تحلیل پایداري براي واحدهاي  .1. 2. 5
NEبه   

oفرض کنیم NE 0، یعنیopt
of   0وpes

of  .
هاي مربوط به واضح است که اگر هرکدام از کران

پسرفت کنند  oDMUورودي و خروجی براي 
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ها کاهش یابند)، و خروجیها افزایش (یعنی ورودي
آنگاه در وضعیت ناکارایی این واحد تغییري حاصل 

تنها لازم است حالت  oDMUشود. پس براينمی
پیشرفت را بررسی کنیم. ذیلا این موضوع را براي 
ناکارایی خوشبینانه و ناکارایی بدبینانه  مورد بحث 

 دهیم.قرار می
عاع پایداري براي اینکهبه منظور محاسبه ش

oDMU بینانه کاملا همچنان در سناریوي خوش
 ناکارا باقی بماند، توجه داریم که با توجه به مدل

optبراي محاسبه )12(
of  تنهاu

oX  وl
oY  .نقش دارند

uکنیم برداریلذا فرض م
oX  به اندازه  کاهش و

lبردار 
oY  به اندازه  افزایش پیدا کنند. به عبارت

بازه ورودي به  oDMUدیگر، فرض کنیم براي
]صورت  , ]l u

o oX X  صورت و بازه خروجی به
[ , ]l u
o oY Y  در نظر گرفته شود. براي محاسبه

0optکه ویژگی  و  حداکثر میزان مجاز 
of  

 کند، مدل زیر را داریم:را حفظ می

1,

1,

1,

min     ( , )                      (19)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
                   {

n
u l
o j j

j j o

n
l u
o j j

j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

 

 

 



 


 

 

 

 

 












0,1}, 1,..., , .j n j o   
  

 سازد.قضیه زیر اعتبار مدل فوق را روشن می

*فرض کنیم. 9قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
*باشد. اگر  )19(پارتو براي مساله  *( , ) ( , )    ،

]آنگاه واحد تغییر یافته با بازه ورودي  , ]l u
o oX X  

]و بازه خروجی  , ]l u
o oY Y در سناریوي خوش 

 بینانه کاملا ناکاراست.

0pesبه صورت مشابه، براي تحلیل پایداري که
of  

 کند، ابتدا توجه داریم که با توجه مدلرا حفظ می

pesدر تعیین ،)13(
of  تنهاl

oX  وu
oY  .نقش دارند

lفرض کنیم بردار 
oX  به اندازه  کاهش و بردار

u
oY  به اندازه  افزایش یابد؛ به عبارت دیگر، براي
oDMU  بازه ورودي به صورت[ , ]l u

o oX X  و بازه
]صورت خروجی به , ]l u

o oY Y   .در نظر گرفته شود
که  و  دهیم حداکثر مقدار مجاز نشان می

pesمنجر به افزایش مقدار 
of شود، از مدل زیر نمی

 آید:می دستبه

1,

1,

1,

min       ( , )                      (20)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
                   

n
l u
o j j

j j o

n
u l
o j j

j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

 

 

 



 


 

 

 

 

 











{0,1}, 1,..., , .j n j o    
  

 دهد.قضیه زیر صحت این ادعا را نشان می
  

*فرض کنیم .10قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
*باشد. اگر  )20(پارتو براي مساله  *( , ) ( , )    ،

] واحد تغییر یافته با بازه ورودي آنگاه , ]l u
o oX X 

]و بازه خروجی  , ]l u
o oY Y   در سناریوي بدبینانه

  کاملا ناکاراست.
 
تحلیل پایداري براي واحدهاي متعلق  .2. 2. 5
NEبه  

oفرض کنیم NE 0، پسopt
of   0وpes

of  .
جام تحلیل حساسیت براي حفظ مقدار به منظور ان
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opt
of ابتدا مشابه قبل توجه داریم که براي محاسبه ،

uاین مقدار، تنها 
oX وl

oY  نقش دارند و از طرفی
0optچون 

of هاي ، پس اگر هر کدام از داده
optپسرفت کنند، oDMUي و خروجی براي ورود

of 
شود. لذا در این مورد تنها لازم است حالت بدتر نمی

پیشرفت را مورد بررسی قرار دهیم. لذا در این مورد، 
oتحلیل پایداري دقیقا مشابه حالت  NE  به 

تحلیل پایداري براي حفظ آید، یعنی دست می
0opt

of   شود.انجام می )19(به کمک مساله 

pesاز طرف دیگر براي بررسی میزان پایداري 
of  با

lلازم است تغییرات در  )13( توجه به مساله
oX و

u
oY قرار دهیم. واضح است که اگر  را مورد بررسی
l
oX وu

oY  پیشرفت کنند، اندازهpes
of  از مقدار فعلی

یابد و لذا باز هم خواهیم داشتخود کاهش نمی
0pes

of  بنابراین لازم است تنها حالت پسرفت در .
l
oX وu

oY  .فرض کنیمرا مورد بررسی قرار دهیم 
lبردار 

oX به اندازه   افزایش و بردارu
oY به اندازه

براي کاهش یابند. به عبارت دیگر ،oDMU  بازه
]ورودي به صورت  , ]l u

o oX X و بازه خروجی به 
]صورت  , ]l u

o oY Y   در نظر گرفته شود. حداکثر
که براي این که کماکان  و  مقدار مجاز 
0pesداشته باشیم 

of آید:دست می، از مدل زیر به 

1,
                  1

                  ( , ) (0, 0)
                   {0,1}, 1, ..., , .

n

j
j j o

j j n j o



 


 




  


 

 
 دهد:قضیه زیر اعتبار مدل فوق را نشان می

  
*فرض کنیم .11قضیه  *( , )   یک جواب بهینه  

  

 باشد. )12(پارتو براي مساله 

*الف) اگر  *( , ) ( , )     و* *( , ) ( , )    ،
]آنگاه واحد تغییر یافته با بازه ورودي , ]l u

o oX X 
]و بازه خروجی  , ]l u

o oY Y   در سناریوي بدبینانه
 غیر ناکاراست.

*ب) اگر  *( , ) ( , )     آنگاه واحد تغییر یافته
]با بازه ورودي  , ]l u

o oX X  زه خروجی و با
[ , ]l u
o oY Y .در سناریوي بدبینانه کاملا ناکاراست 

  
تحلیل پایداري براي واحدهاي متعلق . 3. 2. 5
NEبه  

oفرض کنیم NE یعنی ،, 0pes opt
o of f  واضح .

وجی هاي مربوط به ورودي و خراست که اگر داده
pesپیشرفت کنند، آنگاه در مقدار  oDMUبراي 

of  و
opt
of باز هم خواهیم دهد و لذا کاهشی رخ نمی

oداشت  NE پس در اینجا لازم است تنها تاثیر .
را در کاهش مقادیر  oDMUهاي پسرفت در داده

opt
of  وpes

ofطور جداگانه بررسی کنیم.به 

ابتدا در مورد
opt
of با توجه به اینکه با توجه به ،

uدر تعیین این مقدار تنها بردارهاي )12(مدل 
oX  و

l
oY   نقش دارند، فرض کنیم بردارu

oX  به اندازه
  افزایش و بردارl

oY  به اندازه  کاهش یابند. به
صورت رودي بهبازه و oDMUعبارت دیگر، براي 

[ , ]l u
o oX X  صورت و بازه خروجی به[ , ]l u

o oY Y 
که  و  در نظر گرفته شود. حداکثر مقدار مجاز 

0optوضعیت 
of  کند، از مدل زیر به را حفظ می  

  

 د:آیدست می
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1,

1,

1,

max       ( , )                      (22)

          s.t.    

                  

                  1

                  ( , ) (0,0)
                   

n
u l
o j j

j j o

n
l u
o j j

j j o

n

j
j j o

j

vec

X X

Y Y

 

 

 



 


 

 

 

 

 











{0,1}, 1,..., , .j n j o    
  

  سازد.قضیه زیر اعتبار مدل فوق را روشن می
 

*فرض کنیم .12قضیه  *( , )   یک جواب بهینه
 باشد. )22( پارتو براي مساله

*الف) اگر  *( , ) ( , )     و* *( , ) ( , )    ،
]وروديآنگاه واحد تغییر یافته با بازه  , ]l u

o oX X  
]و بازه خروجی  , ]l u

o oY Y در سناریوي خوش 
 بینانه غیر ناکاراست.

*ب) اگر  *( , ) ( , )     آنگاه واحد تغییر یافته با
] بازه ورودي , ]l u

o oX X  و بازه خروجی
[ , ]l u
o oY Y  بینانه کاملا خوشدر سناریوي
 ناکاراست.

pesدر نهایت براي بررسی تحلیل حساسیت 
of 

، با oDMUهاي نسبت به تغییرات پسرفتی در داده
توجه به این که لازم است تنها حالت پسرفت را 

0pesبراي حفظ ویژگی 
of   بررسی کنیم، این

oلت دقیقا مشابه حالتحا NE   خواهد بود. لذا
lدر این مورد حداکثر میزان تغییرات مجاز در 

oX و
u
oY آید.دست میبه )21( از حل مساله 

  تعریف بودن  به منظور حفظ خوش ملاحظه.
شته باشیم که حداکثر اي، باید توجه داهاي بازهداده

میزان تغییرات مجاز به دست آمده، نباید از طول 
نماید. بنابراین لازم است در بازه مورد نظر تجاوز 

مساثلی که افزایش در کران پایین و/یا کاهش در 
ها در نظر گرفته ها و خروجیکران بالاي ورودي

، در ))21( و)19( ،)17( ،)15(شود (یعنی مسائلمی
را به صورت زیر  *و *هاي دو بردار فهنهایت مول

 سازي کنیم:بهنگام
* *

* *

min{ , },    1,..., ,

min{ , },    1,..., .

u l
i i io io

u l
r r ro ro

x x i m

y y r s

 

 

  

    
 
 . مثال تشریحی6

گیرنده را با یک واحد تصمیم 12اي از مجموعه
اي در نظر بگیرید. اي و یک خروجی بازهورودي بازه

این واحدها در دو ستون اول  هاي متناظر باداده
موقعیت  2داده شده است. همچنین شکل  3 جدول

یک خروجی  -این واحدها را در فضاي یک ورودي
 دهد.نشان می

نتایج حاصل از تحلیل  3سه ستون آخر جدول 
به  )10( و )9( کارایی، یعنی مقادیر بهینه دو مساله

همراه رده تعیین شده براي هر واحد را نشان 
. براي روشن شدن مطلب ناحیه شدنی دو میدهد
به ترتیب در شکل  Bبراي واحد  )10( و )9(مساله 

 نشان داده شده است. 4و  3
در گام بعدي تحلیل پایداري افراز حاصل براي 
واحدهاي متعلق به هر رده جداگانه انجام شده است. 

نتایج حاصل را گزارش  3-4و  2-4، 1-4سه جدول 
نتایج حاصل به عنوان مثال، بر میدهند. براي تفسیر 

به عنوان  G و F، دو واحد 3طبق ستون آخر جدول 
نتایج  1-4اند. جدول تعیین شده++ Eاعضاي رده 

تحلیل پایداري را براي این دو واحد نشان میدهد. با 
، به منظور 4توجه به مطالب گفته شده در بخش 

 حفظ ویژگی کارا بودن این واحد با سناریوي خوش
براي هر کدام از این واحدها  )15(نه، مساله بینا

شود. در این جا مساله را در سه بندي میفرمول
اسکارسازي و  P(norm) -1و ) P(in) ،P(outشکل

ایم. مقادیر ستون مربوط به این مدل حل کرده
دهند. در حداکثر میزان تغییرات مجاز را گزارش می
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تحت  نهایت فرآیند تحلیل ناکارایی براي واحدهاي
شود. براي توضیح ارزیابی به صورت مشابه انجام می
براي  )12(و )11(بیشتر، ناحیه شدنی دو مساله 

نشان داده شده  6و  5به ترتیب در شکل  Jواحد 
است. تحلیل پایداري براي افراز مبتنی بر ناکارایی 

شود. نتایج حاصل در نیز به صورت مشابه انجام می
داده  3-6و  2-6، 1-6به همراه سه جدول  5 جدول

 اند.شده
 
 گیري. بحث و نتیجه7

در این مقاله موضوع تحلیل کارایی و ناکارایی و نیز 
مساله پایداري نتایج در مدل پوسته دسترسی 
پذیري آزاد مورد بحث قرار گرفت. همان گونه که 
قبلا گفته شده، مفهوم پایداري در تحلیل پوششی 

هاي مختلف و دیدگاه هاتوان از جنبهها را میداده
بررسی نمود. در این پژوهش ابتدا با استفاده از یک 
 مدل ارزیابی عملکرد در شکل جمعی که به بیشینه

پردازد، واحدهاي سازي متغیرهاي کمکی می
گیرنده را به دو رده واحدهاي کاملا کارا و تصمیم

واحدهاي غیرکارا (در تحلیل کارایی) یا واحدهاي 
واحدهاي غیرناکارا (در تحلیل  کاملا ناکارا و

ناکارایی) افراز کردیم. سپس مساله پایداري را در 
مورد هر یک از افرازهاي به دست آمده بررسی 
 نمودیم، به این صورت که براي هر واحد تصمیم
گیرنده، ابتدا رده متناظر با آن را مشخص کرده و 
سپس حداکثر میزان تغییرات پیشرفتی و پسرفتی 

هاي آن را با این هدف که این واحد در ادهمجاز در د
همان رده فعلی خود باقی بماند، از طریق حل یک 

دست آوردیم. از آن مساله برنامه ریزي چندهدفه به
جایی که حل مساله چندهدفه و بدست آوردن شکل 
کلی ناحیه پایداري در حالت کلی پیچیده است، در 
 این مقاله به سه روش تابع هدف برداري را

اسکالرسازي کرده و در هر حالت حداکثر میزان 
ها ها و/یا خروجیتغییرات مجاز را براي ورودي

هاي ارائه شده را براي محاسبه کردیم. در ادامه مدل

اي تعمیم هاي بازهگیرنده با دادهواحدهاي تصمیم
داده و براي هر تحلیل افرازهاي متناظر را مشخص 

مساله پایداري را  کردیم. سپس با یک روند مشابه،
براي افرازهاي حاصل مورد بررسی قرار دادیم. لازم 

توان مساله پایداري را در مورد به ذکر است که می
  ها، مانند هاي تحلیل پوششی دادهسایر مدل

هاي مبتنی بر متغیرهاي هاي شعاعی یا مدلمدل
 کمکی نیز مدلسازي و تحلیل نمود. 

هاي پیشنهادي دلاز طرف دیگر، توجه داریم که م
براي تحلیل پایداري در این مقاله در قالب مدل 

اند، و بندي شدهپوسته دسترسی پذیري آزاد فرمول
لذا ناحیه شدنی این مسائل یک مجموعه گسسته 
است. بنابراین طراحی یک مدل مبتنی بر شمارش 
  به منظور حل مسائل فوق امري شدنی به نظر 

توان با استفاده از یک هاي بعدي میرسد. در گاممی
تر بندي سادهتکنیک مبتنی بر شمارش، یک فرمول

براي ناحیه شدنی به دست آورده و سپس همه 
هاي بهینه پارتو را براي هر مساله چندهدفه جواب

طور صریح مشخص نمود. پرواضح مورد بحث، به
توان ناحیه پایداري را است که در این حالت، می
ت اجتماع تعدادي از براي هر حالت، به صور

دست آورد. از وجهی به هاي محدب چندمجموعه
هاي مذکور نیازي به روش ئلاین رو، براي حل مسا

تواند در اسکالرسازي نخواهد بود. این موضوع می
کارهاي پژوهشی بعدي مورد بحث و بررسی قرار 

توان موضوع تحلیل حساسیت را بگیرد. همچنین می
انند اضافه شدن یا حذف یک هاي دیگر، ماز دیدگاه

هاي گیرنده، یا تغییر در تعداد شاخصواحد تصمیم
ورودي و خروجی نیز بررسی نمود. از آن جایی که 

هاي نامحدب اخیرا توجه بسیاري از دانشمندان مدل
توانند در را به خود جلب نموده است، این مسائل می

 کاربردهاي زیادي گره گشا باشند. 

   



 

 25                        اي: ارزیابی کارایی و ناکارایی و تحلیل پایداريهاي بازههاي نامحدب با دادهمرزهاي دوگانه در تحلیل پوششی داده
 

   

  مراجعفهرست 
 

[1] Farrell, M. J. (1957). The 
measurement of productive efficiency. 
Journal of the Royal Statistical Society. 
Series A (General), 120(3), 253-290. 
 
 [2] Charnes, A., Cooper, W.W., Rhodes, 
E. (1978), Measuring the efficiency of 
decision  making units, European Journal 
of Operational Research 2 (6), 429-444  . 
 
[3] Cooper, William W., Seiford, 
Lawrence M., Tone, Kaoru, Data 
Envelopment Analysis: A Comprehensive 
Text with Models, Applications, 
References and DEA-Solver Software 
(2007), Springer. 
 
[4] Yamada, Y., Matsui, T., & Sugiyama, 
M. (1994). An efficiency measurement 
method for management-systems. Journal 
of the Operations Research Society of 
Japan, 37, 158–168. 
 
[5] Entani, T., Maeda, Y., & Tanaka, H. 
(2002). Dual models of interval DEA and 
its extension to interval data. European 
Journal of Operational Research, 136(1), 
32-45. 
 
[6] Aldamak, A., Hatami-Marbini, A., & 
Zolfaghari, S. (2016). Dual frontiers 
without convexity. Computers & 
Industrial Engineering, 101, 466-478. 
 
[7] Deprins, D., Simar, L., & Tulkens, H. 
(2006). Measuring labor-efficiency in 
post offices. In Public goods, 
environmental externalities and fiscal 
competition (pp. 285-309). Springer, 
Boston, MA. 
 

[8] Tulkens, H. (2006). On FDH 
efficiency analysis: some methodological 
issues and applications to retail banking, 
courts and urban transit. In Public goods, 
environmental externalities and fiscal 
competition (pp. 311-342). Springer, 
Boston, MA. 
 
[9] Kerstens, K., & Van De Woestyne, I. 
(2014). Solution methods for nonconvex 
free disposal hull models: A review and 
some critical comments. Asia-Pacific 
Journal of Operational Research, 31(01), 
1450010. 
 
[10] Charnes, A., Cooper, W. W., Lewin, 
A. Y., Morey, R. C., & Rousseau, J. 
(1984). Sensitivity and stability analysis 
in DEA. Annals of Operations Research, 
2(1), 139-156. 
 
[11] Charnes, A., & Neralić, L. (1990). 
Sensitivity analysis of the additive model 
in data envelopment analysis. European 
Journal of Operational Research, 48(3), 
332-341. 
 
[12] Zhu, J. (1996). Robustness of the 
efficient DMUs in data envelopment 
analysis. European Journal of operational 
research, 90(3), 451-460. 
 
[13] Cooper, W. W., Li, S., Seiford, L. 
M., Tone, K., Thrall, R. M., & Zhu, J. 
(2001). Sensitivity and stability analysis 
in DEA: some recent developments. 
Journal of productivity analysis, 15(3), 
217-246. 
 
[14] Neralić, L., & Wendell, R. E. (2019). 
Enlarging the radius of stability and 
stability regions in Data Envelopment 
Analysis. European Journal of 
Operational Research, 278(2), 430-441. 
   



  ۲۶                                 1400 ديو  آذر، سی و سوم، شماره هفتمسال  هاي نوین در ریاضی// پژوهشو همکاران نسیم نصرآبادي
 

 

 

 جداول: .1پیوست 
  

 باشد. (بیکران) میinfinityبیانگر  inf. توضیح: نماد 1هاي مثال عددي . تحلیل کارایی و پایداري براي داده1جدول 
 واحد ورودي خروجی )1مساله ( رده )5مساله ( )6مساله (

P(norm-1) P(out) P(in) P(norm-1) P(out) P(in) 
   0.5=0.5↑+0↓ 2↓ 0.5↑ D0 0 2 1.5 A 

3.5=0.5↓+3↑ 3↑ 1↓    D> 3.5 2.5 3 B 
   0.5=0.5↑+0↓ 2↓ 0.5↑ D0 0 4 2 C 

6.5=2↓+4.5↑ 6↑ 3↓    D> 6.5 1 4.5 D 
6=3↓+3↑ 4.5↑ 3.5↓    D> 6 2.5 5.5 E 

   1.5=0↑+1.5↓ 1.5↓ 2↑ D0 0 5.5 2.5 F 
   1.5=0↑+1.5↓ 1.5↓ +inf↑ D0 0 7 4.5 G 

2=1.5↓+0.5↑ 0.5↑ 1.5↓    D> 2 6.5 6 H 
6=6↓+0↑ 1.5↑ 6↓    D> 6 5.5 8.5 I 

4=3.5↓+0.5↑ 2↑ 3.5↓    D> 4 5 6 J 
6=5↓+1↑ 2.5↑ 5↓    D> 6 4.5 7.5 K 

           
6.5=4.5↓+2↑ 3.5↑ 5↓    D> 6.5 3.5 7 L 

  
 1هاي مثال عددي . تحلیل ناکارایی و پایداري براي داده2جدول 

  
 . تحلیل کارایی خوشبینانه و بدبینانه براي دادههاي مثال تشریحی3جدول 
  ورودي خروجی )9مساله ( )10مساله ( دهر

E+ 3 0 [1,2] [1.5,2] A 
E+ 5.5 0 [1.5,2.5] [3,4] B 
E+ 3.5 0 [3,4] [2,3.5] C 
E- 8 4.5 [0.5,1] [4.5,5.5] D 
E- 7.5 4 [2,2.5] [5.5,6.5] E 

E++ 0 0 [5,5.5] [2.5,4] F 
E++ 0 0 [6,7] [4.5,5] G 
E+ 4.5 0 [5.5,6.5] [6,7] H 
E- 7.5 4 [5,5.5] [8.5,9.5] I 
E- 5.5 2 [4,5] [6,6.5] J 
E- 8 4 [4,4.5] [7.5,9] K 
E- 8.5 4.5 [2.5,3.5] [7,8] L 

 واحد ورودي خروجی )3مساله ( رده )7مساله ( )8مساله (
P(norm-1) P(out) P(in) P(norm-1) P(out) P(in) 
4=3↑+1↓ 1↓ 3↑    F> 4 2 1.5 A 

3=1.5↑+1.5↓ 1.5↓ 2.5↑    F> 3 2.5 3 B 
5.5=2.5↑+3↓ 3↓ 5↑    F> 5.5 4 2 C 

   1.5=0↓+1.5↑ 1.5↑ 3↓ F0 0 1 4.5 D 
   1=0↓+1↑ 1↑ 1↓ F0 0 2.5 5.5 E 

6.5=4.5↑+2↓ 4.5↓ 6↑    F> 6.5 5.5 2.5 F 
6=2.5↑+3.5↓ 6↓ 4↑    F> 6 7 4.5 G 

4=1↑+3↓ 3↓ 2.5↑    F> 4 6.5 6 H 
   1=1↓+0↑ 1.5↑ 1↓ F0 0 5.5 8.5 I 

2.5=1↑+1.5↓ 1.5↓ 1.5↑    F> 2.5 5 6 J 
   0.5=0.5↓+0↑ 1↑ 0.5↓ F0 0 4.5 7.5 K 
   1=0↓+1↑ 1↑ 1.5↓ F0 0 3.5 7 L 
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 ++E. تحلیل پایداري براي واحدهاي متعلق به 1-4جدول 
)16مساله ( )15مساله (   واحد ورودي خروجی 

P(norm-1) P(out) P(in) P(norm-1) P(out) P(in) 
0.5=0.5↑+0↓ 1↓ 0.5↑ 1.5=1.5↑+0↓ 0.5↓ 1.5↑? [5,5.5] [2.5,4] F 
0.5=0↑+0.5↓ 0.5↓ 1↑ 1=0↑+1↓ 1↓ 0.5↑ [6,7] [4.5,5] G 

  
  

 +Eواحدهاي متعلق به . تحلیل پایداري براي 2-4جدول 
)17مساله ( )15مساله (   واحد ورودي خروجی 

P(norm-1) P(out) P(in) P(norm-1) P(out) P(in) 
1=0↓+1↑ 1↑ 0↓ 1=0↑+1↓ 1↓ 0.5↑ [1,2] [1.5,2] A 
2=1↓+1↑ 1↑ 1↓ 1=0↑+1↓ 1↓ 0.5↑ [1.5,2.5] [3,4] B 
2=1↓+1↑ 1↑ 1↓ 1.5=1.5↑+0↓ 1↓ 1.5↑ [3,4] [2,3.5] C 
2=1↓+1↑ 1↑ 1↓ 1=1↑+0↓ 0.5↓ 1↑ [5.5,6.5] [6,7] H 

  
  

  -Eاحدهاي متعلق به . تحلیل پایداري براي و2-4جدول 
)18مساله ( )17مساله (   واحد ورودي خروجی 

P(norm-1) P(out) P(in) P(norm-1) P(out) P(in) 
4.5=0.5↓+4↑ 4↑ 2.5↓ 1.5=1↓+0.5↑ 0.5↑ 1↓ [0.5,1] [4.5,5.5] D 
4=1.5↓+2.5↑ 3.5↑ 2↓ 1.5=1↓+0.5↑ 0.5↑ 1↓ [2,2.5] [5.5,6.5] E 
4=3.5↓+0.5↑ 0.5↑ 3.5↓ 1.5=1+0.5↑ 0.5↑ 1↓ [5,5.5] [8.5,9.5] I 

2=2↓+0↑ 1↑ 2↓ 1.5=0.5↓+1↑ 1↑ 0.5↓ [4,5] [6,6.5] J 
4=3.5↓+0.5↑ 1.5↑ 3.5↓ 2=1.5↓+0.5↑ 0.5↑ 1.5↓ [4,4.5] [7.5,9] K 
4=3↓+1.5↑ 2.5↑ 3↓ 2=1↓+1↑ 1↑ 1↓ [2.5,3.5] [7,8] L 

         
  
 

  هاي مثال تشریحی. تحلیل ناکارایی خوشبینانه و بدبینانه براي داده5جدول 
)12مساله ( رده )11مساله (   واحد ورودي خروجی 

NE- 5.5 2.5 [1,2] [1.5,2] A 
NE- 5 1 [1.5,2.5] [3,4] B 
NE- 7.5 3 [3,4] [2,3.5] C 

NE++ 0 0 [0.5,1] [4.5,5.5] D 
NE+ 2.5 0 [2,2.5] [5.5,6.5] E 
NE- 8.5 4.5 [5,5.5] [2.5,4] F 
NE- 8 4.5 [6,7] [4.5,5] G 
NE- 6 2 [5.5,6.5] [6,7] H 
NE+ 2 0 [5,5.5] [8.5,9.5] I 
NE- 4.5 1 [4,5] [6,6.5] J 
NE+ 2.5 0 [4,4.5] [7.5,9] K 

NE++ 0 0 [2.5,3.5] [7,8] L 
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 ++NE. تحلیل پایداري براي واحدهاي متعلق به 1-6جدول 
)20مساله ( )19مساله (   واحد ورودي خروجی 

1=0.5↓+0.5↑ 1↑ 2.5↓ 1=1↓+0↑ 0.5↑ 1↓ [0.5,1] [4.5,5.5] D 
0.5=0+0.5↑ 0.5↑ 0.5↓ 1=1↓+1↑ 1↑ 1↓ [2.5,3.5] [7,8] L 

  
  

 +NE. تحلیل پایداري براي واحدهاي متعلق به 2-6جدول 
)21مساله ( )19مساله (   واحد ورودي خروجی 

P(norm-1) P(out) P(in) P(norm-1) P(out) P(in) 
1=1↑+0↓ 0.5↓ 1↑ 1=1↓+0↑ 0.5↑ 1↓ [2,2.5] [5.5,6.5] E 

1=0.5↑+0.5↓ 0.5↓ 0.5↑ 1==1↓+0↑ 0.5↑ 1↓ [5,5.5] [8.5,9.5] I 
1=0.5↑+0.5↓ 0.5↓ 0.5↑ 1.5=1.5↓+0↑ 0.5↑ 1.5↓ [4,4.5] [7.5,9] K 

  
  

  -NEایداري براي واحدهاي متعلق به . تحلیل پ3-6جدول 
)22مساله ( )21مساله (   واحد ورودي خروجی 

P(norm-1) P(out) P(in) P(norm-1) P(out) P(in) 
2.5=2.5↑+0↓ 0↓ 2.5↑ 1.5=0.5↑+1↓ 1↓ 0.5↑ [1,2] [1.5,2] A 
1=0.5↑+0.5↓ 0.5↓ 0.5↑ 2=1↑+1↓ 1↓ 1↑ [1.5,2.5] [3,4] B 

3=1↑+2↓ 2↓ 2↑ 2.5=1.5↑+1↓ 1↓ 1.5↑ [3,4] [2,3.5] C 
4.5=0.5↑+4↓ 4↓ 3.5↑ 2=1.5↑+0.5↓ 0.5↓ 1.5↑ [5,5.5] [2.5,4] F 
4.5=2↑+2.5↓ 3.5↓ 3.5↑ 1.5=0.5↑+1↓ 1↓ 0.5↑ [6,7] [4.5,5] G 

2=0+2↓ 2↓ 1.5↑ 1=1↑+1↓ 1↓ 1↑ [5.5,6.5] [6,7] H 
1=0.5↑+0.5↓ 0.5↓ 0.5↑ 1.5=0.5↑+1↓ 1↓ 0.5↑ [4,5] [6,6.5] J 
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  اشکال. 2پیوست 
  

 
 خروجی - موقعیت واحدهاي تصمیم گیرنده مثال عددي در فضاي ورودي  .1شکل 

  
  

  
  خروجی-ورودي گیرنده مثال تشریحی در فضايموقعیت واحدهاي تصمیم. 2شکل

  
  

  
  در مثال تشریحی Bبراي واحد  9مدل  . ناحیه شدنی3شکل
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 در مثال تشریحی Bبراي واحد  10. ناحیه شدنی مدل 4شکل

  
  

  
 در مثال تشریحی Jبراي واحد  11. ناحیه شدنی مدل 5 شکل

  
  

  
  در مثال تشریحی Jبراي واحد  12. ناحیه شدنی مدل 6شکل


