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  چکيده
 - kp)(ر متناظر با عملگريمتغ يناهمسانگر با نما ير خطيمساله گسسته غ يت جواب براينهاين مقاله وجود بيادر 

 يهاتابعک يبرا يراتييشده است. روش تغ يبررس ير خطيمناسب تابع غ يکله تحت رفتارهايريد ين با شرط مرزيلاپلاس
 ياهيرد. قضيگيمورد استفاده قرار م يچرير يموم موضعينيه ميقض يک حل مساله است که بر مبنايعنوان تکنر بهيتق پذمش
ر يشود. با انتخاب دو تابعک غيک حالت خاص است، ارائه ميان موضوع در يکه در واقع ب يج اصليک نمونه از نتايعنوان به

ک بازه مشخص قرار دارد. يدر شود که در آن يارائه م يک لم کاربردي، يراتيير و بنا نهادن چهارچوب تغيمشتق پذ يخط
ت ينهايک دنباله از بيشود که وجود يان ميب يجه اصلي، نتيچريموم رينيه ميو استفاده از قض ين لم اساسيبا در نظر گرفتن ا

 ير خطيکه مساله گسسته غيطوردر صفر است. به ير خطيغ مناسب تابع يجواب همگرا به صفر بوده که تحت رفتارها
کند. در ادامه چند يل ميها به صفر من جوابيرد که نرم ايپذيت جواب مينهاي، بق از پارامتريدق يک بازهيناهمسانگر در 

عنوان ن مثال بهيچند يج اصليح نتايتوض يشود. در خاتمه برايمطرح م يجه اصليتبصره و گزاره و اثبات حالت خاص نت
  .از مساله ارائه شده است ييکاربردها

  
  .ينقطه بحران ي؛ تئوريراتييت جواب؛ روش تغينهايگسسته؛ ب ير خطيغ يمساله مقدار مرز هاي کليدي: واژه
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  مقدمه - ۱
همراه با  يراتييو مسائل تغ يمعادلات تفاضل يکاربردها
مختلف علوم  يهان در شاخهيلاپلاس –kp)(عملگر 

، اقتصاد، يکنترل يهاستميک، سيمکان يمانند: مهندس
 يعصب يهاک، شبکهيزيانه، في، رايعلوم اجتماع

ست و يط زي، مح۱٢کيبرنتي، سايکيولوژيا بي يمصنوع
ن نوع مسائل يل استفاده فراوان ايشود. بدليده ميره ديغ

ن راستا رو به يق در ايدر علوم مختلف، مطالعه و تحق
و  ين در بررسيکه محقق يهااز روش يکيش است. يافزا

نقطه  يايکنند، قضاين گونه مسائل استفاده ميمطالعه ا
 قات در منابعين تحقيج ايثابت در مخروط است، که نتا

و  يراتييتغ يهاآمده است. روش ]۱۷[و  ]۱۶[،]۲[ ،]۱[
مطالعه وجود و  يها براگر روشيو د ينقطه بحران يتئور

 يل و تفاضليفرانسيمعادلات د يها براجواب يچندگانگ
  شده است. يبررس ]۱۹[ و ]۱۸[،]۵[،]۴ [،]۳[ در منابع

مساله  يت جواب براينهاين مقاله اثبات وجود بيدر ا
۲ناهمسانگر

  کله:يريد يگسسته با شرط مرز ٣
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 Tk،T,1][نجا يرد. در ايگيقرار م يمورد بررس
منظور بازه گسسته  T,1][ح مثبت ثابت و يعدد صح

}{1,..., T باشد. يم باشد. يک پارامتر مثبت مي
,1]: ن تابعيهمچن ]f T   وسته، يک تابع پي

)(1)(=)( kukuku   عملگر تفاضل رو به
:,0][2,1](جلو، Tp  0][1,1](و,: Tq 

:,0][,1](و  Tw  توابع کراندار در نظر گرفته
  ر: يز ين مقاله نمادهايشوند. در ايم
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اصلی سایبرنتیک بررسی ماهیت کنترل در انسان،  موضوع. 1

  .حیوان و ماشین است
2. Anisotropic 

) ۱( م که مسالهيشوينجا متذکر ميشود. در اياستفاده م
  :يير نمايحالت گسسته مساله ناهمسانگر متغ
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Nاست که در آن    ،3N  دامنه کراندار با

) هموار، مرز , )f C   ن، يط معيبا شرا يتابع
)(xpi ،1)( xwi  1و)( xq يوسته رويتوابع پ 
  2)(با xpi هر  يبراx  و
},{1,2, Ni   0و> يقيک عدد حقي   
 باشند.يم

به ) ۱( مساله يت جواب براينهايوجود ب يما در جستجو
) برگرفته ۲هي(قض يچرير يموم موضعينيه ميکمک  قض
در چهار چوب روش  [Theorem 2.5 ,19]از مرجع 

بعد  يدر فضا ۲هيم. نسخه گسسته قضيهست يراتييتغ
  ت.اس [6]در مرجع  ۳,۴ هيقض يمتناه
سنده و همکاران تحت يتوسط نو) ۱( مساله ]۳[ در قبلاً
 ير خطيتابع غ يط متفاوت رويشرا

:[1, ]f T    ت ينهاياثبات وجود ب يبرا
ا ي يه نقطه بحرانيجواب با استفاده از نسخه گسسته قض

ن يشده است. ا يبوننانو و همکاران بررس يموم موضعينيم
ده و همکاران با اضافه نمودن سنيتوسط نو) ۱(مساله 
) ير خطيجمله غ ( ))h u t ن يتس و همچنيپشيبا شرط ل
) ير خطيتابع غ , ( ))g t u t 0ب يبا ضر   به

۳يصورت مساله آشفتگ
 يط متفاوت رويگر شرايتحت د ٤

)تابع  , ( ))f t u t  ت جواب با ينهايبات وجود باث يبرا
بوننانو و  يموم موضعينيا مي يه نقطه بحرانياستفاده از قض

  شده است. يبررس ]۱۲[ همکاران در
همراه با تابع ) ۱( سنده و همکار مسالهين توسط نويهمچن

) ير خطيغ , ( ))g t u t 0ب يبا ضر   به صورت
ر يتابع غ يط متفاوت رويگر شرايحت دت يمساله آشفتگ

,1]: يخط ]f T    اثبات وجود سه  يبرا

                                                
3. perturbed 



 ۱۰۱                                                                                                      يت جواب معادلات تفاضلينهايوجود ب يبرا يراتييکرد تغيرو
   

   

 يچرير يموم موضعينيه ميگر قضيجواب با استفاده از د
 بوننانو و همکاران در يه نقطه بحرانيو قض ]۱۳[در 

سنده و يتوسط نو )۱(شده است. مساله  يبررس ]۱۴[
 ير خطيابع غت يط متفاوت رويهمکاران تحت شرا

:[1, ]f T     ک ياثبات وجود حداقل  يبرا
شده است. علاوه بر  يبررس ]۱۱[در  يهير بديجواب غ

 ير خطيکه تابع غ يهنگام )۱(مساله  آن
:[1, ]f T     تس صدق کند يپشيدر شرط ل

  شده است. يبررس ]۱۵[جواب در  ييکتاياثبات  يبرا
و بنا  ۲هيقض يعني يان ابزار اصليبعد از ب ن مقاله،يدر ا

م که در يينمايرا ارائه م ۲، لم يراتيينهادن چهارچوب تغ
ک بازه مشخص قرار دارد. با در نظر گرفتن يدر  آن 

 يک دنباله از بيوجود  يعنيجه کار را ي، نتين لم اساسيا
ت که تح ۳ هيت جواب همگرا به صفر در قضينها

باشد، يم ير خطيتابع غ يمناسب در صفر برا يرفتارها
در ) ۱(م که مساله يشويم. سرانجام مطمئن ميکنيان ميب
  رد.يپذيت جواب مينهاي، بق از پارامتريدق يک بازهي
 - يج اصليک نمونه از نتايعنوان ل را بهيه ذينک قضيا

 -باشديالت خاص مک حيان موضوع در يکه در واقع ب
  م:يدهيارائه م

f:د يفرض کن .۱هيقض   وسته بوده در يپ
 است و  يمبدا تابع فرد و صعود يگيک همساي

0
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 هر يگاه براآن 0, ,  :مساله 
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  رد ويپذيم nu يهاجواب تينهايک دنباله از بي
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 ي) برا۱ هيقض( يچرير يموم موضعينيم يهين قضيا

و  ]۱۲[،]۷[،]۶[،]۴[ در منابع يمسائل دو مقدار مرز

کار ت بهيت جواب، با موفقينهاياثبات وجود ب يبرا ]۲۰[
 گرفته شده است.

، ۲مرتب شده است. در بخش  ن صورتيادامه مقاله به ا
  ان يرا ب ياهي) و چند مبحث پا۲ه ي(قض يابزار اصل

ان و ين مقاله را بيا يج اصلي، نتا۳م. در بخش يکنيم
ه و تبصره و اثبات يم که شامل چند قضيکنياثبات م

ج ي) است. در خاتمه نتا۱ه ي(قض يجه اصليحالت خاص نت
 )۱( از مساله ييعنوان کاربردهان مثال بهيرا، با چند

  م.يدهيح ميتوض
  
 هيم اوليف و مفاهيتعار - ۲

ت نقطه ينهايه بير را تحت عنوان قضيه زينجا قضيدر ا
  کار است. يم که ابزار اصليکنيمطرح م يبحران

  
 ܺديفرض کن ([Theorem 2.5 ,19]) .۲هيقض
:ߖ,ߔو يباناخ انعکاس يفضا ܺ → ℝ  دو تابعک به 

ر يو مشتق پذ ينييف پايضعوسته يم پيطور دنباله وار ن
۱گاتو

) و يوسته (قويپ ߖ	 دياست. فرض کن ٥
݈݅݉‖௫‖→ାஶ(ݔ)ߖ = هر  يباشد. برا ∞+

ߩ > ݂݅݊௑د:ي، فرض کن ߖ  

,
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[)ଵିߖو  −∞, [)ଵିߖبستار  ௪തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത(]ߩ −∞, در  (]ߩ

  د: ير دهعلاوه قراف در نظر گرفته شود. بهيضع يتوپولوژ
).(liminf=

inf


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
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
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X  
  

ߜگاه اگر آن < ߣهر  ي، برا∞+ > ج ياز نتا يکي، ߜ
  ر برقرار است.يز

 يموم موضعينيوجود دارد که م ߖ يموم سراسرينيالف) م
ߔ +   است. ߖߣ

 يمجزا برا ينقطه وار از نقاط بحران يک دنبالهيا يب) 
ߔ +  مومينيک ميف به يطور ضعوجود دارد که به ߖߣ

  همگرا است. ߖ يموضع
                                                
1. G ොܽteaux 



  ۱۰۲                                 ۱۳۹۸ اسفندو  بهمن، دومسال پنجم، شماره بيست و هاي نوين در رياضي/ و همکاران/ پژوهش مقدم يمحسن خالق
 

 

 
 
 

 

ܶ د يفرض کن ≥ ,1]ح مثبت ثابت، يعدد صح2 ܶ] 
,1}بازه گسسته  . . . ,   :يبعد -ܶ يتابع يباشد. فضا {ܶ

 : :[0, 1] (0) ( 1) 0 ,W u T u u T       
  

 لبرت با نرم:يه يم که فضايکنيف ميرا تعر
1/

1
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توان نرم معادل ياست، م يبا بعد متناه W است. چون

  بصورت: W ين را روآ
1/1

= ( 1)| ( 1)| ( )| ( )| .
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W:د يف نمود. اکنون، فرض کنيتعر    با

  :يرابطه
1 ( 1) ( )( ):= [ ( 1)| ( 1)| ( )| ( )| ],

=1

T p k p ku w k u k q k u k
k


    

 
م که از يدهيک لم را ارائه ميداده شده باشد. در ادامه 

  م نمود.يآن استفاده خواه يهاينامساو
  

، Wu هر يبرا [Lemma 2.1-2.2 ,13]. ۱لم 
  که:  يطوروجود دارد به 2Cو  1C اعداد ثابت مثبت
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  :يهان روابط ثابتيباشد. در ايم
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 را به و   يهاشوند. تابعکيدر نظر گرفته م

 صورت: 
1 ( 1) ( )( 1) ( )( ):= | ( 1)| | ( )| ,
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) م، که در آنيکنيانتخاب م , ):= ( , )0
tF k t f k d  

)هر  يبرا , ) [1, ]k t T  شود.يفرض م  

I:، تابعک )۱( به منظور مطالعه مساله  W    را
  بصورت 
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با  Wلبرت يه يدر فضا )۱(م. چون مساله يکنيف ميتعر

رد، اثبات خواص يگيرار مق يمورد بررس يبعد متناه
از کلاس  Iن يست. بنابر ايمشکل ن Iمنظم تابعک 
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Wvuهر يبرا , را  ]۱۵[شود (بعنوان مثال يان ميب
  د.) ينيبب

 يهاو جواب  يبرا I يواضح است که نقاط بحران
   کسان هستند.يبا هم  1 يبرا) ۱(مساله 
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سهولت  يم. در ابتدا برايکنيان مير را بياکنون دو لم ز
   م:يدهيار مقر
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 

  

0 =1

0

( , )
:= sup .lim

| |

T

k
ps

F k s
B

s





 

  
0اگر  .۲لم  > 0Bگاه ، آنI هر يبرا

0

]0, [p B
A




 ندارد. يموم موضعينيدر صفر م  

ک ي r<0هر  يم که برايدهينشان م اثبات:
WruWuBu r  وجود دارد به  0(0)=},>{
)(>(0)=0که  يطور 0  IuI .است  

0با فرض  lن منظور، عدد ثابتيا يبرا > > AB l
p



 

  م. با در نظر گرفتنيکنيرا انتخاب م

=1
0

( , )
lim sup > ,

| |

T

k
s p

F k s
l

s
 
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مثبت  يقيحق از اعداد ياجه گرفت که: دنبالهيتوان نتيم

}{ nbيعيکه عدد طبيطورهمگرا به صفر وجود دارد به 
 هر  يوجود دارد که برا>nشود يجه مي، نت

=1
( , ) > | |T p
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F k b l b


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pTn F k b l bn nk 

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Wuک ي r<0 هر يم که برايدهياکنون نشان م 0 
ruکه يطوروجود دارد به <0 :  

0nم يدانين منظور ميا يبرا  که يطوروجود دارد به 

0

1

1min ,1p
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A
      

   

2چون .  4A T   از
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0
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0
0
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u k
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
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است که 
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0
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
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0
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A
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)(>(0)=0م يدهينک نشان ميا 0  IuIن يا ي. برا

 در نظر گرفتن  منظور با
0

1nb جه گرفت: يتوان نتيم 

1 1
( ( )) ( ( ))0 0 0

1
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0 جهيدر نت
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p
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
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0nبا در نظر گرفتن ) ۱۰(از  ياز طرف  جه ينت  

م: يريگيم
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T
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 
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0
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 هر يدهد که براين رابطه نشان ميا
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
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  ست.ين I يضعموم موينيصفر م
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0د يفرض کن .۳ هيقض =B   0و <B  و  
  

:[1, ]f T    هر يگاه براوسته باشد. آنيتابع پ  

0

1:= 0, ,
p B

 

 
  

 
 

  
  رد.يپذيها را مکران از جوابيک دنباله بي )۱( مساله

ن برهان است. يدر ا ۲ه يقض يريکار گهدف، به برهان:
0م که يکنين منظور ابتدا مشاهده ميا يبرا <B  

 در  است، لذا  يناته کند که بازه يجاب ميا
 يشود. برايگرفته مانتخاب و پس از آن ثابت در نظر 

 X ، ابتدا)۱( حل مساله يبرا يراتييساختن چهار چوب تغ
قرار داده و تابع  Wرا برابر با  ب يز به ترتيرا ن ,

هر يبرا) ۸(و  )۷(ف شده در يتعر يهاهمان تابعک
Wu م. چونيريگيدر نظر م W است  يبا بعد متناه

 شود کهينان حاصل مين اطميلذا با محاسبات ساده ا
 يبوده که مشتق آنها برا 1Cاز کلاس  W يرو و 
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0که با در نظر گرفتن  <B  حکم ،< جه ينت
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  ات رد و اثبيپذيم nu يهاکران از جوابيک دنباله بي

  

 شود.يتمام م
 

ه يدست آمده از قضبه يهاهمان جوابnuاگر .۱ گزاره
lim=0گاه باشند آن ۳ nn u هر  يو برا
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  ت که صفر ينهايدر ب nbحال با در نظر گرفتن حد 
  شود.يجه ميشود، حکم نتيم
 

مثبت باشد، صفر، نا يگيمساک هيدر  fاگر .۱تبصره 
، [Theorem 2.2 ,4] يسه قويگاه طبق اصل مقاآن
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Wunباشد. چونيم  ۹(است طبق  )۱( جواب مساله (
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 يرا جمله سمت چپ مثبت در حاليک تناقض است زيکه 

 به يهان جوابيکه جمله سمت راست صفر است. بنابر ا
 باشند. يد منفيدست آمده با

  
0، ۳ه ياگر در قض .۲تبصره  = 0B گاه فرض شود آن

  رد.يپذيمWدر ت جوابينهايب) ۱(، مساله <0هر يبرا
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)گاه باشد آن يفرد و صعود , )F k x  زوج بوده و با توجه

)که نيبه ا ,0) 0F k  شود، يجه مينت
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( , ) ( , ) = ( ,0) 0min min

b b bn n n

F k F k F k
 

 
   

    

  
0لذا  = 0B.  
 

ح زوج و يک عدد صحي 2T ديفرض کن .۱مثال 
=4چنان باشد که  kp)(ثابت است و   Tp  و

2 Tpن ياست همچن( , )F k s وسته است يتابع پ
  که   يطوربه

2 0(sin (ln | |)),
( , ) =

00

T ss s
F k s

s


 
 

  
 ن روياست. از ا

| |=1
0

0

2

4
0

2

40

( , )min
:= liminf

(sin (ln | |))= liminf | |
sin (ln | |)= 0liminf | |

T

sk
ps

T

T
s

s

F k
B

s

Ts s
s

T s
s

















 

  
nدر واقع با انتخاب دنباله 

ns e   0کهns  
  شود:يجه مينت

4
0 lim . .0 0.n

nB T e 
   

  
 ن يهمچن =Bرا يز 

0 =1

0

2

20

( , )
:= suplim

| |
(sin (ln | |))suplim | |

T

k
ps

T

Ts

F k s
B

s
Ts s

s







  


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در واقع با انتخاب دنباله 
(2 1)

2
n

ns e



  0کهns  

  شود:يجه مينت
0 (2 1)lim . .1 .n

nB T e 
    

  
 هر:  يجه گرفت که برايتوان نتيم ۳ه ينک از قضيا

 
0

10, = 0, ,
p B

 

 
  
 

 

  
رد يپذيم nu يهاکران از جوابيک دنباله بي) ۱(مساله 

lim=0و  nn u .است 
 

اثبات  يتوان بر مبنايرا م ۱ه ياثبات قض .۴تبصره 
)(=)(=1و با انتخاب  ۱و گزاره  ۳ه يقض kwkq  و
3=)( kkp .ارائه نمود  

  ارائه  ۱ه يجه قضيح نتيتوض يک مثال براينجا يدر ا
  م.يدهيم
  

  است و  يعيک عدد طبي 2Tد يفرض کن .۲مثال 
( )f t t ن يبنابر ا  

2

0

( ) ,
2

s sf t dt   

  و 

0
3

0 0

( ) 1 .limsup limsup
| | 2 | |

s

s s

f t dt

s s 
     

 
  ، مساله:۱ه يرو طبق قضنياز ا

1(| ( 1)| ( 1)) | ( )| ( )
= ( ), [1, ],

(0)= ( 1)=0,

k ku k u k u k u k
u k k T
u u T


      
 
 

 

  
,0[هر  يبرا [  يهاکران از جوابيک دنباله بي 
nu رد ويپذيم 

0.=|)(||1)(|lim
1/3

33
1

1= 











kuku nn

T

kn

 

 
  
  

  يتشکر و قدردان
شان در يا ييبابت راهنما يچريروفسور رپ ياز جناب آقا

از م. يو تشکر را دار يت قدردانين مقاله نهاينگارش ا
و    تشکر ن مقاله کمال يا يبابت داور  محترم  داوران 

ن پروژه توسط دانشگاه علوم يا م.يدار  را  يقدردان
  با شماره گرنت يسار يعيو منابع طب يکشاورز

  ت شده است.يحما 05-1395-04
    



  ۱۰۸                                 ۱۳۹۸ اسفندو  بهمن، دومسال پنجم، شماره بيست و هاي نوين در رياضي/ و همکاران/ پژوهش مقدم يمحسن خالق
 

 

 
 
 

 

 فهرست منابع 
 
[1] M Avci (2016). Existence results for 
anisotropic discrete boundary value 
problems, Electronic J. Diff. Eq. 
 
[2] M Avci, A Pankov (2015) Nontrivial 
solutions of discrete nonlinear equations 
with variable exponent, J. Math. Anal. 
Appl. 
 
[3] L-H Bian, H-R Sun and Q-G Zhang, 
(2012) Solutions for discrete ݌-Laplacian 
periodic boundary value problems via 
critical point theory, J. Differ. Equ. Appl. 
 
[4] G Bonanno, P Candito (2009) 
Infinitely many solutions for a class of 
discrete non-linear boundary value 
problems, Appl. Anal. 
 
[5] G Bonanno, P Candito (2009) 
Nonlinear difference equations 
investigated via critical points methods, 
Nonlinear Anal. Theory Methods Appl. 
 
[6] G Bonanno, P Candito and G D’Agu‘i 
(2014) Variational methods on finite 
dimensional Banach spaces and discrete 
problems, Adv. Nonlinear Stud. 
 
[7] G Bonanno, G Molica Bisci (2009) 
Infinitely many solutions for a boundary  
value problem with discontinuous 
nonlinearities, Bound. Value Probl. 
 
[8] M Galewski, S Glab and R Wieteska 
(2013) Positive solutions for anisotropic 
discrete boundary-value problems, 
Electronic Journal of Differential 
Equations. 
 
[9] L Jiang, Z Zhou (2008) Three 
solutions to Dirichlet boundary value 
problems for 
p-Laplacian difference equations, Adv. 
Diff. Equ. 
 

[10] M Khaleghi Moghadam (2018) 
Existence of infinitely many solutions for 
a class of difference equations with 
boundary value conditions involving p(k)-
Laplacian operator, Cogent Mathematics 
& Statistics 
 
[11] M Khaleghi Moghadam, M Avci 
(2017) Existence results to a nonlinear 
 .Laplacian difference equation, J-(݇)݌
Difference Equ. Appl.  
 
[12] M Khaleghi Moghadam, S 
Heidarkhani and J. Henderson (2014) 
Infinitely many solutions for perturbed 
difference equations, J. Difference Equ. 
Appl. 
 
[13] M Khaleghi Moghadam, J 
Henderson (2017) Triple solutions for a 
dirichlet boundary value problem 
involving a perturbed discrete ݌(݇)-
laplacian operator, Open Mathematics J.  
 
[14] M Khaleghi Moghadam, L Li and S 
Tersian (2018) Existence of three 
solutions for a discrete anisotropic 
boundary value problem, Bull. Iranian 
Math. Sco.  
 
[15] M Khaleghi Moghadam, R Wieteska 
(2018) Existence and uniqueness of 
positive solution for nonlinear difference 
equations involving p(k)- Laplacian 
operator, An. Stiint. Univ. Ovidius 
Constant a Ser. Mat. 
 
[16] Y Liu, W Ge (2003) Twin positive 
solutions of boundary value problems for 
finite difference equations with ݌-
Laplacian operator, J. Math. Anal. Appl. 
 
[17] Y Li, L Lu (2006) Existence of 
positive solutions of ݌-Laplacian 
difference equations, Appl. Math. Lett. 
 
[18] M Miha ilescu, V Radulescu and S  
 



 ۱۰۹                                                                                                      يت جواب معادلات تفاضلينهايوجود ب يبرا يراتييکرد تغيرو
   

   

Tersian (2009) Eigenvalue problems for 
anisotropic discrete boundary value 
problems, J. Difference Equ. Appl. 
 
[19] B Ricceri (2000) A general 
variational principle and some of its 
applications, J. Comput. Appl. Math.  
 
[20] A Salari, G Caristi, D Barilla and A 
Puglisi (2016) A variational approach to 
perturbed discrete anisotropic equations, 
Abstr. Appl. Anal. 
   



  ۱۱۰                                 ۱۳۹۸ اسفندو  بهمن، دومسال پنجم، شماره بيست و هاي نوين در رياضي/ و همکاران/ پژوهش مقدم يمحسن خالق
 

 

 
 
 

 

  


