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جفت نقطه  يايهاسدورف و قضا-S يمتر يفضاها يسازشاخص
  يجفت يانقباض ينگاشتها يبرا يثابت قو

  
  

 ١يسامع ليمحمداسماع ، *١رنجبرزادهليخل قربان
  

   رانيهمدان، ا ٦٥١٧٨  نا،يسيدانشگاه بوعل ه،يدانشکده علوم پا ،ياضيگروه راستاد   )  ١(
  
  

 ٠٢/١١/١٣٩٨تاريخ پذيرش مقاله:            ٣٠/٠٧/١٣٩٧مقاله:  ارسالتاريخ 

  چکيده
 ي فضا  کي  ،يمقاله ما با استفاده از مفهوم متر جزئ  نياست. در ا  ديمف  جفت نقطه ثابت  يعنيتر،  يکل  مينگاشت، مفاه  کيدر مطالعه نقاط ثابت  

چند  ينقطه ثابت نگاشتها جي . سپس نتاميکنيم يرا معرف Xبسته و کراندار  يهارمجموعهيمجموعه شامل ز يرو  هاسدورف-S کيمتر
ارائه  کيمتر يفضا نيدر ا يچندمقدار ينگاشتها ينادلر برا يانقباض هيبر قض يبات. علاوه بر آن اثميکنيو پوشا را ارائه م وستهيپ يمقدار

. ميکنيم  ينگاشتها بررس  نيمنحصربفرد را در ا  يوجود جفت نقطه ثابت قو  طيباناخ، شرا  شبه  ينوع جفت  ينگاشتها  اني. در ادامه، با بميدهيم
XازFچاترجا، ينگاشت انقباض X بهX  يدر نامساو  

 ( ( , ), ( , )) max ( , ( , )), ( ( , ), ) ,d F x y F u v k d x F u v d F x y u  

,0)1متعلق به kو Bمتعلق به uو A،yمتعلق به vو xکه در آن کنديصدق م XازBو  Aيهارمجموعهينسبت به ز )
2

 

درباره جفت نقاط ثابت اثبات   ييايبعلاوه  قضا  .ميکنيم  فيچاترجا را  تعر  شبه  باناخ و   از نوع شبه  يانقباض  يهاينامساو   يبرخ  نيهمچند.  هستن
     ارائه شده است. ي متعدد يحاصل مثالها جيدرک نتا يکرد. سرانجام برا ميخواه 

  
  
  

  .يجفت نقاط ثابت قو ،جفت نقاط ثابت ،يهاسدورف جزئ-  Sک،يمتر يفضا هاي کليدي:واژه
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  مقدمه -١
 ]٨[ ٢ويتوسط ج ١٩٨٧بار در سال  نيلثابت او  جفت نقطه     

 ،٤يليج يبل ،٣ند ياز برا ييان در کارها جي سپس نتا .ديگرد يمعرف
در . ]٩و  ٦، ٥، ٤، ٣[ استفاده شد ٦کانتهام يو لکشم ٥ي شودهار

 ينگاشت انقباض  هياز نکات مهم آن که به  قض  يکي،  ٢٠٠٦سال  
  .]٢[ شده است ارائه ٧معروف است توسط بهاسکار  يجفت
  ف و مقدماتيتعار -٢

)ميفرض کن      , )X d  فضاي متريک و( )CB X  نشان
باشد. Xبسته و کراندار يهارمجموعهيتمام ز دهنده مجموعه

)روي dله يک هاسدورف القا شده به وسيمتر )CB X  به
) متعلق به Bو Aهر  ير برايصورت ز )CB X  ف  يتعر

 شود:يم

 ( , ) max sup ( , ),sup ( , ) ,
a A b B

H A B d a B d b a
 

  

  که در آن
 ( , ) inf ( , ) |d x A d x a a A   

  .]١[ باشديم ܣاز مجموعه  xنشان دهنده فاصله 

 ݔباشد. عضو  يرخاليمجموعه غ ܺم يفرض کن :١-٢فيتعر
ܺ:ܶرا نقطه ثابت نگاشت مجموعه مقدار   ܺمتعلق به   → ٢௫ 

ݔم هرگاه يناميم ∈ نشان دهنده  ٢௑باشد، که در آن  ݔܶ
  است. ܺ يهارمجموعهيمجموعه تمام ز

ܺ:ܶنگاشت مجموعه مقدار  → ده ينام يانقباض (ܺ)ܤܥ
 (٠,١]متعلق به  ݇و  ܺمتعلق به  ݕو  ݔ يبراشود هرگاه يم

 م يداشته باش
(ݕܶ,ݔܶ)ܪ ≤  .(ݕ,ݔ)݀݇

 ٨مجموعه مقدار توسط نادلر يهاانقباض يمطالعه نقاط ثابت برا
ه آن به صورت يانجام گرفته است که قض  يلاديم  ١٩٦٩در سال  

  ].١٤ر است [يز

,ܺ)م يفرض کن :٢-٢هيقض  ܶک کامل و يمتر يفضا (݀
باشد. آنگاه  (ܺ)ܤܥبه  ܺمجموعه مقدار از  ينگاشت انقباض

ݔ ∈ ݔکه يوجود دارد بطور ܺ ∈   .ݔܶ
از   ρباشد. تابع   يرخاليمجموعه غ ܺ م  يفرض کن  :٣-٢فيتعر

ܺ ×  يشود هرگاه برايده مينام ܺ يرو  يمتر جزئ ℝାبه  ܺ
 ر برقرار باشند.يط زيشرا ܺمتعلق به  ݖو  ݕ، ݔهر 

 
٢ Gue 
٣ Berinde 
٤ Bilgili 
٥ Choudhury 

ݔ) ١ߩ( =   اگر و فقط اگر  ݕ
,ݔ)ߩ (ݔ = ,ݕ)ߩ (ݕ = ,ݔ)ߩ  .(ݕ

(ݔ,ݔ)ߩ) ٢ߩ( ≤ ,ݔ)ߩ   .(ݕ
(ݕ,ݔ)ߩ) ٣ߩ( = ,ݕ)ߩ   .(ݔ
  يا مساو ي. همواره کوچکتر (ݕ,ݔ)ߩ) ٤ߩ(

,ݔ)ߩ (ݖ + ,ݖ)ߩ (ݕ −  (ݖ,ݖ)ߩ
  باشد.
,ܺ)ن صورت يدر ا   م.ييگويم يجزئ يمتر يرا فضا (ߩ

 ميکن فرض  :٤-٢مثال
ܺ = {[ܽ,ܾ]: ܽ,ܾ ∈ ℝ, ܽ ≤ ܾ}, 

 آنگاه 
,[ܾ,ܽ])ߩ [ܿ, ݀]) = max {ܾ, ݀}− min{ܽ, ܿ} 

  خواهد بود. ܺ يرو  يجزئ يمتر يک فضاي

 باشد. ܺ يرو  يمتر جزئ ߩم  يفرض کن :٥-٢ملاحظه
کند  يد ميتول ܺ يرو  τఘ يتوپولوژ ܺ يرو  ߩ )١(

-ߩک خانواده از ي آن،  يمبنا  يکه اعضايبطور
 باز يهايگو

ℬ = ൛ܤఘ(ݔ,ℇ): ݔ ∈ ܺ, ߝ > ٠ൟ, 
 باشد که در آنيم

(ℇ,ݔ)ఘܤ = 
ݕ} ∈ (ݕ,ݔ)ߩ:ܺ < ,ݔ)ߩ (ݔ +  {ߝ

,ܺ)  يجزئ  يمتر  يدر فضا  {௡ݔ}م دنباله  ييگو )٢( همگرا   (ߩ
 باشد اگر و فقط اگريم ܺ متعلق به ݔ به عضو

lim
௡→ஶ

ߩ ,ݔ) (௡ݔ = ,ݔ)ߩ  .(ݔ
که  ௦ߩباشد. تابع  ܺ يرو  يجزئ  يمتر يک فضاي ߩاگر   )٣(

  به صورت
:
( , ) 2 ( , ) ( , )
( , )

S

S

X X
x y x y x x
y y



  


  


 


�

  

  است. ܺ يک رو ي ک متريشود، يف ميتعر
,ܺ) در    {௡ݔ}م دنباله يي) گو٤(  ܺاز    ݔهمگرا به عضو   (௦ߩ

  هست اگر و فقط اگر

٦ Lakshmikantham 
٧ Bahaskar 
٨ Nadler 
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lim ( , ) lim ( , )

( , ).
n m nn n

x x x x

x x

 


 




  

  ]١٥[ :٦-٢فيتعر
}) دنباله١( }nx  درXشود هرگاه يده مينام ي، دنباله کوش

,
lim ( , )n mn m

x x


  باشد. يموجود و متناه

)٢ (( , )X  م هرگاه هر دنباله ييک کامل گويمتر يرا فضا
که  ين معنيدر آن همگرا باشد. بد يکوش

lim( , ) ( , )nn
x x x 


.  

)م  ي] فرض کن١٥[:  ٧-٢لم , )X   ي ک جزئيمتر  يک فضاي 
  باشد.

)١ ({ }nx در يدنباله کوش( , )X   است اگر و فقط  اگر
{ }nxدر  يدنباله کوش( , )sX  .باشد  

) يجزئ يمتر ي) فضا٢( , )X   کامل است اگر و تنها اگر
)  يمتر يفضا , )sX  .کامل باشد  

)م يفرض کن :٨-٢فيتعر , )X  يجزئ يمتر يک فضاي 
)و  )CB X  بسته و  يهارمجموعهياز تمام ز ياخانواده

)در  Aباشد. مجموعه  Xکراندار  , )X م  ييرا کراندار گو
0Mو    Xمتعلق به    0xاگر     که يوجود داشته باشند بطور
)0م يداشته باش Aمتعلق به  aهر  يبرا , )a B x M .
  که ين معنيبد

0( , ) ( , ) .x a a a M    

)متعـــلق به   Bو  Aم يفرض کن  :٩-٢فيتعر )CB X 
)باشد.  Xز متعلق به مجموعه ين xو  , )x A ،

( , )A B    و( , )B A    ميکني م فيتعر  ريز صورترا به: 
( , ) inf{ ( , ) : },
( , ) sup{ ( , ) : },
( , ) sup{ ( , ) : }.

x A x a a A
A B a B a A
B A b A b B





 
 

 

 
 

 

  

)م يفرض کن  :١٠-٢ملاحظه , )X  و  يزئج يمتر يفضا
A در  يرمجموعه خاليهر ز( , )X   باشد. آنگاهa   متعلق
  ينسبت به متر جزئ  Aنشان دهنده بستار مجموعه Aبه 

  است.

)م يفرض کن :١١-٢گزاره , )X  يجزئ يمتر يک فضاي 
)متعلق به  Cو  A ،Bهر  يباشد. برا )CB X  احکام

  ر برقرارند:يز
)١ (( , ) sup{ ( , ) : }A A a a a A  ؛  
)٢ (( , ) ( , )A A A B  ؛  
)٣ (( , ) 0A B  آنگاه ،A B؛  
)٤(  

( , ) ( , ) ( , )
inf ( , ).
c C

A B A C C B
c c

    




 


  

)م ي] فرض کن١٥[ :١٢-٢گزاره , )X  ي متر  يک فضاي 
)متعلق به  Cو  A ،Bهر  يباشد. برا يجزئ )CB X 

  ر برقرارند:ياحکام ز
)١h (( , ) ( , )H A A H A B ؛  
)٢h (( , ) ( , )H A B H B A ؛  
)٣h( 

( , ) ( , ) ( , )
inf ( , ).
c C

H A B H A C H C B
c c

  




 


 

)م ي] فرض کن١٥[: ١٣-٢جهينت , )X  ي متر يک فضاي 
)متعلق به  Bو  Aهر  يباشد. برا يزئج )CB X اگر ،

( , )H A B  برابر صفر باشد، آنگاهA B.  
  .ستين برقرار يکل حالت در جهينت عکس کهد يتوجه داشته باش

X[0,1]م يفرض کن  :١٤-٢مثال   و  
:
( , ) max{ , }

X X
x y x y




  




�  

  آنگاه  باشد. شده فيتعر
( , ) ( , )

sup{ : 0 1}
1 0.

H x x x x
x x

 

  
 

  

)م  ي] فرض کن١٥[  :١٥-٢لم , )X   يجزئ  يمتر  يک فضاي 
)متعلق به  Bو  Aباشد،  )CB X  1وh  يباشد. برا 
aهر  A ،( )b b a B  که يبطور دارد وجود

( , ) ( , )a b hH A B .  
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)م  ي] فرض کن١٥[  :١٦-٢هيقض , )X   کامل   يمتر  يفضا
: باشد. اگر ( )T X CB X مقداري مجموعه نگاشت 

  م يذاشته باش yو  xهر براي کهيباشد بطور
( , ) ( , ).H Tx Ty k x y   

k(0,1]آن  در که   .صورت نيا درT ثابت نقطه داراي 
  .است

  يجزئ کيدر فضاهاي متر جينتا -٣

)م  يفرض کن  :١-٣فيتعر , )X   و  يجزئ  يمتر  يفضاA

 ،B  وC  متعلق به( )CB X  .باشند( , , )A B C 
  م يکنيم فير تعريز صورت به را

( , , )
max{ ( , ), ( , ), ( , )},
( , , )

max{ ( , ), ( , ), ( , )}

A B C
A B A C B C

A C B
A C A B C B



  



  



  



  





  

 و 
( , , ) max{ ( , ),

( , ), ( , )}.

B A C B A

B C A C

  
  


 

)م يفرض کن  :٢-٣گزاره , )X  و يجزئ يمتر يفضاA ،
B  وC  متعلق به( )CB X  .احکام صورت نيا ردباشند 

 برقرارند. ريز
)١ ( 

( , , ) ( , )

sup{ ( , ) : };

A A A A A

a a a A
  





 
 

)٢(  
( , , ) ( , , ),
( , , ) ( , , );
A A A A B B
A A A A C B

 

 

 

 




  

)) اگر ٣( , , ) 0A B C   آنگاهA B C .  
)٤( 

( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ).

A B C A B D
A D C D B C

 

 

 

 



 
 

 .است يهيبد احکام اثبات ١١-٢گزاره  به توجه بااثبات: 

)م  يفرض کن   :٣-٣فيتعر , )X   و  يجزئ  يمتر  يفضاA

 ،B  وC  متعلق به( )CB X رــند. متــباشS- 
 ميکنيم فير تعريز صورت به را هاسدورف

( , , ) max{ ( , ),

( , ), ( , )}.

H A B C H A B

H A B H B C
 

 


 

  که شود يم ملاحظه
)١(  

( , , ) ( , , )
( , , )
( , , );

H B A C H A B C
H A C B
H C B A

 











  

)٢(  
( , ) ( , , ),
( , ) ( , , )

H A C H A B C
H A B H A B C

 

 




 

  و 
( , ) ( , , );H B C H A B C  

)٣(  
( , , ) ( , )
( , , ) ( , )

H A A B H A B
H A A A H A A

 

 




  

  و 
( , , ) ( , );H A A B H A B   

)متعلق به    Dو   A ،B،Cهر    ي) برا٤( )CB X  ميدار 
( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ).

H A B C H A B D
H D B C H A D C

 

 



 
  

)م  يفرض کن :٤-٣جهينت , )X  و يجزئ يمتر يفضاA ،
B  وC  متعلق به( )CB X  باشند. اگر

( , , ) 0H A B C   باشد، آنگاهA B C  . 

)م يرض کنـــف  :٥-٣لم , )X  يجزئ يمتر يفضا،A،
B  وC    متعلق به( )CB X  1ز يو نh   هر   يباشند. برا
a  متعلق بهA ،( )b b a B  و 

( , )c C a b C  

  که يبطور دارد وجود
max{ ( , ), ( , ), ( , )}

( , , ).
a b a c b c

hH A B C

  


  

   ميدار ١٥-٢اثبات. بنابر لم 
( , ) ( , ) ( , , ),
( , ) ( , ) ( , , ),
( , ) ( , ) ( , , ).

a b hH A B hH A B C
a c hH A C hH A B C
c b hH C B hH A B C

 

 

 







 

 

 
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  لذا

max{ ( , ), ( , ), ( , )}a b a c b c    
)شتر از يناب , , )hH A B C .خواهد بود 

)م يفرض کن :٦-٣هيقض , )X  کامل  يجزئ يمتر يفضا
)و  )CB X به  نسبت املـــک  ريــمت ايــفضS--
  اگر .باشد دورفـــک هاس يمتر

: ( )T X CB X  

ر ـــه براي کهيبطور وسته باشد،يپ و پوشا مقدار مجموعه نگاشت
x ،y  وz  متعلق بهX  (0,1)وk  ميداشته باش  

( , , ) max{ ( , ),
( , ), ( , )}.

H Tx Ty Tz k x y
x z y z
 

 


  

  .است ثابت نقطه داراي Tآنگاه 
0xم ياثبات. فرض کن X ،1 0x Tx ،2x  متعلق به

1Tx  3وx 2ز متعلق به ينTx  .ميدار صورت نيا درباشند  

1 2 3 1 2

2 3 1 3

( , , ) max{ ( , ),
( , ), ( , )}.

H Tx Tx Tx k x x
x x x x
 

 


  

  م داشت: يخواه ١٥-٢با استفاده از لم 
( , , )1 2 3

1 1( , ), ( , ),0 1 1 2
max

1 ( , )0 2

max{ ( , ), ( , ),0 1 1 2
( , )}0 2

( , , ).0 1 2

H Tx Tx Tx

H Tx Tx H Tx Tx
k kk

H Tx Tx
k

k H Tx Tx H Tx Tx

H Tx Tx

k H Tx Tx Tx



 



 





 
    
 
  





  

  :ميدار بيترت نيهم به

 
 

3 4 5 2 3 4

2

1 2 3

3

0 1 2

( , , ) ( , , )

( , , )

( , , ).

H Tx Tx Tx k H Tx Tx Tx

k H Tx Tx Tx

k H Tx Tx Tx

 











  

  :ميدار ياضير استقراي از استفاده با نيبنابرا
 1 2 0 1 2( , , ) ( , , ).

n

n n nH Tx Tx Tx k H Tx Tx Tx     

دنباله  ميده يم نشان حال  1n nTx 


   در يکوش دنباله 

( ( ), )CB X H
  

  م:يدار �متعلق به  nو  mهر  براي .باشد يم

( , , )

( , )

( , ) ( , )1 1
inf ( , )1 2

1 1
( , ) ( , )1 1
( , ) ( , )1 1 2
( , ) inf ( , )2 2 2

2 2
( , ) ( , )1 1 2

H Tx Tx Txn n m
H Tx Txn m
H Tx Tx H Tx Txn n n m

a a
a Tx n
H Tx Tx H Tx Txn n n m
H Tx Tx H Tx Txn n n n
H Tx Tx a an m a Tx n
H Tx Tx H Tx Txn n n n





 


 

 


 



  


 
  
   
   
   
  ( , ).1H Tx Txm m 

  

  م:يدار ١٦-٢ه يقض از استفاده با حال
( , , ) ( , )1

( , )1 2
( , ).1

H Tx Tx Tx k x xn n m n n
k x xn n

k x xm m






 
  
  

  

  م:يدار ١٥-٢لم  بنابر مجددا

 

 

( , , )

( , ) ( , )1 1
( , )2 1

( , , )1 1
( , , )1

( , , )2 2 1
1

( , , )0 0 1

2
( , , )0 0 1

H T x T x T xn n m
H T x T x H T x T xn n n nk

H T x T xk m m
H T x T x T xn n n

H T x T x T xn n nk

H T x T x T xm m m
n

k H T x T x T x

k
m

k H T x T x T x



 













        
   
    
 

     




  










 

 

 
 

 

 

 

1
( , , )0 0 1

2
1

2 ( 1)

( , , )0 0 1

1

1

( , )0 1

1
.

1

n
k H T x T x T x

k kk

m n
k

n
k H T x T x T x

n m
k

k

n
k H T x T x

n m
k

k










 


 
 
 

 
 
 

        
             



 
 

   
 



 
 

   
 



  

n,اگر  m  :آنگاه  
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   
0 1

1
( , ) 0.

1

n m
n k

k H Tx Tx
k

    
  

 

دنباله  لذا    1n n
Tx 


)چون    ياست. از طرف  يکوش   )CB X 

کامل است    1n nTx 


nTxم  يهمگراست. فرض کن    y

)متعلق به  yن صورت ي. در ا )CB X ياست. از طرفT 
)به    X  زا )CB X    پوشا است، لذاx    متعلق بهX  وجود 

yکه يبطور دارد Tx   وnTx Tx  که  يوقت
n بعلاوه .T جه ينت در است وستهيپnx x  

nکه  يوقت  ک ينسبت به مترS .م يده يم نشان
x Tx مي. دار 

lim ( , ) 0.S
nn

x x


   

  ياز طرف
( , ) lim ( , )

lim ( , ) 0.

x x x xnn
x xn nn

 



  
 

 
 

  

  چون
    

    
  

, ,

, ,
max

,

H x x Tx

k

H x x

H x Tx







  



  
   

   

  

  و 
    , ( , )H x x x x    . 

  داشت  ميخواه لذا
      

  
, max ( , ), ,

, .

H x Tx k x x H x Tx

kH x Tx

 



     

 
  

0چون  1k  ديلذا با 

  , 0H x Tx   . 

} يعني  }x Tx   وx Tx . 

X{0,1,3}م ين فرض ک: ٧-٣مثال  و  
:

1 1( , ) max{ , }
3 2

X X

x y x y x y





  



  

�
  

  آنگاه  .باشد شده فيتعر

1(1,1) 0
2

    

  و 
3(3,3) 0.
2

    

  گرفتن نظر در با باشد.ينم کيمتر X يرو  لذا 
( , ) ,S x y x y    

( , )X  {0}هاي مجموعه .است کامل يجزئ متري فضاي 
x{0,1,3}اگر  .هستند کراندار و  بسته {0,1}و    آنگاه

 0x   0اگر و فقط اگرx فقط اگر ر و ، اگ
5 1
6 2

x x اگر و فقط اگر ،  

    0 , 0 ( , ).x x x x    
  و 

    0,1 , 0 ,1 ( , )x x x x     
  اگر و فقط اگر

5 1 1 1min , 1 max{ ,1}
6 3 2 3

x x x x    
 

  

x{0,1}اگر و فقط اگر   .  مقداري  چند تابع
: ( )T X CB X  را با ضابطه  

{0}, 0,
( ) {0}, 1,

{0,1}, 3.

x
T x x

x


 
 

 

  .ميريگيم نظر در را مختلف حالتهاي .ميکنيم فيتعر
xم ي) فرض کن١( y z   آنگاه  

      
    
    
  

( , , ) 0 , 0 , 0

0 , 0

0 , 0

0, 0 0.

H Tx Ty Tz H

H
 













 

  

  لذا 
      0 , 0 , 0 (0,0),H k  

0 يبرا 1k .  
0xم ي) فرض کن٢(   1 وy z م ي. دار  

      0 , 0 , 0 0H    
  و 
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  5max (0,1), (0,1), (1,1) .
6

     

50لذا 
6

k.  

0xم يفرض کن) ٣(  ،1y   3وz م:ي. دار  
      
    

    
    

    
    
    

    

0 , 0,1 , 0,1

0 , 0,1

0 , 0,1 ,
max .

0,1 , 0,1

0,1 , 0,1

0,1 , 0,1 ,
max

0,1 , 0,1

0,1 , 0,1 .

H

H

H

H

H

























    
  

    
  



  

  اما
    

      
0,1 , 0,1

max 0, 0,1 , 1, 0,1

1 1max 0, .
2 2



 

   
 

  

  ن يهمچن
    

          
    
  

    
      

0 , 0,1

max 0 , 0,1 , 0,1 , 0 ,

0 , 0,1

0, 0,1 0,

0,1 , 0

max 0, 0 , 1, 0

5 5max 0, .
6 6

H 

 





 







 



 



   
 

  

 پس

       50 , 0,1 , 0,1 .
6

H   

(0,1)5 ياز طرف
6

  ،5(0,3)
2

  ،13(1,3)
6

  

  و 

5 5 13 5max , ,
6 2 6 2

   
 

  

  جهيدر نت
      

 
0 , 0,1 , 0,1

max (0,1), (0,3), (1,3) .

H

k


  
  

5  يعني 5
6 2

k  1ا  ي 1
3

k   .بيترت نيهم به حالتها هيبق 

  .برقرارند
  شبه باناخ ينوع جفت يشاخص ساز-٤

  فيتعار و ميمفاه ١-٤
 هيسپس قض و  کرده في تعر را باناخ-شبه يجفت بخش نوع نيا در

 را ييجفتها نيچن  براي را قوي منحصربفرد ثابت نقطه يجفت
  .ميکنيم اثبات

)عضو  :١-٤هيقض , )x y X X   براي  ثابت نقطهرا
:F X X X  هرگاه  مييگو( , )F x y x  و

( , )F y x y.  

)عضو    :٢-٤فيتعر , )x y X X     ثابت نقطهرا جفت 
F:براي نگاشت  يقو X X X  هرگاه  مييگو

( , )x y  جفت نقطه ثابت باشد وx yکه  ين معني. بد
( , )F x x x .X است. يرخاليغ مجموعه  

)م يفرض کن :٣-٤فيتعر , )X d باشد متري فضاي. 
Xاز  Fگاشت ن X يبه تو X باناخ يجفت يانقباض را 

 کهيبطور باشد داشته وجود (0,1)به  متعلق kهرگاه  مييگو
)هر  براي , )x y  و( , )u v  متعلق بهX X  ينامساو 

 

( ( , ), ( , ))

( , ) ( , ) .
2

d F x y u v
k d x u d y v 

  

  .باشد برقرار
  يج اصلينتا ١-٤

 يرخاليرمجموعه غيز دو  Bو  Aم يفرض کن :٤-٤فيتعر
)کامل  فضاي متري از , )X d نگاشت .باشند  

:F X X X   

 براي هرگاه ميگوئ Bو  Aنسبت به  باناخ-شبه يجفترا نوع 
داشته   Bمتعلق به  uو  yو  Aمتعلق به  vو  xهر 
  م:يباش
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)١(   
( ( , ), ( , ))

max ( , ), ( , )
d F x y F u v

k d x u d y v
  

0که در آن  1k .  

 از يرخاليغرمجموعه يز دو  Bو  Aم  يفرض کن  :٥-٤هيقض
)کامل  فضاي متري , )X d ن يهمچن .باشندF  از

X X  بهX به  نسبت باناخ-شبه يجفت نوعA  وB 
Aن صورت يباشد. در ا B   وFنقطه جفت داراي 

Aدر  منحصربفرد قوي ثابت B  .هست  
0xم يکن فرضاثبات.  A  0وy B ي هاو دنباله 
 nx  و ny به صورت  

)٢(  1

1

( , ),
( , )

n n n

n n n

x F y x
y F x y








  

0nهر  يبرا  ٢) و (١از ( استفاده با حال .شوند يم فيتعر (
  :ميدار

 

1 1

0 0 1 1

0 1 0 1

( , )
( ( , ), ( , ))
max ( , ), ( , )

d x y
d F y x F x y
k d y x d x y





  

  و 

 

1 2

0 0 1 1

0 1 0 1

( , )
( ( , ), ( , ))
max ( , ), ( , ) .

d y x
d F x y F y x
k d x y d y x





  

  :داشت مي) خواه٢) و (١بردن ( بکار با مجددا

 
 
 

 

2 3

1 1 2 2

1 2 1 2

0 1 1 0

0 1 0 1

2
1 0 0 1

( , )
( ( , ), ( , ))
max ( , ), ( , )

max ( , ), ( , ) ,
max

max ( , ), ( , )

max ( , ), ( , ) .

d x y
d F y x F x y
k d y x d x y

k d y x d y x
k

k d x y d y x

k d x y d x y





    
  



  

  :مي) دار٢) و (١از ( استفاده با بيترت نيبه هم

 
 

2 3 1 1 2 2

1 2 1 2

2
1 0 0 1

( , ) ( ( , ), ( , ))
max ( , ), ( , )

max ( , ), ( , ) .

d x y d F x y F y x
k d x y d y x

k d x y d x y







  

  :داشت ميخواه  ياضير استقراي از استفاده با حال

)٣(  
 
1

1 0 0 1

( , )
max ( , ), ( , ) .

n n
n

d x y
k d x y d x y




  

 
1

1 0 0 1

( , )
max ( , ), ( , ) .

n n
n

d y x
k d x y d x y




 

  م:ي) دار٢) و (١از ( استفاده با دوباره

 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2
1 1 0 0

( , ) ( ( , ), ( , ))
max ( , ), ( , )

( , ) ( , ).

d x y d F y x F x y
k d y x d x y

kd x y k d x y





 

  

  :داشت ميخواه  ياضير استقراي از استفاده با حال
)٤(  0 0( , ) ( , ).n

n nd x y k d x y  
 م:ي) دار٤) و (٣از ( نيبنابرا

 

 
 

1 1

1 1 1

1

1 0 0 1

1 1
0 0 0 0

1 0 0 1

1 0 0 1

1 1
0 0 0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )
( , ) ( , )

max ( , ), ( , )

( , ) ( , )

max ( , ), ( , )

2 max ( , ), ( , )

( , ) ( , ).

n n n n

n n n n

n n n n
n

n n

n

n

n n

d x x d y y
d x y d x x
d y x d x y

k d x y d x y

k d x y k d x y

k d x y d x y

k d x y d x y

k d x y k d x y

 

  



 

 


 
 



 





 

  

0چون  1k  .که دهد يم جهينن نيا  

 1 1
1

( , ) ( , ) .n n n n
n

d x x d y y


 


    

لذا  nx  و ny  فـــرض باشند.يم يکوشــ هايدنبـاله 
 Bو  Aچون  .باشند همگرا yو  xب يبه ترت ميکن
اند وبسته  يهارمجمـــوعه يز nx A و ny B .

nxم يريگيم جهينتلذا  x A   وny y B   
nکھ   يوقت  .م:ي) دار٤از ( استفاده دوباره با  

  
)٥(  ( , ) 0.n nd x y   

nکه  يوقت  .داشت مياه) خو٥از ( نيبنابرا:  
( , ) ( , )
( , ) ( , ) 0

n

n n n

d x y d x x
d x y d y y

 
 

  

  
nکه  يوقت  .که  دهد يم جهينت نيا  

)٦(  .x y A B    
  

1n) و هر ٢) و (١بنابر ( حال  م:يدار  
  



 

   ٨١                                                                   ي جفت ي انقباض ينگاشتها  يبرا  ي جفت نقطه ثابت قو يا يهاسدورف و قضا -S ي متر  ي فضاها   يساز شاخص 
 

   

 

1 1

1

1

( , ( , ))
( , ) ( , ( , ))
( , ) ( ( , ), ( , ))
( , )
max ( , ) ( , ) .

n n

n n n

n

n n

d x F x y
d x x d x F x y
d x x d F y x F x y
d x x
k d y x d x y

 





 
 


 

  

nکه   يوقت نامساوي نيطرف از حد گرفتن با    نيهمچن  و 
 :داشت مي) خواه٦) و (٥بردن ( با بکار

( , ( , )) 0d x F x y  .يعني ( , )x F x y.   پسx 
 اثبات براي حالباشد. يم Fبراي  قوي شده جفت ثابت نقطه

 ثابت نقطه جفت دو  که ميفرض کن است، منحصربفرد  xنکه  يا
)که  يمعن نيم. بديباش داشته Fبراي  , )F x x x  و

( , )F y y y که يبطورx  وy به  متعلقA B 
  م:ي) دار١بنابه ( صورت نيا در .هستند

 
( , ) ( ( , ), ( , ))

max ( , ), ( , )
( , ).

d x y k d F x x F y y
k d x y d y x
kd x y







  

0چون  1k د ي. لذا باx y.  

، �مجموعه  همان Xم يکن فرض :٦-٤مثال
[0, )A   ،( ,0]B   و  

( , )d x y x y   
Xاز  Fباشد. نگاشت   X  بهX ا با ضابطهر  

( , )
3

x yF x y 
   

  صورت  نيا در .ميکنيم فيتعر
 ( ( , ), ( , )) max ( , ),d F x y F u v k d x u  

  يعني

 

3 3
1
3
1
3

2 , ,
3
2 , .
3

x y u v

u x y v

u v y v

u x u x y v

y v u x y v

 
 

   

   

     
    


  

 
٩ Chatterjae 

  باشد.يم F يتنها نقطه ثابت جفت شده قو (0,0)لذا 
  چاترجا-شبه ينگاشت نوع جفت يسازمشخصه  -٥

  يم مقدماتيف و مفاهيتعار ١-٥
 سپس و  کرده فيتعر  را چاترجا-شبه يجفت نوع بخش نيا در

 قوي ثابت نقاط داراي هاي جفت نگونهيا ميدهينشان م
  باشند.يم يفضاهاي متر در منحصربفرد

)م يفرض کن :١-٥فيتعر , )X d باشد. متري فضاي 
T:نگاشت  X X م اگر ییگو  ٩چاترجا يرا انقباض  

10,
2

k   
 

  

 Xمتعلق بھ   yو   xھر    يکھ برایوجود داشتھ باشد بطور 
  م: یداشتھ باش

( , ) [ ( , ) ( , )].d Tx Ty k d x Ty d y Tx   
  يج اصلينتا ٥-٢

 ريهاي غرمجموعهيز Bو  Aم يفرض کن :٢-٥فيتعر
)کامل  ياي مترفض از يخال , )X d يباشند. جفت 

:F X X X چاترجا نسبت به -شبه ي، نوع جفتA 
  ر صدق کند يم اگر در شرط زييگو Bو 

)٧(  
( ( , ), ( , ))

max{ ( , ( , )),
( ( , ), )}

d F x y F u v
k d x F u v

d F x y u
  

  و Bمتعلق به uو  A ،yمتعلق به  vو  xکه يبطور
10
2

k   

  باشند.

بسته  يهارمجموعهيز Bو  Aم يفرض کن: ٣-٥هيقض
)باشند   يمتر ياز فضا يرخاليغ , )X d  و

:F X X X   چاترجا نسبت به  -شبه  ينوع جفتA   و
B ن صورت يباشد. در اA B    وF جفت  يدارا

Aدر  ينقطه ثابت قو B باشد.يم  
0xم يفرض کناثبات:  A ،0y B ، nx  و ny 

  دو دنباله باشند که به صورت

٨١(  1

1

( , ),
( , )

n n n

n n n

x F y x
y F x y








  

nxکه ياند بطورف شده يتعر A  وny B با استفاده از .
  م:ي) دار٨) و (٧(
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1 2 0 0 1 1

0 1 1 0 0 1

0 2 1 1

0 2

0 1 1 2

( , ) ( ( , ), ( , ))
max{ ( , ( , )), ( ( , ), )}
max{ ( , ), ( , )}
( , )

[ ( , ), ( , )].

d x y d F y x F x y
k d y F x y d F y x x
k d y y d x x
kd y y
k d y x d x y








  

  جهينت در

1 2 0 1( , ) ( , ).
1

kd x y d y x
k




  

 م:ي) دار٨) و (٧مجددا با بکار بردن (
1 2 0 0 1 1

0 1 1 0 0 1

0 2 1 1

0 2

0 1 1 2

( , ) ( ( , ), ( , ))
max{ ( , ( , )), ( ( , ), )}
max{ ( , ), ( , )}
( , )

[ ( , ), ( , )].

d y x d F x y F y x
k d x F y x d F x y y
k d x x d y y
kd x x
k d x y d y x








  

  نرو يا از

1 2 0 1( , ) ( , ).
1

kd y x d x y
k




  

  م:ي) دار٨) و (٧دوباره با بکار بردن (
2 3

1 1 2 2

1 2 2

1 1 2

1 3 2 2

1 3

1 2 2 3

( , )
( ( , ), ( , ))
max{ ( , ( , )),

( ( , ), )}
max{ ( , ), ( , )}
( , )

[ ( , ), ( , )].

d x y
d F y x F x y
k d y F x y

d F y x x
k d y y d x x
kd y y
k d y x d x y











  

  ميريگ يم جهينت

2 3 1 2

2

0 1

( , ) ( , )
1

( , ).
1

kd x y d y x
k
k d x y

k




    

 

  م داشت:ي) خواه٨) و (٧دوباره با بکار بردن (
2 3

1 1 2 2

1 2 2

1 1 2

1 3

1 2 2 3

( , )
( ( , ), ( , ))
max{ ( , ( , )),

( ( , ), )}
( , )

[ ( , ), ( , )].

d y x
d F x y F y x
k d x F y x

d F x y y
kd x x
k d x y d y x







  

  :ميريگيم جهينت

2 3 1 2

2

0 1

( , ) ( , )
1

( , ).
1

kd y x d x y
k
k d y x

k




    

  

  م:ي) دار٨) و (٧دوباره با استفاده از (
3

3 4 0 1

3

4 3 0 1

( , ) ( , )
1

( , ) ( , )
1

kd x y d y x
k

kd x y d x y
k

    

    

  

 باشد فرد  nاگر    .باشد يدلخواه يعيطب عدد  nم  يکن فرض حال
  :داشت ميخواه  ياضير استقراي از استفادهبا 

)٩(  1 1 0( , ) ( , )
1

n

n n
kd x y d x y

k
    

  

  و 

)١٠(  
1 1 1( , ) ( , ).

1

n

n n
kd y x d x y

k
    

  

  م داشت:يباشد خواه زوج nاگر 

)١١(  1 0 1( , ) ( , )
1

n

n n
kd x y d x y

k
    

  

  و 

)١٢(  
1 0 1( , ) ( , ).

1

n

n n
kd y x d y x

k
    

  

  م:ي) دار٨) و (٧(دوباره با استفاده از 
2 2

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2 2 1

( , )
( ( , ), ( , ))
max{ ( , ( , )),

( ( , ), )}
max{ ( , ), ( , )}.

d x y
d F y x F x y
k d y F x y

d F y x x
k d y y d x x






  

  اما

1 2 1 2 2 2

1 2 1 2 2 2

( , ) ( , ) ( , ),
( , ) ( , ) ( , ).

d y y d y x d x y
d x x d x y d y x

 

 
  

  نيبنابرا
2 2

1 2 2 2

1 2 2 2

( , )
max{ ( , ) ( , ),
( , ) ( , )}.

d x y k
d y x d x y

d x y d x y


 


  

  اگر
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1 2 2 2

1 2 2 2

1 2 2 2

max{ ( , ) ( , ),
( , ) ( , )}

( , ) ( , )

d y x d x y
d x y d x y

d y x d x y




 
  

  آنگاه 

2 2 1 2 2 2( , ) [ ( , ) ( , )].d x y k d y x d x y   
  ميريگيجه مينت

)١٣(  
2 2 1 2

2

0 1

( , ) ( , )
1

( , ).
1

kd x y d y x
k
k d y y

k




    

  

  آگر

1 2 2 2

1 2 2 2

1 2 2 2

max{ ( , ) ( , ),
( , ) ( , )}

( , ) ( , )

d y x d x y
d x y d x y

d x y d x y




 
  

  :داشت ميخواه  آنگاه

2 2 1 2 2 2( , ) [ ( , ) ( , )].d x y k d x y d x y   
  جهينت در

)١٤(  
2 2 1 2

2

1 0

( , ) ( , )
1

( , ).
1

kd x y d x y
k
k d x y

k




    

  

  م:ي) دار١٤) و (١٣از (
2

2 2

0 1 1 0

( , )
1

max{ ( , ), ( , )}.

kd x y
k

d x y d x y

    


  

  :ميدار بيترت نيهم به
3

3 3

0 1 1 0

( , )
1

max{ ( , ), ( , )}.

kd x y
k

d x y d x y

    


  

  :ميدار ياضير استقراي از استفاده با حال

)١٥(  

0 1 1 0

( , )
1

max{ ( , ), ( , )}.

n n
kd x y

k
d x y d x y

    


  

  م:يدار nمثبت  حيصح  عدد هر ازاي به) ١١) و (٩از (

1

1 0 0 1

( , )
1

max{ ( , ), ( , )}.

n

n n
kd x y

k
d x y d x y


    



  

  م:يدار  nمثبت  حيصح  عدد هر ازاي به)  ١٢) و (١٠ن از (يهمچن

1

1 0 0 1

( , )
1

max{ ( , ), ( , )}.

n

n n
kd y x

k
d x y d x y


    



  

  :داشت ميخواه  جهينت در

1 1
1 1

1
1

1
1

1 0 0 1

1

1 0 0 1

( , ) ( , )

( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , ))

max{ ( , ), ( , )}

1 1

1 1
max{ ( , ), ( , )}

4

n n n n
n n

n n n n
n

n n n n
n

n n

n
n n

d x x d y y

d x y d y x

d y x d x y

d x y d x y

k k
k k

k k
k k

d x y d x y

 

 
 

















 

 



                            




 







1
.

1

n

n

k
k





 
  

  

10چون 
2

k  لذا 

٠
1 1

4 .
1 1

n n

n n

k k
k k

 

 

     
   

  که در آن 

1
4 .

1

n

n

k
k



   

 يهالذا دنباله  همگراست. يهندس سري کي nx  و ny 
nxم يهستند. فرض کن يکوش x  وny y که  يوقت

n  چون . nx A  و ny B  وA  وB 
  باشند. لذايبسته م يهارمجموعهيز

)١٦(  
,
.

n

n

x x A
y y B

 

 
  

10) و ١٥حال از (
2

k  ميدار 

( , ) 0n nd x y  
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nکه  يقتو  م داشت ي) خواه١٦ن از (ي. بنابراx y .
xم يريگيجه ميلذا نت A B   وA B   حال از .

  م:ي) دار٨) و (٧(

1 1

1

1

1

1

( , ( , ))
( , ) ( , ( , ))
( , )
( ( , ), ( , ))
( , )
max{ ( , ( , )),

( ( , ), )}
( , )
max{ ( , ( , )),

( , )}.

n n

n

n n

n

n

n n

n

n

n

d x F x y
d x x d x F x y
d x x
d F y x F x y
d x x
k d y F x y

d F y x x
d x x
k d y F x y

d x x

 









 








  

nو  ميريگيم حد نامساوي نيطرف از  م ي. آنگاه خواه
 داشت 

( , ( , )) ( , ( , )).d x F x x kd x F x x  
  جهيدر نت

( , ( , )) 0d x F x x .  
)  يعني , )F x x xکه  است يمعن نيبدن ي. اx  ثابت نقطه 

م  ي، فرض کنx  ييکتا يت  اثبا  ياست. برا  Fاز   قوي شده جفت
   يعنيم. يداشته باش Fبراي  قوي شده جفت ثابت نقطه دو 

( , )F x x x  
  و 

( , )F y y y.  
  م:ي) دار٧با استفاده از ( 

( , ) ( ( , ), ( , ))
max{ ( , ( , )), ( ( , ), )}
( , ( , )) ( , ).

d x y d F x x F y y
k d x F y y d F x x y
kd x F y y kd x y



 

  

)م يريگيجه مينت , ) 0d x y  .يعني x y.  

، �همان مجموعه  Xم يفرض کن :٤-٥مثال
2( ,0]A   ،2[0, ]B  و 

( , ) | |d x y x y   
Xاز  Fشت م نگاين فرض کنيباشند. همچن X  بهX 

) يبرا , )x y B A برابر ، 

1 1sin ,
4

y
y

  

)يبرا , )x y A B  برابر  صورت نيا ريغ در، برابر صفر و

1است و   يک جفتي،  Fن صورت  يک باشد. در اي
4

k  تمام .

 قوي ثابت نقطه جفت  (0,0)برقرار است و   ٣-٥ه  يط قضيشرا
  .دشابيم F يمنحصربفرد برا
  نتيجه گيري

 کيمتر  يفضا  کي  ،يمقاله ما با استفاده از مفهوم متر جزئ  نيدر ا
S-بسته و  يهارمجموعهيمجموعه شامل ز يرو  هاسدورف

 ي نقطه ثابت نگاشتها  جي. سپس نتا مياکرده  يرا معرف  Xکراندار
بر  ي. علاوه بر آن اثباتميدادو پوشا را ارائه  وستهيپ يچند مقدار

  ي فضا نيدر ا  يچندمقدار ينگاشتها ينادلر برا يانقباض هيقض
 شبه ينوع جفت ينگاشتها اني. در ادامه، با بميکرد ارائه  کيمتر

  ن يمنحصربفرد را در ا يوجود جفت نقطه ثابت قو طيباناخ، شرا
سپس  و  کرده فيتعر را باناخ-شبه يفتجنموده و    ينگاشتها بررس

 ييجفتها نيچن  براي را قوي منحصربفرد ثابت نقطه  يجفت هيقض
  .ميکرد اثبات را
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