
دسترسی در سایت http://jnrm.srbiau.ac.ir  
 1400 شهریورو  مرداد، و یکم یس، شماره هفتمسال 

 X588-2588شماره شاپا: 
  
 
 
  

هاي تحت اي و چندگروهروابط چندمجموعه
n
t -نرم  

  
  
  

 3، پیمان غیاثوند*2، سعید میروکیلی1نراقیحسین 
  
  

  گروه ریاضی، دانشگاه پیام نور، تهران، ایران   )3و2و1(
  
  
  

  17/09/1399تاریخ پذیرش مقاله:    11/07/1399تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده

دهیم که میها نشان نتایجی از یکریختی چندگروه ها ودر این مقاله پس از بررسی خواص و قضایایی در چندگروه
  نرم -ntتواند به یک چندگروه غیر ثابت دیگر تحت یک عمل دوتایی مناسب که آن را چگونه یک چندگروه می

نرم دلخواه به یک چندگروه، چندگروه دیگري را وابسته نموده و - ntنامیم، نسبت داده شود. در واقع تحت یک می
کنیم. از این فرایند براي تولید یک چندگروه غیر ثابت از یک رابطه ها را بررسی میواص متقابل آنخ

بریم. همچنین در پایان کاربردي از مفاهیم ارائه شده براي تولید نرم دلخواه بهره می- ntاي تحت یک چندمجموعه
  کنیم.رمزیکبار مصرف بیان می

  
  

 .نرم-ntاي، چندگروه، ي چندمجموعهچندمجموعه، رابطه ي کلیدي:ها واژه
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  مقدمه -1
هاي طور کاملاً طبیعی از زمینه ها بهچندمجموعه

در ریاضیات، علوم کامپیوتر، فیزیک و فلسفه  خاص
توان خیزد، گرچه در ریاضیات کلاسیک نمیمیبر

ي ها سروکار داشت. ایدهبا چندمجموعه مستقیماً 
توسط  1988اي براي اولین بار در سال چندمجموعه

 ددکیند مطرح گردید که در آن چندمجموعه به
به اعداد حسابی  Xي صورت تابعی از مجموعه

، گریسل مفاهیم 2009شود. در سال تعریف می
 ارتباط، عملکرد، ترکیب و هم ارزي در چند

ها را معرفی کرد. براي اطلاعات بیشتر و مجموعه
ها به کارهاي انجام شده در رابطه با چند مجموعه

]، 15]، [14]، [13]، [12]، [5]، [4]، [3]، [2[مراجع 
مراجعه کنید. تلا، دنیل و نازمول ] 18[و ] 17]، [16[

مفهوم چندگروه را مورد مطالعه قرار  2013در سال 
ها شده اند. مطالعات بسیاري روي چندگروهداده

]، 10]، [9]، [7]، [6]، [5]، [1[توان به است که می
  اشاره کرد.] 19[و ] 18]، [11[

ن است تکرار یک خانواده از اشیاء که هر شیء ممک
هم شده باشد (بر خلاف مجموعه) را یک 

هاي مختلف یک گوییم. نمایش چندمجموعه
چندمجموعه مانند  , , , , ,a b b c c c توان  را می

هاي صورت به  , ,
, ,a b c 1 2 3

 ،, ,a b c 
 
 1 2 3

، , ,a b c1 2 3 

 یا , ,a b c2 اشیاء  c و a ،b نوشت، که در اینجا 3
هستند و هر وقوع این اشیاء یک عنصر است. هر 
رخداد فردي از یک شیء در یک چندمجموعه 

دیگر عناصر  عبارت  شود. به عنصر آن نامیده می
  متمایز یک چندمجموعه اشیا آن هستند.

-در یک چندمجموعه x تعداد رخدادهاي یک شی
نامند که را تعدد یا ارزش مشخصه می Aي 

)معمولاً با  )AC x ي دهند. در نظریهنشان می
)جاي  ها بهمجموعه )AC x  ازx A استفاده می -

شود. چندمجموعه را با نماد  , AA C  نشان داده و
/اعضاي آن را با نماد  ( )Ax C x دهیم. در نشان می

جایی که ابهامی ایجاد نشود، بجاي  , AA C  ازA 
یا 

AC کنیم. اگر ابهامی پیش نیاید استفاده می
  کنیم.استفاده می Cاز ACبجاي 

اي از عناصر متمایز از یک چندمجموعه، مجموعه
 Aشود وآن را با نماد ریشه یا پشتیبان نامیده می

}ي دهیم. زیرمجموعهنمایش می | ( ) 0} Ax A C x 
Suppرا با نماد  AC دهند. همچنین به نمایش می

)Im ازاي هر ) At Cي ، زیرمجموعه
{ | ( ) } Ax A C x t  را با نمادtC دهیم،نمایش می 

)Imکه در آن  )AC ي تصویر یا برد چند مجموعه
A  .ي اي از یک چندمجموعهي ریشهمجموعهاست
Aي ، مجموعه :x x A  است، به عنوان مثال

}ي مجموعه اي چند ي ریشه مجموعه , , , , , }a a a b c c ،
}ي  مجموعه , , }a b c .است  

اي یک چندمجموعه را ي ریشهعدد اصلی مجموعه
  نامند.بعد آن می

را مساوي گویند و با  Bو  Aي دو چندمجموعه
A B دهند اگر نشان می( ) ( )A BC x C x.  

ي اعداد حسابی را با سراسر این مقاله، مجموعهدر 
 و مجموعه اعداد طبیعی را با نمایش می-

,...,0,1}کنیم دهیم. همچنین قرارداد می }n n 
,...,1}و  }n n. 

 ي چندنظریهدر بخش اول این مقاله، مقدماتی از 
نرم به طور -ntها از دیدگاه ها و چندگروهمجموعه

شود. در این بخش سعی شده خلاصه مطرح می
هاي بعدي است تعاریف و قضایایی که در قسمت

مورد نیاز است، بیان گردد. در بخش سوم به 
-ntي هاي روي یک مجموعهیکریختی چندگروه

ها را مورد مطالعه نرم پرداخته و برخی خواص آن
دهیم. در بخش چهارم، با استفاده از تعاریف قرار می

و مطالب استفاده شده، قضایا و نتایجی از روابط 
 ي را تحتمجموعهاي روي یک چندچندمجموعه

آوریم و در بخش نرم دلخواه بدست می-ntیک 
هاي انجام گرفته، نشان ، با توجه به بررسیپنجم

اي روي مجموعه ي چنددهیم که به هر رابطهمی



 

هاي تحت اي و چندگروهروابط چندمجموعه
n
t-153                                                                                                   نرم 

 

   

توان یک چندگروه تحت یک یک چندمجموعه می
nt-.نرم دلخواه نظیر کرد  
  
   نرم-ntهاي تولید شده توسط چندگروه -2

n:دوتایی  عمل :1-2تعریف  n n nT      را
,نامیم اگر به ازاي هر نرم می-ntیک  , na b c 

  هاي زیرصدق کند:در ویژگی
1 (( , ) ( , )n nT a b T b a،  
2 (( , )nT a n a،  
3 (( , ( , )) ( ( , ), )n n n nT a T b c T T a b c،  
a) اگر4 bوc d آنگاه ،( , ) ( , )n nT a c T b d.  

نرم باشد، برخی مواقع - ntیک  nکه در صورتی
)به جاي , )n a b نویسیم میna bسادگی . به

,توان نشان داد به ازاي هر می na b :داریم  
1( n na a n a a   ،  
2( n n nb b n b a a b       

لذا  min , na b a b . 
n: به عنوان مثال n n n      با ضابطه

0
n

a b n
a b

a b n a b n
 

  
   

  نرم است.-ntیک  

را  Gدر ادامه قصد تعریف چندگروه روي یک گروه
 کنیم منظور از چندداریم. در اینجا یادآوري می

زوج مرتب  Gروي مجموعه  GCمجموعه  , GG C 
GC:است که در آن  G باشد.می  

  
GC:] فرض کنید9[ :2- 2تعریف  G  یک

 GCباشد. در این صورت  Gچندمجموعه از گروه 
  شود، هرگاهنامیده می Gیک چندگروه روي

) ، Gدر  yوxبراي هر ) min{ ( ), ( )}G G GC xy C x C y 
) G ،1در  xبراي هر  ) ( )G GC x C x . 

 
) 2نامساوي در قسمت ( 2- 2توجه شود در تعریف 

در دهد، یعنی همیشه تساوي را نتیجه می
x ها براي هرچندگروه G داریم 

1 ( ) ( )G GC x C x . 

را غیرثابت گوییم هرگاه برد  Gروي  GCچندگروه 
عضو داشته باشد، به  عنوان تابع بیش از یکآن به

|عبارت دیگر  Im( ) | 2GC .  
  

GC:فرض کنید  :3-2تعریف  G  یک چند 
باشد که در آن  Gمجموعه از گروه 

Max ( )x G G x nC   وn  یکnt - ،نرم باشد
نرم تحت -ntرا یک چندگروه  GCدر این صورت 

n ازG براي هر نامیم، هرگاهمی x  وy  درG،  
 ( ) ( ) ( )G G GnC xy C x C y  
 

) G، 1 در x براي هر  )1 ) ( )G GC x C x . 
  

 nنرم تحت - ntیک چندگروه  Cاگر  قرارداد:
1از  2{ , ,..., } nG a a a1باشد 2( ) ( ) ( )  n n n nC a C a C a 

)را با نماد  )


 
a G

n C a دهیم.نمایش می  

  
 nو  nگروه متقارن  Gفرض کنید  :4- 2لم 

C :هاي زوج باشد. مجموعه جایگشت G   را
  کنیم:به صورت زیر تعریف می

( )
0

n

n

n f
C f

f


  




 

  
  در این صورت داریم:

  است. Gیک چندگروه از  C الف)
نرم باشد، به ازاي هر - ntیک  nب) اگر 

{0,1, , } r n ،: rC G  ي با ضابطه
( ) ( )r nC f C f r   یک چندگروهnt - نرم تحت

n  ازG .است 
  گیریم:براي اثبات دو حالت زیر را در نظر می اثبات:

f,حالت اول:  g G هایی زوج یا هردو جایگشت
f هر دو فرد باشند بنابراین g  نیز جایگشتی زوج

   است، لذا
 ( ) min ( ), ( ) C f g n C f C g  
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f,براي  حالت دوم: g Gها از جایگشت ، یکی
fزوج و دیگري فرد باشد، بنابراین  g  نیز

   جایگشتی فرد است، بنابراین
( ) 0 min{ ( ), ( )} C f g C f C g  

  
f از طرفی به ازاي G ،f  هردو جایگشت  و

 باهم یا زوجند یا فرد هستند بنابراین
1( ) ( ) C f C fپس ، C .یک چندگروه است  

  براي اثبات (ب) در هر دو حالت داریم:
 min ( ), ( ) ( ) ( )nC f C g C f C g   

  لذا 
( ) ( ) ( )  nC f g C f C g  

 پس داریم:
( )
( )

( ( ) ( ))
( ) ( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) )
( ) ( )

r

n

n n

n n

n n n

r n r

C f g
C f g r
C f C g r
C f C g r
C f r C g r
C f C g

 
  
  
   
 




 

  
نرم -nt چندگروهیک  rCدهد که این نشان می

  است. G از nتحت 
  

یک گروه باشد، اگر  Gفرض کنید  :5- 2گزاره 
GC  یک چندگروه باشد، آنگاه به ازاي هرnt- نرم

 nتحت نرم -nt یک چندگروه n ،GCمانند 
  است. Gاز 

a,ازاي هر به اثبات: b G ،:همواره داریم  
 min ( ), ( ) ( ) ( ) G GnG Ga aC C C Cb b  

 
یک  GCیک چندگروه باشد، آنگاه  GC بنابراین اگر

  است. Gاز  nتحت نرم -nt چندگروه
  

}فرض کنید  :6-2مثال  , , , } G K e a b c4  گروه
} کلاین و چهارتایی , , , }G

e a b cC 3 3 2 2
با جدول زیر  

  بیان شود:

c/2 b/2 a/3 e/3  
c/2 b/2 a/3 e/3 e/3 
b/2 c/2 e/3 a/3 a/3 
a/2 e/2 c/2 b/2 b/2 
e/2 a/2 b/2 c/2 c/2 

  
که در آن 

( ) ( )


G G

y
xC C
x

y
برابر با  

min{ ( ), ( )}G G

x
C C

y
x y

است. واضح است که در  

، G در yو  x این مثال همواره براي هر
 ( ) min{ ( ), ( )}G G GC xy C x C y  1و ( ) ( )G GC x C x  

است. حال با توجه به  Gیک چندگروه از  GCپس 
  نرم است،-4tي زیر یک با ضابطه 4که این

 
  
    

r s
r s

r s r s
4

0 4

4 4
 

  
نرم - 4t یک چندگروه GCلذا بنا بر گزاره قبل،

  است. G از 4تحت 
-ntچندگروه  GCدهد که اگرمثال زیر نشان می

لزوما  GCباشد آنگاه  Gاز گروه  n نرم تحت
  نیست. Gیک چندگروه از 

  
}فرض کنید  :7-2مثال  , , , } G K e a b c4  گروه

}چهارتایی کلاین و  , , , }G
e a b cC 4 3 2 1

  با جدول زیر  
  

  در مثال قبل تعریف شده است) شود: (بیان 
c/1 b/2 a/3 e/4  
c/1 b/2 a/3 e/4 e/4 
b/1 c/2 e/3 a/3 a/3 
a/1 e/2 c/2 b/2 b/2 
e/1 a/1 b/1 c/1 c/1 

  
  نیست، زیرا Gیک چندگروه از  GCآنگاه 

( ) ( )

min{ ( ), ( )}

G G

G G

C ab C c

C a C b






1

2

 

1f 
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  را با جدول زیر در نظر بگیرید:4نرم -4tحال 
c/1 b/2 a/3 e/4 4  
c/1 b/2 a/3 e/4 e/4 
b/1 c/1 e/2 a/3 a/3 
a/0 e/2 c/1 b/2 b/2 
e/0 a/0 b/0 c/1 c/1 

  
که در آن 

4( ) ( )


G G

x
C C

y
x y

برابر با  

4( ) ( )G GxC C
xy

y
یک  GCاست. در این صورت 

  است. Gاز  4تحت  نرم-4t چندگروه
 
 هایکریختی چندگروه -3

به ترتیب دوچند گروه از  Cو  Cفرض کنید 
همریختی گروهی  باشند. Gو Gهاي گروه

: h G G  را همریختی چندگروهی ازC  به
C  گوییم هرگاه C C hبه  ، به عبارت دیگر

xازاي هر  G ،( ( )) ( ) C h x C x .  
  

به ترتیب دو  Cو  Cفرض کنید : 1-3تعریف 
باشند. همریختی  Gو  Gهاي گروهچندگروه از 
:چندگروهی  h G G  را یکریختی چندگروهی

نویسیم تابع دوسویی باشد و می hگوییم هرگاه 
C C.  

باشد،  Gچندگروه از یک  Cهمچنین اگر 
:یکریختی  f G G  را یک خودریختی

، Gدر  xنامیم، اگر براي هر Gچندگروهی روي
( ( )) ( )C f x C x. 

  
به ترتیب دو  Cو  C فرض کنید :2- 3گزاره 

وباشند  Gو G هايچندمجموعه از گروه
:f G G یک یکریختی گروهی باشد که ازاي 

x به هر G  داریم( ( )) ( )C f x C x  اگر .
C  گروه  چندگروه ازیکG باشد، آنگاه C  یک

  است. Gچندگروه از گروه 

   باشند. G دو عضو از yو  x فرض کنید اثبات:
  

وجود دارند  G در yو  xبنابراین اعضایی مانند 
)که  )f x x  و( )f y yبنابراین .  

      
  

 
    

      
    

min ,

min ,

min ,

 









  





  



 

C x y C f x f y

C f xy

C xy

C x C y

C f x C f y

C x C y

 و

   

 
 
 

  
 

11

1

1

( )C x C f x

C f x

C x

C x

C f x

C x







 
 
 

 
 
 









 









 

 

 
 ترتیب دوبه Cو Cفرض کنید :3- 3گزاره 

 Gو Gهاي متناهیچندگروه یکریخت از گروه
  باشند، آنگاه: fتحت یکریختی

Imالف)  ImC Cهاي(بردهاي چندگروهC و 
C با هم برابرند.(  
 Gو  Gهاي به ترتیب زیرگروه tCو  tCب) 

  هستند.
Imtج) به ازاي هر C،t tC C و ( )t tf C C

. 
Supp.د)  (Supp )C f C   

 ImCعضوي دلخواه از t الف) فرض کنید اثبات:
وجود دارد به  G از x بنابراین عضوي مانند باشد.

) قسمی که )C x t . ،از طرفی( ) ( ( ))C x C f x .
)بنابراین  ) Im  t C x C ،لذا Im ImC C .

باشد،  ImCعضوي دلخواه از  tحال فرض کنید 
وجود دارد که  Gاز  xبنابراین عضوي مانند 
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( )C x t    و همچنین عضوي مانندx  ازG   
  

 کهطوريموجود است به

( ) ( ( )) ( )     t C x C f x C x  . 
  

)لذا،  ) ImC x C   بنابراین .Im ImC C .  
,ب) فرض کنید   tx y C آنگاه ،  

 
 

1 1( ) min ( ), ( )

min ( ), ( )

 




C xy C x C y

C x C y
t

 

  
1پس   txy C  و در نتیجهtC  زیرگروهG 

   است. Gزیرگروه  tCاست. به طریق مشابه 
:ج) تابع  t t tf C C  را با ضابطه
( ) ( )tf x f x  .در نظر بگیرید tfتعریف خوش

 xتعریف است و فرض کنید خوش fاست زیرا 
)باشد. بنابراین  tCعضوي دلخواه از  )C x t از .

)طرفی  ) ( ( ))C x C f x پس ،( ) tf x C .tf 
پوشا است، زیرا اگر  ty C  پسx G  وجود

)دارد به قسمی که  )y f x  و
( ) ( ( )) ( )   C x C f x C y t در نتیجه ،

 tx C  و( ) ty f x یک به یک بودن و .
نتیجه  fاز یکریختی بودن tfهمریختی بودن 

tشود، بنابراین می tC C .  
  شود.د) به سادگی اثبات می

  
)Aut کنید فرض :4-3لم  )G ي ي همهمجموعه

باشد. در  Gروي  Cهاي چندگروهی خودریختی
)Aut این صورت )G  ،تحت عمل ترکیب توابع

 دهد.تشکیل یک گروه می
واضح است که ترکیب توابع داراي خاصیت  اثبات:
پذیري است. براي اثبات بسته بودن فرض شرکت
)Autدو عضو از  g و fکنید  )G  باشند. از

  داریم: G در xطرفی دیگر براي هر 

( ( )) ( ( ( ))
( ( ))
( )

C f g x C f g x
C g x
C x






 

f به این ترتیب g عضوي از Aut( )G  .است
 دیگر گروه به سادگی قابل بررسی است. خواص

)Aut بنابراین )G  همراه با ترکیب توابع یک گروه
  است.

  
به ترتیب دو  Cو C فرض کنید :5- 3گزاره 

و  G هاي یکریختچندگروه یکریخت روي گروه
G  ،صورت دراینباشدAut( ) Aut( )G G.  

یکریخت هستند،  Cو  C از آنجایی که اثبات:
:یکریختی مانند  G G  موجود است که به

)Autدلخواه  عضو ازاي هر )f G ،
1 Aut( )f G     ،زیرا به ازاي هرx G،  

     
  

  
 

1 1

1

1

C f x C f x

C x

C x

C x

  



 

 













 

  


 

 
  توان نشان داد تابعسادگی میهمچنین به 

1

: Aut( ) Aut( )
( )

G G
f f



   



  
 

  
 ها است. پس داریم یک یکریختی بین گروه

Aut( ) Aut( )G G . 
  

و  Gیک زیرگروه از گروه  Hاگر  :6-3گزاره 
C  یک چندگروه ازG  باشد، آنگاهHC  یک

  است. Hنرم از -ntچندگروه  تحت 
  داریم:  Hدر  hو  hبه ازاي هر  اثبات:

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

H

n

H n H

C hh C hh
C h C h
C h C h

 
 

 
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hو به ازاي هر  H ،  
1 1| ( ) ( ) ( ) | ( )H HC h C h C h C h    . 

   یک چندگروه روي Cفرض کنید  :7-3نتیجه 
  

گروه متناهی  nG   باشد که
Max ( ) x GC x n  وAut( )G  همراه با ترکیب

باشد،  Gها رويي خودریختیتوابع گروه همه
* نگاشت :Aut( )C G  صورت زیر تعریف را به

  کنیم:می

( )
0

n

n

n f
C f

f
 

  




 

  آنگاه:
)Aut یک چندگروه از C*الف)  )G .است  

به ازاي هر  نرم باشد،- nt یک nب) اگر 
{ , , , } r n0 1 ،: rC G  ي با ضابطه

( ) ( )r nC f C f r  یک چندگروه nt - نرم
  است. G از nتحت 

)Aut می دانیم اثبات: )G  زیرگروهی از گروه
 6-3ي و گزاره 4-2لم است. لذا بنا به  n متقارن

 شود.سادگی نتیجه حاصل می به
  

Gاگر  :8-3مثال   6 و  

  { , }
{ , , }

x
C x x

x


 
 

4 0
2 2 4
1 1 3 5

 

  آنگاه 
Aut( ) {( ), ( ), ( ), ( ), ( )

( )( ), ( )( ), ( )( ),
( )( ), id}

G  2 4 1 3 1 5 3 5 1 3 5
2 4 1 3 2 4 1 5 2 4 3 5
2 4 1 3 5

 و

( ) , 
  

n

n

f
C f

f
4
0




 

  
)Autیک چندگروه از  Cآنگاه  )G .است  

  
اي روي یک نتایجی از روابط چندمجموعه -4

  چندگروه

ي غیر یک مجموعه S فرض کنید :1- 4تعریف 
: تهی متناهی، C S  یک چندمجموعه روي 

 

Sصورت ، در این:  R S S   را یک رابطه
نامند اگر و  Cاي روي چندمجموعه چندمجموعه

,فقط اگر براي هر  x y S، 
     , min{ , }R x y C x C y و براي هر , x y S 

) داشته باشیم , ) ( , )R x y R y x. 
Sیک چندمجموعه از  Rهمچنین اگر  S  باشد

)آنگاه  , )RR C اي است ي چندمجموعهیک رابطه
)که در آن  ) Max ( , )R y SC x R x yزیرا ،  

( , ) Max ( , ),  y SR x y R x y  
  

و  ( , ) min ( ), ( ) R RR x y C x C y لذا .
( , )RR C اي است.یک رابطه چندمجموعه  

  
ي غیر تهی یک مجموعه S فرض کنید تذکر:

: متناهی، C S  یک چندمجموعه روي S 
Maxباشد و  ( ) x S x nC  و:  R S S   

x,الف) به ازاي هر y S اگر ،  
      , min ,R x y C x C y  

 
 آنگاه ,R x y n.  

x,ب) به ازاي هر y S، اگر  
     , nR x y C x C y   

 
)آنگاه  , ) nR x y n n n  .  

  
ي غیر یک مجموعه S فرض کنید :2- 4تعریف 

: تهی متناهی، C S  یک چندمجموعه روي 
S باشد و Max ( ) x S x nC.  اگرn یکnt

:صورت نرم باشد، در این-  R S S   را یک
ي نرم روي چندمجموعه-ntايي چندمجموعهرابطه
C نامند اگر و فقط اگر براي هر می, x y S،   

     ,  nR x y C x C y  
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, و براي هر x y S :داشته باشیم  
( , ) ( , )R x y R y x . 

  
)توان گفت همواره نمی توجه: , )R C يیک رابطه 

 S ينرم روي چندمجموعه-nt ايچندمجموعه
  است. به مثال زیر توجه کنید.

  
فرض کنید  :3-4مثال  : , , C S 0 1 2  ،

:R S S  هاي زیر تعریف شده با ضابطه
 باشند:

{ , } { , }
( , )

{ , } { , }
{ , } { , }

x x y
x y

R x y
x y
x y


   
 

2 1 2
3 1 0
3 0 2

, 

( )


 
 

x
C x x

x

3 0
3 1
3 2

 

  
باشد. در  6-2نرم تعریف شده در مثال -4 4tو 

  این صورت
( , )

( ) ( )

 
 


R
C C4

4

3 0 2
2 0
3 3

2

 

  
)و در نتیجه  , )R C اي یک رابظه چندمجموعهnt-
  نرم نیست.

روي  Rاي ي چندمجموعهرابطهیک 
 Sي پشتیبان تحت مجموعه Cي چندمجموعه

) هايرا با نماد , , )S C R دهیم. نمایش می 
  

روي  Rاي ي چندمجموعهاگر یک رابطه :4- 4لم 
 Sي پشتیبان تحت مجموعه Cيچندمجموعه
 باشد، آنگاه:

* الف) * * R S S،  

.ب) 
t t tR C C   

)*الف) اگر  اثبات: , )x y R آنگاه   
    min , ), ( C x C y R x y 0  

  
) بنابراین ) 0C x  و( ) 0C y پس ،*x S  و

*y S.  در این صورت* * * R S S .  
) ب) براي هر عضو دلخواه , ) tx y R ، داریم

. ( , )tR x y 0  طرفیاز  
( , ) ( ) ( )t nR x y C x C y   

 بنابراین
( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( )

  
  

n

n

C x C x C y
C y C x C y

0
0  

  
) دهد کهاین نشان می , ) t tx y C C  . حال اگر

,به ازاي هر  x y S ،داشته باشیم ( )C x   و 1
( , )R x y  آنگاه 1 R S S که این نشان .

 ي چنددهد، تعریف ارایه شده براي رابطهمی
ي ي تحت مجموعهاي روي چندمجموعهمجموعه

  ي مجموعه معمولی است.پشتیبان تعمیمی از رابطه
  

)فرض کنید  :5-4گزاره  , )C G  یک چندگروه از
Max باشد و Gگروه  ( ) x G x nC اگر .n
نرم -ntیک چندگروه CRنرم باشد، آنگاه -ntیک 

Gاز گروه  G است که در آن  
( , ) ( ) ( ) C nR x y C x C y  

  
,به ازاي هر  اثبات: , ,a b c d G،  بنا بر تعریف

CR  داریم: 5-2قضیه و  
( , ) ( ) ( )
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( , ) ( , )

 
   
   

 

C n

n n n

n n n

C n C

R ac bd C ac C bd
C a C c C b C d
C a C b C c C d
R a b R c d

 

  
  شود.ي اثبات به سادگی نتیجه میبقیه
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:اگر  :6-4گزاره   R G G   یک چندگروه
Gاز  G باشد، آنگاه RC  یک چندگروه از گروه
G .است  

, به ازاي هر اثبات: ,a b y G،  
C (ab)=Max ( , )R y GR ab y  

  
,براي هر  x y G داریم  

( ) ( , ) ( , ) ( , )  R nC ab R ab xy R a x R b y
 

x,  بنابراین چون y دلخواه است لذا  
( )

Max ( , ) Max ( , )
( ) ( )

R

x S n y S

R n R

C ab
R a x R b y

C a C b
  

 

 

  
x همچنین براي هر  Sداریم  

1 1

1 1

( ) Max ( , )
( , )
( , )

 


 





R y SC a a y
R a x
R a x

 

  
)1 لذا ) ( )R RC a C a .  

دهند از چندگروه بودن دو مثال زیر، نیز نشان می
nt - نرمC از گروه G چندگروه بودن ،nt  - نرم
R ازG G شود و برعکس:نتیجه نمی   
  

)ي ي چندمجموعهدر رابطه :7- 4مثال  , , )G R C ،
C  چندگروه ازG  3  است اماR  چندگروه از

G G  نیست، که در آن:C G  و
:R G G   اند: صورت زیر تعریف شده به  

( )
,

x
C x

x


  

4 0
3 1 2  

  و

{ , } { , }
( , )

{ , } { , }
{ , } { , }


   
 

x x y
x y

R x y
x y
x y

2 1 2
3 1 0
3 0 2

 

 ايي چندمجموعهدر رابطه: 8-4مثال 
( , , )G C R، R  یک چندگروه از3 3   است

نیست، که در آن  3چندگروه از  C اما
3:C    و:R  3 3   هاي  با ضابطه

  اند:زیر در نظر گرفته شده

( )


 
 

x
C x x

x

6 0
2 1
3 2

 

  و

( , )


  

x y
R x y

x y
2
1 . 

  
) فرض کنید :9-4تعریف  , , )G S C R  و

( , , )G S C R    اي باشند. روابط چندمجموعه
 اي روي یکیکریختی از روابط چندمجموعه یک
f:صورت مجموعه به چند S S  نگاشتی

  هاي زیر صدق کند:دوسویی است که در شرط
S ،در x) براي هر 1     C x C f x.  
S ،در x) براي هر2      , , yRR x y f x f . 
  

) فرض کنید :10-4گزاره  , , )G S C R  رابطه
h:اي و چندمجموعه S S  نگاشت دوسویی

  باشد. قرار دهید 
S،  در x ) براي هر1 1( ) ( ) C x C h x،  
x,) براي هر2 y درS ،1 1( , ) ( ( ), ( ))R x y Rh x h y  .  

  صورتدر این
)الف)  , , )   G S C R اي رابطه چندمجموعه
  است.
)ب)  , , )G S C R  و( , , )G S C R     یکریخت

  هستند.
x,الف) براي هر  اثبات: y  درS داریم  

.
 
 

1 1

1 1

( , )
( ( ), ( ))

min ( ( )), ( ( ))

min ( ), ( )

R x y
R h x h y

C h x C h y

C x C y

 

 







 
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fقرار دهید  9-4ب) در تعریف  h.  
) فرض کنید :11- 4گزاره  , , )H C R  و

( , , )H C R   اي رويي چندمجموعهرابطه دوH 
Hو   باشند و:h H H   یک یکریختی

هاي زیر باشد که در شرط Hو  Hگروهی بین 
  صدق کند:

H،  در x ) براي هر1    C x h xC ،  
x,براي هر )2 yدرH،      , ,RR x y h x h y. 

  در این صورت:
 Cباشد، آنگاه  Hیک چندگروه از  Cالف) اگر 

H یک چندگروه از .است  
Hیک چندگروه از  Rاگر  ب) H باشد آنگاه
R  یک چندگروه ازH H  .است  

  اثبات می شود. 3- 2 ياثبات: همانند گزاره
اي ي چندمجموعهاینک فرض کنید دو رابطه

( , , )G C R  و( , , )G C R    یکریخت باشند، با دو
  توان نشان داد:مثال زیر می

باشد ممکن است  Gیک چندگروه از  Cالف) اگر 
C  یک چندگروه ازG .نباشد  
Gیک چندگروه  Rاگر  ب) G  باشد ممکن

Gیک چندگروه از  Rاست  G  .نباشد  
  

اي ي چندمجموعهالف) دو رابطه :12-4مثال 
( , , )G C R 3  و( , , )G C R   3  یکریختند

است ولی  Gبا تعریف زیر یک چندگروه از  Cو 
C  یک چندگروه ازG .نیست 

( )
x

C x x
x


 
 

100 0
50 1
50 2

 

 
2  1  0  R  

45  45  0  0  
30  0  45  1  
0  30  45  2  

  و

:

( )

f G G
x

f x x
x




 
 

2 0
1 1
0 2

 

( )
x

C x x
x


  
 

50 0
50 1
100 2

 

2  1  0  R  
45  30  0  0  
45  0  30  1  
0  45  45  2  

  
)اي چندمجموعه يب) دو رابطه , , )G C R 12 

)و  , , )G C R   12 یکریختند و ،R  یک
Gچندگروه  G  است ولیR  یک چندگروه از
G G   نیست که:C 12  ،

:R  12 12   ،:C 12  ،
:R  12 12    و:f G G  با ضوابط

 اند:زیر تعریف شده
( ) , ( ) ( )C i i C i f i   115 15  

   ( , ) , , ,
 

 



i j
R x y i j

else

1 5 0
1 5 4 8
1 3

 

   ( , ) , ,
 

  



i j
R i j i j

else

1 5 0
1 5 1 1 8
1 3

 

  و

. ( )


 



x
f x x

x else

1 1 4
4 1 1  

 
ي تولید چندگروه توسط رابطه -5

  ايچندمجموعه
) فرض کنید :1-5تعریف  , , )S C R که در آن 

C یک چندمجموعه رويS و R ي یک رابطه



 

هاي تحت اي و چندگروهروابط چندمجموعه
n
t-161                                                                                                   نرم 

 

   

است، نگاشت یک به یک و  Cاي روي چندمجموعه
: پوشاي f S S  خودریختی چندرا یک 

, نامیم، اگر براي هر ܵ اي رويمجموعه x y S،  

    
( ( ), ( )) ( , ),

.
R R
C f
f x f y x y

x C x


 

  
)Aut فرض کنید :2-5نتیجه  )G ي مجموعه

)هاي ریختیي خودهمه , , )S C R باشد. در این 
)Autصورت  )G  تحت عمل ترکیب توابع تشکیل

 دهد.یک گروه می
واضح است که ترکیب توابع داراي خاصیت  اثبات:
پذیري است. براي اثبات بسته بودن بودن شرکت

f, فرض کنید g دو عضو از Aut( )G  باشند
x, آنگاه براي هر y در S :داریم 

( ( ), ( ))
( ( ( )), ( ( ))
( ( ), ( ))
( , )

R f g x f g y
R f g x f g y
R g x g y
R x y





 

 

  
  داریم: S در x از طرفی دیگر براي هر

( ( )) ( ( ( ))
( ( ))
( )

C f g x C f g x
C g x
C x






 

  
f به این ترتیب g عضوي Aut( )G است 

 به سادگی قابل بررسی است. خواص دیگر گروه
)Aut بنابراین )G  همراه با ترکیب توابع یک گروه

  است.
  

به ترتیب دو  R و R فرض کنید :3-5گزاره 
 و C هاياي روي چندمجموعهرابطه چندمجموعه

C باشند. اگر ( , , )G S C R  و
( , , )G S C R    یکریخت باشند در این صورت

Aut( ) Aut( )G G.  

)از آنجایی که  اثبات: , , )G S C R  و
( , , )G S C R    یکریخت هستند تابع 

 

:S S   وجود دارد که به ازاي هر
Aut( )f G،1 Aut( )  f G ،  زیرا به

xازاي هر S،  
    

    
    

    
 

1 1

1 1

1 1

1 1

,

,

,

,

,

 

 

 

 













   

 

 

R f x f y

R f x f y

R x y

R x y

R x y

   

 

 

   

 

  
  توان نشان داد تابع همچنین به سادگی می

1

: Aut( ) Aut( )
( ) 


  
G G

f f


  
 

  
  ها است. پس داریمیک یکریختی بین گروه

Aut( ) Aut( )G G . 
  

)فرض کنید  :4-5گزاره  , , )G S C R  یک
ي تحت مجموعه Cاي روي رابطه چندمجموعه

} پشتیبان , ,...., }S n 1  باشد، نگاشت 2
t ): Au ( C G  شود:صورت زیر تعریف میبه  

 min ( ) | ( )
( )

f i f i i f id
C f

n f id
  

  


 

  
Max کهطوريبه ( ) 

ni iC a nآنگاه .  
) یک چندگروه غیرثابت از Cالف)  )Aut G .است  

نرم دلخواه باشد آنگاه به ازاي -nt یک nب) اگر
} هر , ,.., }r n0 1 ،( ) ( )r nC f r C f   یک ،

) از nنرم تحت -nt چندگروه )Aut G .است 
idالف) به ازاي هر  اثبات: f G  دهیمقرار می 

 ( ) min ( ) | ( )C f f i f i i    
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,فرض کنید  ( )f g Aut G  وidf g ، آنگاه 
 ( ) min ( ) | ( )    C f g f g i f g i i  لذا

  وجود دارد که  rعضوي مانند
( ) ( )  C f g f g r  

  و 
( ) f g r r  

  
)حالت اول:  ) ( )f g r g r بنابراین ،  

 
( ) ( ( ))

min ( ) | ( )
( )

min( ( ), ( ))

C f g f g r
f i f i i

C f
C f C g

 

 


 



 
  

)حالت دوم:  ) ( )f g r g r بنابراین ،
( )g r r و  

 
( ) ( ( )) ( )

min ( ) | ( )
( )

min( ( ), ( ))

C f g f g r g r
g i g i i

C g
C f C g

  

 


 



 

  
idفرض کنید  ( )f A ut G  آنگاه .s S 

  وجود دارد به قسمی که:
 ( ) min ( ) | ( ) ( )C f f i f i i f s     

 
)دهیم قرار می ( )) f f s k بنابراین .

1( ) ( ) ( )  C f f s f k  1و( ) f k k در ،
)1نتیجه  ) ( ) C f C fپس .C  یک چندگروه

)از  )Aut G .است 
  براي اثبات (ب) در هر دو حالت داریم:

 min ( ), ( ) ( ) ( )    nC f C g C f C g  
  

)لذا  ) ( ) ( )   nC fg C f C g:پس داریم ،  
( ) ( )

( ( ) ( ))
( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( )

r

n

n n n

r n r

C fg C fg r
C f C g r
C f r C g r
C f C g

  
   
    
  

 

نرم -nt یک چندگروه rCدهد که و این نشان می
) از nتحت  )Aut G  .است  

  غیرثابت است. فرض کنید  Cدهیم حال نشان می
 ( ) min ( ) | ( ) f f i f i i . 

  
)اگر  ) f n :آنگاه دوحالت زیر را داریم  

)الف)  ) f n n در این صورت از ( ) f n  و
گیریم یک به یک بودن نتیجه می n . در

) نتیجه ) f n n .و این تناقض است  
)ب)  ) f n n آنگاه ( ) ( )f n f  از .( ) f n 

)داریم  ) f n nاز طرفی . ( ) f n nپس . 
( ) f n n و این تناقض است.  

)در نتیجه  ) f n دهد و این نشان میC 
  غیرثابت است.

  
)فرض کنید  :5-5نتیجه  , , )G S C R  یک

ي تحت مجموعه Cروي  ايرابطه چندمجموعه
)باشد.  S متناهی , , ) nG C R   صورت را به

  کنیم:زیر تعریف می
:) تابع 1  nS  .یک به یک و پوشا است  
2 (: nC     1و. ( ) ( ( ))C i C i    
3 (1 1( , ) ( ( ), ( ))R i j R i j   .  

)Autهمچنین به ازاي هر  )f G،  

1

:

( ) ( )



  
n nf

f i f i


  

   

  
  در این صورت: 

)Autالف) اگر  )f G 
 آنگاه ،

( )  f g f g  .  
  يبا ضابطه dي ب) چندمجموعه

: Aut( )
( ) ( )


 r

d G
d f C f 

  

  
)Aut از nنرم تحت -nt یک چندگروه )G 

  است.
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)Autاگر  اثبات: )f G آنگاه براي هر ، ni  
  داریم:

     
  

  
  

1

1 1

1

1

(C f i C f i

C f i

C f i

C i


 

  







 













  


 

  
,به طور مشابه به ازاي هر   ni j  :داریم  

( ( ), ( )) ( , )R f i f j R i j 
    

  
)Autکنیم اینک فرض می )f G 

 لذا به ازاي .
niهر  N:  

1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))
( )

f g i f g i
f g i

f g i



 

 

   



 






   
    


 
)بنابراین  )  f g f g  .  

,) فرض کنید 2 Aut( )f g G، :بنابراین  
( ) (( ) )

( )
( ) ( )

( ) ( )

r

r

r n r

n

d f g C f g
C f g
C f C g
d f d g



 

 



  

 

 
  

  
تحت نرم- nt یک چندگروه dدهد و این نشان می

n  ازAut( )G .است  
  
تولید رمز یکبار مصرف با استفاده از  - 6

  ايخودریختی روابط چند مجموعه
بخش با توجه به مفاهیم بالا به یکی از در این 

کنیم. در حال حاضر کاربردهاي چندگروه اشاره می
رمزهاي یکبار مصرف براي بانکداري اینترنتی یا 

هاي اجتماعی تایید هویت واقعی اشخاص در شبکه
در اینجا مشابه شبیه ]. 22-21[شودمی استفاده

ر سازي تولید اعداد تصادفی و شبه تصادفی در آما

هاي آن، اعداد به کمک چندگروه و خودریختی
کنیم و از آن رمز یکبار مصرف تصادفی را تولید می

سازیم. با  توجه به زمان ورود فرد براي دریافت می
توان به شود و میرمز یکبار مصرف ، رمز تولید می

هاي اضافه بر زمان راحتی رمز را بر اساس مولفه
ساس زمان ورود و تولید کرد. به طور مثال بر ا

توان رمز یکبار مصرف را تولید کنیم. کدملی و ... می
کنیم و سپس با یک ابتدا الگوریتم زیر را بیان می

  کنیم:مثال رمز را تولید می
 الگوریتم تولید رمز یکبار مصرف 
ساعت  .1 h دقیقه، m ثانیه، s روز ، a و ماه

 b 1را به صورتm hmsab .وارد کنید  
2به ازاي .2 8 i ،8

1
1

8( 1) iو i
i

m m i m m


    

را در نظر بگیرید. حال قرار دهید




m
m

81
2

.  

iبه ازاي هر  .3 1 8،i
i i

m
m

   82
. 

اي با در نظر گرفتن یک رابطه چندمجموعه .4
)Autمناسب،  )G را بدست آورده و قرار بده 

| Aut |( )
| Aut |

i
ii

G
G

  


  

  8
8 12

. 

iبه ازاي هر  .5 1 8،iiP



. 

)Autبه ازاي هر  .6 ) G ،( )rC   را بدست

 آورده و قرار بده
( ( ))

| Aut |


 





AutG

rC
sd

G


 8
1
8

3
. 

ام انتخاب شود iاگر بخواهیم رمز براساس روز  .7
Passwordقرار دهید  (sd+p )i 1010. 

انتخاب  8تا  1اگر بخواهیم رمز براساس ارقام  .8
را وارد کن و قرار دهید kشود عدد 

Password (sd+p )k 1010. 
  

)اي رابطه چندمجموعه: 1-6مثال  , , )G S C R 
:که در آن  , ( )C S C x a    
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 مطابق با جدول زیر در نظر بگیرید: Rو رابطه
8  7  6  5  4  3  2  1  R

 

0  0  0  0  0  0  a 3
  

0  1  
0  0 0 a2

  

0  a2
  

0  a3
  

2  
0  a2

  

0 0 a4
  

0  a2
  

0 3  
0  0 0 0 0 a4

  

0  0 4  
0  0  a4

  

0 0 0 a2
  

0 5  
0 a2

 

0 a4
 

0 0 0 0 6 

a3
  

0  0  a2
  

0  a2
  

0  0  7  
0  a3

  

0  0 0 0  0  0  8  
 

min{ ( )}i ia C a  8
1 , 

a a a 2
8 , 

a a a a  3
8 8  و 

a a a a a   4
8 8 8 . 

  
الگوریتمی براي تولید یک رمز یک بار مصرف به 
شکل زیر به کمک مفاهیم گفته شده خواهیم 

  داشت:
Aut( ) {id, ( )( ), ( )( ),

( )( )( )( )}
G  1 8 2 7 3 5 4 6

1 8 2 7 3 5 4 6
 

  
  

rهمچنین به ازاي  a   داریم: 2
  

    
  

( )

id

r

a f
a f

C f
a f
a f

  
    
 

  

2
8

2
8

2
8

2
8

3 3 5 4 6
1 1 8 2 7 3 5 4 6
1 1 8 2 7
8

 

 
با استفاده از الگوریتم بالا به عنوان مثال به ازاي

a  خرداد، ساعت  17براي روز چهارشنبه،  7
  ، داریم:12:20:30

m 1 122030173  

( ) ( ) ( ) ( )
.

( )
AutG

rC







     








8 8 8 8 8 8

8

83 6 1 6 1 6 8 6
7

( ( ) )

| A u t |

.

.



 










A utG

rC
sd

G


 8

70 4 3 7 4 9 9 9 8 6 8

0 1 8 7 4 9 9 9 9 8

1
8

3

7
 

  
 245449713طبق جدول زیر رمز مربوطه برابر لذا 
 باشد.می

  
  ): جدول رمز یکبار مصرف1جدول(

iP  iSd روز ردیف P 
 0,228915138 0,04141514 شنبه 1
 0,230017445 0,042517447 یکشنبه 2
 0,232222056 0,044722058 دوشنبه 3
 0,236631276 0,049131278 سه شنبه 4
 0,245449713 0,057949715 چهارشنبه 5
 0,263086585 0,075586587 پنجشنبه 6
 0,298360325 0,110860327 جمعه 7
8  ------ 0,181407806 0,368907804 

  
  

   



 

هاي تحت اي و چندگروهروابط چندمجموعه
n
t-165                                                                                                   نرم 
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