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 چکيده 

مطالعه  مورد  همواره  رسته  آن   يهايختياز تکر  يمختلف  يهاردهنسبت به    رسته  کيدر    يک ش ي   يويانژکت  مفهوم

 ي رو  ييمرتب جز  يهاستميس  -S   همنظم را در رستمرتب  اول    يهايختيمقاله، مفهوم تکر  نياست. ما در ابوده  

  ي خت ياز تکر  ک ردهي  Mکه    ،م يپردازيم  اء آن رستهياش  يويانژکت  -M  و به مطالعه  ف کرده يتعر S ييتکواره مرتب جز

حاصلضرب  مانند حاصلضرب، هم   ييرهانسبت به ساختارا    هايختين تکريا  رفتار  بعلاوه،باشد.  يماول مرتب منظم    يها

دا  يما، پ  ييم. هدف نهاي دهيقرار م  يمورد بررس  ييمرتب جز  يهاستميس–Sبر و جلوبر  م و عقبيمجموع مستق  و

 اول مرتب از آن است.   يهاعيو توس يک شي منظ م اول مرتب  يوين انژکتيکردن رابطه ب
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 مقدمه -1

گروه مي ن)  يي تکواره مرتب جز  Sگروه(  ميتکواره )ن ک  ي

جز ناييمرتب  ميم(  هرگاه  شوديده  مج ي،    موعه ک 

  آن،   ييرابطه مرتب جز  که  يبوده به طور  ييجزمرتب  

  يبرا گريد به عبارتد. باش ييمل دوتاسازگار با ع ،≥

,sهر   t, s′, t′ ∈ S  اگر s′ ≤ t′  و s ≤ tآن   گاه، 

ss′ ≤ tt′  .ناتهي مجموعه  مرتب  ا  I  ي ک  تکواره  ز 

IS، هرگاه مييگوآل راست  دهيک ايرا    S  ييجز ⊆ I  .

ک  يرا    S  يياز تکواره مرتب جز   Iت  آل راسدهيک اي

راست  دهيا برامييگومرتب  آل  هرگاه  s  ي،  ∈ S    و

s′ ∈  I  ،s ⩽ s′  کيا sند  جاب  ∈ I  ]1[ برا ک  ي   ي. 

مرتب آل  دهي، اS  يياز تکواره مرتب جز   Xرمجموعه  يز

↓را با    Xد شده توسط يتول (XS)  و    مي دهيش مينما

 برابر مجموعه  

{t ∈ S |t ≤ xs, x ∈ X , s ∈ S  به ازاي  }       
 

↓باشد،    يمتناه  يامجموعه  Xاگر  باشد.  يم (XS)   را

و هرگاه   مييد شده گويتول  ايمتناه  مرتب  آل راستدهيا

X = {x}  اآن آن  به  راست  دهيگاه    ي اصلمرتب  آل 

با    مييگو ↓و  (xS)  مـينما   ي رابــ.  ]1[م  يدهيش 

ستم مرتب  يس -𝑆ک  ي ،S ييب جزـواره مرتـک تک ـي

است    A  ييرتب جزوعه مک مجمي،  Aراست    ييجز

تابع همراه  A  به  × S → A  طور برا  يبه   هر   يکه 

s ∈ S   هر aو  ∈ A  اگر  ،as    دهنده ر  يتصونشان 
(a, s)  هر   يگاه برا، آنتحت تابع فوق باشدs, t ∈ S  

,a و هر  b ∈ A م: يداشته باش 

1)  (as)t = a(st)، 

2)  a1 = a، 

aاگر ( 3 ≤ b  گاه آنas ≤ bs، و  

sاگر ( 4 ≤ t  گاه آنas ≤ at. 

 – Sر يزک  يرا  B   ييجز  مرتب  ستميس  – Sک  ي

هرگاه  ينام  Aاز   ييجز  مرتب  ستميس ک  ي  Bم، 

مان  ه عمل ضرب با هباشد و نسبت ب  Aرمجموعه از  يز

ب منظور  ين مقاله به ترتيدر ا  بسته باشد.   Aدر ب  يترت

 ستميس – Sآل،  دهيو ا  ييجز  مرتب  ستميس  – S  از

ا  ييجز  مرتب و  م دهيراست  راست  فرض    باشد.يآل 

د.  ـنــاش ـب  ييجز  مرتب  ستميس  - Sدو B و   A   ديکن

ا صــيدر  نگـن  fت  ــاشـورت  ∶ A → B  کي  S- 

 که  يدر صورت  ، شوديده ميامن  ييمرتب جز  يختيهمر

s   هر  يبرا ∈ S و a, a′ ∈ A،   f(as) = f(a)sو 

a  ينامساو ≤ a′،  که    جه دهدينتf(a) ≤ f(a′).  ه ـب

قا  يقم ) برابرساز( د ـظـمن  يت ـخـيرـک تک ـيلاوه  ــع

ترتي نشاننده  جزيک    ي خت يهمر  يعنياست؛    ييب 

f( يختي)تکر ∶ A → Bهر    ي که در آن براa, a′ ∈ A ،  

f(a) ≤ f(a′)  تنـاگ و  اگرـهـ ـر  a  ا  ≤ a′رس   ه ت ـ. 

 يها  يختيو همر  ييمرتب جز  يهاستميس  -Sهمه  

آنيب با  ن  را  مينما  Pos-Sها  ت  ـهـ ـم. جي ـدهيش 

حاصيادآورـي خـيرب  ـضـــلـ،  اوادـانــک   -Sز  ه 

ها با عمل آن  ي ، ضرب دکارتييمرتب جز  يهاستميس

ک  يحاصلضرب ن هميباشد. همچن يم يامولفه مرتب 

ازخانو جز  يهاستميس  -S  اده  اجتماعييمرتب   ،  

عمل  آن  منفصل با  معمولا  است  يامولفهمرتب  ها   .

هم  يبرا و  ترتحاصلضرب  به  از يحاصلضرب  ب 

م∐ و    ∏  ينمادها براياستفاده   ي مطالعه  يشود. 

 ]2[  توان بهيم مين مفاهيشتر در مورد ايات بييجز

 A ييستم مرتب جزيس  -Sک ياز    θعضو   رجوع کرد.

ثابت  يا  ر عضو  گوي ک  صفر  بم  ييا   هر    يراـهرگاه 

s ∈ S  ،θs = θ د  ـيـنـرض کـ. فA   ک  يS-  ستم  يس

جز ا  ييمرتب  در  صورت  يباشد.  مرکز   Aن   يرا 

باشد. ي  ک عضو صفري   يدارا   Aهرگاه    م،ـيـيگو   کتا 

 م، هرگاه     يرا باوفا نام A  ييستم مرتب جزيس -Sک  ي
(Θ: A) = { 𝑠 ∈ 𝑆|𝐴𝑠 = Θ} = {0}  

 

Θکه در آن   = {𝜃}  ر  يک زي𝑆-  يي ستم مرتب جزيس 

  يي مرتب جز  يهاستمين مقاله س ياست. ما در ا  Aاز  

  ي ک همنهشت ي  م.يدهي را مورد مطالعه قرار م  يمرکز

S-  ي ـيزـب جـستم مرتيس ρ  يرو Aک  ـي ع  ـ، در واق

  ستم يس  -S  ت کهـاس  يـستمـيس  -S  ي تـهشـنـهم
𝐴

𝜌⁄    ک  يبتواندS-  جزيس مرتب  به    ييستم  باشد 

همر  ياونه گ    ي ستمـيس  -S  يکانون  يختيکه 



 

                                                                                                  منظم اول مرتب ييمرتب جز يهاستميس  - S  يوي انژکت
 

   

A → 𝐴
𝜌⁄ همـي    مرتب  يس  -S  ي ـخت ـيرـک  ستم 

برا  ييجز ،  A  يرو R   ييدوتا  يرابطهک  ي  ي باشد. 

ا  A  يرورا    R≥  يرابطه صورت يبه  ف يتعر  ن 

a: ميکنيم ≤R a′  اگر تنها  و    ي عضوها  اگر 

a1, a′1 , … , an, a′
n ∈ A هچنان موجود باشند ک 

 a ≤ a1Ra′
1 ≤ ⋯ ≤ anRa′

n ≤ a′.   
 

  ک ي  A  ي رو  ρ  يستميس  -S  ي ک همنهشتي ن  يبنابرا

است اگر و تنها    يي ستم مرتب جزيس  -S  ي همنهشت

aهرگاه    ′aρaاگر   ≤ρ a′ ≤ρ aب،  ين ترتي. به هم

جزيس  -Sک  ي مرتب  ق  ييستم  𝐴  يسمتـخارج 
𝜌⁄ 

  ي دارا که    است  ي ستم خارج قسمتيس  -Sک  ي  قاًيدق

ρ[a]  ييب جزيترت ≤ [b]ρ    اگر و تنها اگرa ≤ρ b  

  يي مرتب جز  يستم يس  -S ين همنهشتيهمچن  باشد.

ρ(H)  يرو  A  توسط  يتول شده  Hد  ⊆ A × A    به

ا  ر   ]3[مرجع    از   3.   3)گزاره    باشديمر  يز  صورت

aاگر و تنها اگر    ′aρ(H)a:  (ديکن  لاحظهم = a′  ا ي

,s1  يعضوها s2, … , sn, t1, t2, … , tm ∈ S   چنان

   که يد باشند به طوروجوم
 a ≤ c1s1   
 d1s1 ≤ c2s2    
 d2s2 ≤ c3s3    
 d3s3 ≤ c4s4   
 . . .  dnsn ≤ a′ 

 و
 a′ ≤ p1t1 

q1t1 ≤ p2t2 
q2t2 ≤ p3t3 

q3t3 ≤ p4t4 
…   qmtm ≤ a               

 

i هر    يبرا  که = 1, 2, … , n    وj = 1, 2, … , m  

c𝑖)م  يدار , d𝑖), ( pj, qj) ∈ H ∪ H−1 ،بعلاوه  .

رر ρ(H)   يبيترت  يرابطه ايم   A  يوا  به  ن  يتوان 

تعر ρ[a]نمود:  ف  يشکل  ≤ [b]ρ    اگر تنها  و  اگر 

a ≤ρ a′  يعضوها  اي   s1, s2, … , sn ∈ S    چنان

 که  يبه طور موجود باشد
 a ≤ c1s1 

d1s1 ≤ c2s2 

d2s2 ≤ c3s3 

d3s3 ≤ c4s4    

. . .  dnsn ≤ a′           

 

برا طب  هر  يکه  i   يعيعدد  = 1, 2, … , n  م يدار  
(ci, di) ∈ H ∪ H−1 . 

 

 پيشينه تحقيق  -2

اول   يهاستميرسيز -Sخچه يبه تار يم نگاهين اکنون

ستم مرتب يس  -S  ريز  از آنگرفتن  ده  يم و با اياندازيم

را    ييستم مرتب جزيس  -Sک  ي از    اول مرتب  ييجز

در    ي ديمف  ياول ابزارها  يهاآلدهيم. ايکنيف ميتعر

ستون در  يفورد و پريکه کل گروه ها هستندمي ه نينظر

اندبه آن  ]4[ ک  يم که  يکنيم  يادآوري.  ها پرداخته 

ن  Iآل  دهيا گروه  ياز  نام   Sم  اول  برا  ندرا   يهرگاه 

s, s′ ∈ S  شمول  ،sSs ′ ⊆ Iا کند  ي،  sجاب  ∈ I 

′sاي ∈  I   ،به طور معادل .I  و تنها اگر    ست اگراول ا

ا  يبرا ⊇ AB، شمول  Sاز     Bو    Aآل  دهيهر دو  I 

Aجاب کند يا ⊆ I ايB ⊆ I  مراجعه   ]4[ ) به مرجع

ا  .د(يکن که  طور  مدوليهمان  به  مفهوم  اول   يهان 

  ي تم هاسيس  -Sبه    ،م داده شدهيتعم  ]5[  توسط داونز

ن احسنياول  توسط  استيتعم  ]6[  ز  شده  داده  .  م 

 باشد.  Aستم  ياز س  يستميرسيک زي  Bد  يفرض کن

 ن صورت مجموعه يدر ا

(B ∶ A) = {s ∈ S ∶  As ⊆ B}       
 

.  مييسته گوآل وابدهيآن اکه به    است  Sآل از دهيک اي

زي س  Bستم  يرسيک  ز  Aستم  ياز  اول  يرس يرا  ستم 

برا  است s  هر  يهرگاه  ∈ S  و  a ∈ A   شمول  

aSs ⊆ B جاب کند  ي، اa ∈ B  ايs ∈ (B ∶ A)   .ک  ي

است     Sاز    Iآل  دهيا تنهاول  و  اگر  اگر  ک  ي  Iا 

 . ]6[باشد Sاز   يستم اول يرسيز
ها دهه  طول  وس ياخ  يدر  در    يعير، حجم  متون  از 

  ي ويآنچه که معمولا به آن انژکت  يعلم جبر به بررس

ده است.  ـه شـنامند، پرداختيک رسته مياز   يک شي

ک رسته را در  يدر    يويانژکت  -Mمفهوم    يبناشفسک 
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ر رده از  يک زي  Mکه    يان کرده است به طوريب  ]7[

خت ير  -Mآن    يباشد )که به عضو هايها م  ي ختيکري

از   A يک ش يشود:  يف مير تعريم( و به صورت زييگو

 - Mهر    يند، هرگاه برايو گويانژکت  -Mک رسته را  ي

gخت  ير ∶ B → Cيختير، هم   f ∶ B → A  بتوان را 

f̅  يختيبه همر ∶ B → A   ي عنيع داد  يتوس  fg̅ = f 

]7[. 

 
 

مرتب    يهاستميس  -S  يويانژکت  -Mه  ن مقاليما در ا

 ي هايختياز تمام تکر  يارردهيز  Mکه    ي، زمانييجز

  يي مرتب جز  ي هاستمياول مرتب  منظم در رسته س

ستم  يس  -𝑆  کي م.  يدهيباشد، را مورد مطالعه قرار م

ع اول يک درونبر اول مرتب از توسيرا    A  ييمرتب جز

:𝑓  مرتب 𝐴 → 𝐵  م هرگاهينام𝑓   ن چپ  وارو  ي دارا

𝑔: 𝐵 → 𝐴     ب  اول مرت  ي ک درونبريباشد، که به آن

نشان خواهييگو اگر  يم.  که  داد  همري  𝑓م    ي ختيک 

منظم مرتب  آن  اول  و  𝑓∏حاصلضرب  گاه  باشد، 

اول مرتب منظم    يختيز تکريآن ن  𝑓∐حاصلضرب  هم

ا اما  برا ياست و برعکس.  لزوما  امر  ک خانواده  ي  ين 

تکر از  مرتب    يهايختيمجزا  برقرااول  ر  منظم 

ر و جلوبر عقب ب ييستايت اين خاصيباشد. همچن ينم

  ي ن مقاله بررسياول مرتب منظم را در ا  يهايختيتکر

 م. يکنيم

 

رسته  -3 مرتب  يهايختيتکر  ياخواص    اول 

   منظم

ا از معرف  نيدر  بعد  اول    يهانشاننده  يبخش  مرتب 

مربوط به حاصلضرب   ياخواص رسته  يمرتب به بررس

  ي هايختيتکر  ي ر براحاصلضرب و جلوبر و عقب بو هم

 م. يپردازيمرتب منظم ماول 

 

 مرتب   را اول  Sاز    Iآل  دهياک  يالف(    (1-3ف  يتعر
 

براينام ,s هر    يم، هرگاه  s′ ∈ S  شمول ،sSs′ ⊆↓

I ∩ ↑ I  جاب کند  ياs ∈ I ا يs′ ∈ I. 

ستم  يس  -Sاز    B  يي ستم مرتب جزيس  -Sر  يک زيب(  

  يي ستم مرتب جزيس  -Sر  يک زيرا    A  ييمرتب جز

نام مرتب  براياول  هرگاه  aهر    يم،  ∈ A    وs ∈ S 

aSs شمول   ⊆↓ B ∩↑ Bکند  يا aجاب  ∈ B   ا  ي

As ⊆  B. 

مرتب جزيس  -S  ج( نام  A  ييستم  مرتب  اول  م  يرا 

Θ  هرگاه = {θ}  زي مرتب جزيس  -Sر  يک    يي ستم 

  يي باشد. به خصوص، تکواره مرتب جز  Aاول مرتب از  

S  ا هرگاه  است  مرتب  به   Sاز    {0}ر  آل صفده ياول 

اول مرتب از    ييستم مرتب جزيس  -Sر  يک زيعنوان  

S باشد. 

f  ييمرتب جز  يختيهمر  -Sک  يد(   ∶ A → B   را اول

ستم مرتب  يس  -Sر  يک زي  f(A)م، هرگاه  يمرتب نام

  ي ختيهمر  -Sن هر  يباشد. بنابرا  Bاول مرتب از    ييجز

 پوشا، اول مرتب است.  ييمرتب جز

 

ک  ي  S  ييرتب جزواره ماز تک   Iآل  دهي( ا3-2گزاره  

ک  يبه عنوان  Iآل اول مرتب است اگر و تنها اگر دهيا

  .باشد اول مرتب يي، مرتب جزSستم از  يس -Sر يز

کناثبات:   اي  Sاز    Iآل  دهياد  يفرض  اول  دهيک  آل 

برا و  باشد  𝑠هر    ي مرتب  ∈ S    وs′ ∈ S    شمول

 sSs′ ⊆↓ I ∩↑ I  م. چونيرا داشته باش  I  آل دهيک ا ي

s، پس  اول مرتب است ∈ I  ا  يs′ ∈ Iيي . از آن جا  

اي  Iکه   مدهيک  است،  گفت  يآل  sتوان  ∈ I  ا ي 

𝑆s′ ⊆ I. نت زي  Iجه  ي در  مرتب يس  -Sر  يک  ستم 

از    ييجز  Iد  ياست. برعکس، فرض کن  Sاول مرتب 

باشد.   Sاول مرتب از    ييستم مرتب جزيس  -Sر  يک زي

اول مرتب است.    Sاز    Iآل  دهياد  يکنم که  يدهينشان م

,𝑠هر    يراب 𝑠′ ∈ S    شمول sSs′ ⊆↓ I ∩↑ I  را داشته

نت  .ميباش sجه  ي در  ∈ I  ا  ي𝑆s′ ⊆ I  چون  .𝑆  ک  ي

جز مرتب  sپس  است،    ييتکواره  ∈ I  ا ي 

𝑠′ = 1, 𝑠′ ∈ I .و حکم برقرار است □ 



 

                                                                                                  منظم اول مرتب ييمرتب جز يهاستميس  - S  يوي انژکت
 

   

ناصفر   ييستم مرتب جزيس  -Sر ي زهر    (3-3گزاره  

B    ازS-  اول مرتب    ييستم مرتب جزيسA  ک  يS - 

 است.  هبمرت اول ييستم مرتب جزيس

کناثبات:   برايفرض  s  يد  ∈ S    وb ∈ B    که عضو

ن باشيثابت  داشته  bSsم  يست  ⊆↓ Θ ∩↑ Θ  از  .

اول مرتب   ييستم مرتب جزيس  -Sک  ي  Aکه    ييجاآن

Θ  يعنياست   = {θ}  زي مرتب  يس  -Sر  يک  ستم 

از    ييجز مرتب  م  Aاول  پس  نتياست،  جه  يتوان 

که   = Asگرفت  Θ نت در  Bsجه  ي.  ⊆ As = Θ .

   □ رتب است.ل ماو Bن  يبنابرا

 

ستم مرتب يس  -Sر  يزک  ي  Bد  يفرض کن  (3-4گزاره  

 ن صورت يدر اباشد.  Aاول مرتب از   ييجز
 (B : A)={s ∈ S|As ⊆ B}  

 

 است.  S ييآل اول مرتب از تکواره مرتب جزدهيک اي

,s يد برايفرض کناثبات:  s′ ∈ S م:   ي داشته باش 
sSs′ ⊆↓ (B ∶ A) ∩ ↑ (B ∶ A)   

 

sو   ∉ (B: A)ا در  صورتي.  Asن  ⊈ B  درنت جه  ي. 

′a عضو   ∈ A     چنان موجود است کهa′s ∉  B  حال .

 م داد کهينشان خواه
↓ (B ∶ A) ⊆ (↓ B ∶ A).  

 

عضو  يا  يبرا منظور  rن  ∈↓ (B ∶ A)    نظر در  را 

tک عضو  ين صورت يد. در ا يريبگ ∈ (B ∶ A)   چنان

که   است  ≥ rموجود   t    و At ⊆  Bهم به  ن  ي . 

نتيترت برايريگيجه ميب  ∋ aهر    يم که   A  م  يدار

 ar ≤ at    وat ∈ B هر    ين براي. بنابراa ∈ A  م  يدار

ar ∈↓ B  توان نوشت يجه مي. در نت Ar ⊆↓ B    و به

ترتيهم rب  ين  ∈ (↓ B ∶ A)برهان با  به   ي.  مشابه 

 توان نشان داد کهيم  يراحت

↑ (B: A) ⊆ (↑ B ∶ A). 
 

 توان نوشت ياکنون م
 sSs′ ⊆↓ (B: A) ∩↑ (B: A) 

⊆ (↓ B: A) ∩ (↑ B ∶ A).     
 

 د کهيتوان ديبه وضوح م
(↓ B ∶ A) ∩ (↑ B ∶ A) ⊆ (↓ B ∩ ↑ B ∶ A).   

 

نت ′AsSsجه  يدر  ⊆↓ B ∩ ↑ B برا خصوص  به    ي . 

a′ ∈ A  م  يدارa′sSs′ ⊆↓ B ∩ ↑ Bون  . چB  ک  ي

از    يي ستم مرتب جزيس  -Sر  يز است،    Aاول مرتب 

a′sپس   ∈ B  ا  يBs′ ⊆ A.    انتخاب به  ،  ′aباتوجه 

مينت ′Bsشود  يجه  ⊆ Aد عبارت  به   گر ي. 
. s′ ∈ (B ∶ A)  □ 

 

  يي ک تکواره مرتب جزي  Sد  يفرض کن  (3-5ه  يقض

 -Sک  ياز    B  ييستم مرتب جزيس  -Sر  يزک  يباشد.  

ها اگر ست اگر و تناول مرتب ا   A  ييستم مرتب جزيس

Cو هر    Sاز    Iآل چپ  دهيهر ا  يبرا ⊆ A    شمولCI ⊆

↓ B ∩ ↑ B  اب کند  ـجياC ⊆ B  ا يAI ⊆ B  . 

کناثبات:   مرتب  يس  -Sر  يزک  ي   Bد  يفرض  ستم 

مرتب   ييجز همچن   Aاز اول  و  برا يباشد  ک  ي  ين 

ستم مرتب يس -S ريک زي يو برا Sاز   Iآل چپ دهيا

باش  Aاز    𝐶  ييجز CIم  يداشته  ⊆↓ B ∩ ↑ B.    در

 ن صورتيا
CSI ⊆ CI ⊆↓ B ∩ ↑ B  

 

cهر    ين برا يبنابرا ∈ C    و هرi ∈ I  م  يدارcSi ⊆↓

B ∩ ↑ B چون .B   ر يزک  يS-  ييستم مرتب جزيس 

از  مرتب  برا   Aاول  پس  cهر    ياست،  ∈ C    هر  و 

i ∈ I  م  يدارc ∈ B  ا  يAi ⊆ Bنها نت ي.  جه  يتا 

که  يريگيم Cم  ⊆ B  ا  يAI ⊆ B فرض برعکس،   .

برايکن aهر    يد  ∈ A     هر sو  ∈ S  م  ي باش  شتهدا

aSs ⊆↓ B ∩ ↑ Bن صورتي. در ا 
(aS)(Ss) = aSSs ⊆ ↓ B ∩↑ B.  

 

aSجه  يدر نت ⊆↓ B ∩ ↑ B اي 
ASs = A(Ss) ⊆ B . 

 

1چون   ∈ S  پس ،a ∈↓ B ∩↑ B ا يAs ⊆ B .□    
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اول مرتب است    S  ييتکواره مرتب جز  (3-6گزاره  

تنها اگر     ي باوفا  ييستم مرتب جزيس  -S  کي اگر و 

 اول مرتب وجود داشته باشد.  

اول مرتب   S  يي د تکواره منظم جزيفرض کن  اثبات:

 Sمرتب از   ل اولآدهيک اي {0} ن صورت يباشد. در ا

tاست. عضو دلخواه  ∈ (0 ∶ S)   د. در يريرا در نظر بگ  

Stجه  ينت = هر   ياست که برا   ين معن ين به اي. ا0

u ∈ S  م  يدارut = آن0 از  ه ــب  Sکه    يـياـج. 

جزيس  -Sک   ـيوان  ـنـع مرتب  صفر    يدارا  ييستم 

t، پس  کتا استي = بنابرا0 ستم  يس  -Sک  ي  Sن  ي. 

ک  ي  Aد  يکن  باوفا است. برعکس، فرض  ييمرتب جز

S- ن صورت ما  ي. در اباوفا باشد ييستم مرتب جزيس

اول    ييک تکواره منظم جزي  Sم داد که  ينشان خواه

اي  {0}  يعن يمرتب است،   از  دهيک  اول مرتب   Sآل 

,s  يد برا ياست. فرض کن s′ ∈ S م يداشته باش 
sSs′ ⊆↓ {0} ∩↑ {0} = {0}.                 

 

اگر   sحال  ≠ AsSگاه  آن  0 ≠ Θز  اگر    اري، 

AsS = Θ  پس به وضوح ،sS ⊆ (Θ ∶ A) = {0}  .

sدهد  ين نشان ميا = باشد.  يکه تناقض با فرض م  0

a  لذا عضو ∈ A    چنان موجود است کهasS ≠ Θ اما .

′sSsون ــچ = ′asSsس  ــ، پ {0} = Θ  ر يک زـي

S-  از    ييستم مرتب جزيسA  که    يي جا. از آنستاA  

جزيس  -Sک  ي مرتب  و   ييستم  است  مرتب  اول 

asSs′ = Θ    و چونas  ک عضو ناصفر از  يA    ،است

′sجه گرفت که  ينت   توانيم ∈ (Θ ∶ A) = . در  {0}

است که نشان    Sآل اول مرتب از دهيک اي  {0}جه ينت

 اول مرتب است.   يي ک تکواره منظم جزي Sدهد يم

 

کن  (3-7گزاره   اي  Iد  يفرض  از  دهيک  باشد.   Sآل 

  ا ه ـنـر و تـت اگـب اسـآل اول مرتدهيک اي  Iآل  دهيا

چنان    A  اول مرتب  يي ستم مرتب جزيس  -Sک  ـير  ـاگ

Iموجود باشد که  = (Θ ∶ A) . 

باشد.    Sآل اول مرتب از  دهيک اي   Iد  يفرض کن  :اثبات

س  ير  ي خارج قسمت  يين صورت تکواره مرتب جزيدر ا

𝑆
𝐼⁄  اول مرتب صفردار است.   ييک تکواره مرتب جزي

𝑆ک  ي  3-6گزاره  با توجه به  
𝐼⁄–  يي تب جزستم مريس  

 کهيموجود است به طور چنانA اول مرتب 
(Θ ∶ A) = [0]I  

 

ا چنياز  نتين  مين  که  يجه  Iشود  = (Θ ∶ A) .

  يي ستم مرتب جزيس  –  Sک  ي  Aد  يبرعکس، فرض کن

Iباشد و   اول مرتب = (Θ ∶ A)ا  Aن صورت  ي. در 

𝑆ک ي
𝐼⁄  -   يرو اول مرتب  يي ستم مرتب جزيس 𝑆

𝐼⁄ 

س و باوفا  ير  ي قسمتخارج    ييک تکواره مرتب جزي

به  يم بنا  𝑆،  3-6گزاره  باشد. 
𝐼⁄  مرتب  ي تکواره  ک 

آل اول  دهيک ا ي  Iجه  ياول مرتب است و در نت  ييجز

   □ است. Sمرتب از 

اول مرتب منظم    يي ب جزـمرت  ي تـخـيتکر  -Sک  ي

اول   ييجز  مرتب  يختيتکر  -Sک  ي که  است  منظم 

توجــه   ن مقالـه بايمرتب هم باشد. اکنون در ادامه ا

 -Sحاصـلـضـرب  ف حاصلـضـرب و همين تعـريابه  

جز  يختيتکر مورد    يي مرتب  را  منظم  مرتب  اول 

 م. يدهيقرار م يبررس
 

کن  (3-8گزاره   f: Aد  يفرض  → B  ک  يS- 

ر معادل  يز  ين صورت عبارت هايدر ااشد.  ب  يختيهمر

 ستند:ه

1  )S-  يختيهمر  f  ک  يS-  اول   ييمرتب جز  يختيتکر

 مرتب منظم است. 

2)  S- يي مرتب جز ي ختيهمر∏f: ∏A → ∏B    القا

حاصلضرب،   توسط  مرتب   يختيتکر  -Sک  يشده 

 . اول مرتب منظم است ييجز

3  )S- يي مرتب جز ي ختيهمر∐f: ∐A → ∐B    القا

حاصلضرب،   توسط  مرتب   يختيتکر  -Sک  يشده 

 . م استاول مرتب منظ ييجز

(2)اثبات:   ⇐ گزاره    (1) به  توجه  در    2.  1.  7با 

ک ــي  f = ⟨(f pi )i ∈I⟩ ∏  مــيردا،  ]8[ع  ـرجــم

S-  ي ر برايکه نمودار ز  يکتاست به طوري  يختيهمر  

iهر   ∈ I  برا  يي جابجا و   هر    ياست 
 



 

                                                                                                  منظم اول مرتب ييمرتب جز يهاستميس  - S  يوي انژکت
 

   

⟨ai ⟩ i ∈I ∈ ∏ A ،(∏ f)(⟨ai⟩ i ∈I) = ⟨f(ai)i ⟩ i ∈I   . 

 
 

ک  ي  f ر ــ، اگ]9[ع  ــرجـ( از م2زاره )ـگه به  ــوجت  با

S-  گاه  منظم باشد، آن  ييجزتب  مر  يختيتکر  ∏fز  ين

  ي کاف  منظم است. پس  ييمرتب جز  يختيتکر  -Sک  ي

کن ثابت  که  ياست  :f ∏م  ∏A → ∏B    مرتب اول 

 م يپوشا باشد، دار f  ي ختيکه تکر ياست. در حالت
∏ 𝑓 (∏ 𝐴) = ∏ f(A) = ∏B,            

 

اول مرتب است.    f∏جه  يز پوشاست. در نتين  f∏ پس  

م داد که  يا نباشد. نشان خواه وشپ  fد  يپس فرض کن

f(A)اگر  ⊂ B ر  يک زيS- اول  ييستم مرتب جزيس

آن باشد،  f(∏A)∏گاه  مرتب  ⊂ ∏B  زي  -Sر  يک 

جزيس مرتب  مرتب    ييستم  کن اول  فرض  د  ياست. 

sهر   يبرا ∈ S  و هر 
⟨ bi⟩i ∈ ∏B\∏f(A) =  

((B\f(A)) × B × B ×. . . )   

∪ (B × (B\F(A)) × B ×. . . )   

∪ (B × B × (B\f(A)) ×. . . )   

∪ … ≠ ∅                   
 

  م:يداشته باش 
⟨bi⟩iSs ⊆↓ ∏f(∏A) ∩↑ ∏f(∏A)  
=↓ ∏f(A) ∩↑ ∏f(A).  

 

jن صورت عضو  يدر ا ∈ I  ن موجود است که  ناچbj ∉

f(A) م که يدهيم . اکنون ما نشان 
↓ ∏f(A) ∩↑ ∏f(A) ⊆ ∏(↓ f(A) ∩↑ f(A)).  

 

⟨xi ⟩  ن منظور عضويا  يبرا ∈↓ ∏f(A) ∩↑ ∏f(A)  

بگ  نظر  در  نتيرا  در  ⟨xi ⟩جه  ي رد.  ∈↓ ∏f(A)    و

⟨ xi⟩ ∈↑ ∏f(A)بنابرا عضوهاي.    ي ن 

⟨ x′i ⟩ , ⟨x′′i⟩ ∈ ∏ f(A)   موجود که ، چنان  است 

⟨x′′i⟩ ≤ ⟨xi ⟩ ≤  ⟨x′i ⟩ي افت که برايتوان دري. م  

iهر   ∈ I  م  يدارx′′i ≤ xi ≤ x′i  ،هر   يبرا  يعني 
 

i ∈ I  م يدارxi ∈↓ f(A) ∩↑ f(A) جه  ي. به وضوح نت

⟨xi⟩  ميريگيم ∈ ∏(↓ f(A) ∩↑ f(A) حال  .

i Ss⟨ bi⟩  شمول ⊆↓ ∏f(A) ∩↑ ∏f(A)  جه  ي نت

i⟨biSs⟩دهد که  يم ⊆ ∏(↓ f(A) ∩↑ f(A)) پس .

i هر    يبرا ∈ Iدار biSsم  ي،  ⊆↓ f(A) ∩↑ f(A) .

زي  f(A)چون   مريس  -S  ريک  جزستم  اول    ييتب 

iهر   ياست، پس برا  Bمرتب از   ∈ I م داشت  ي، خواه

bi ∈ f(A)  ا  يBs ⊆ f(A) ي. در حالت خاص برا  j ∈

I  ميدار زينbjSs ⊆↓ f(A) ∩↑ f(A)  چون  .bj ∉

f(A)    وf(A)  ر  يک زيS-  اول    يي زرتب جستم ميس

از   پس    Bمرتب  Bsاست،  ⊆ f(A)بنابرا ن  ي. 

∏ Bs ⊆ ∏ f(A)    و∏ f  ييمرتب جز  يختيک تکري 

 اول مرتب منظم است.  

fم داد که ينشان خواه  ( 1)  ⇐( 2) ∶  A →  B     اول

∏ مرتب است، هرگاه  𝑓   ب باشد.  ن  يا  يرااول مرتب 

کن فرض  برا يمنظور  sهر    يد  ∈ S    هر bو  ∈

B\f(A)  باش bSs  ميداشته  ⊆↓ f(A) ∩ ↑ f(A)  .

 م يريگيجه مين نت يبنابرا
⟨b⟩ = (b, b, b, . . . ) ∈ ∏(B\f(A))     
 ⊆ ( ∏ B)\(∏f(A))   

 و
⟨b⟩Ss ⊆ ∏(↓ f(A) ∩↑ f(A)) .  

 

 م يدهياکنون نشان م
∏(↓ f(A) ∩↑ f( A)) ⊆↓ ∏ f(A) ∩ ↑
∏ f(A).   

 

عضويا   يبرا منظور  ⟨xi⟩  ن  ∈ ∏(↓ f(A) ∩↑

f(A))    بگ نظر  در  ايريرا  در  برايد.  صورت   هر   ين 

i ∈ I م يدار 
xi ∈↓ f(A) ∩ ↑ f(A)   

 

 توان نوشتيکه م
⟨xi⟩ ∈ ∏ ↓ f(A). ا ي  ⟨xi⟩ ∈ ∏ ↑ f(A)  

 

 داد که  توان نشانيوضوح م هب

∏ ↓ f(A) =↓ ∏ f(A) و ∏ ↑ f(A) =↑ ∏f(A)  
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⟨xi⟩م که  يريگيجه مي ن رو نتيو از ا ∈ ∏ ↓ f(A) ∩

∏ ↑ f(A)توان ادعا کرد کهي. حال م 
⟨b⟩Ss ⊆ ∏(↓ f(A) ∩↑ f(A))  

           ⊆↓ ∏f(A) ∩↑ ∏f(A).   
 

ن چون  ياول مرتب است و همچن  f ∏که   ييجااز آن

⟨b⟩ ∈ (∏ B)\(∏f(A))پس ،  (∏B)s ⊆ ∏f(A)  .

b′sاه  عضو دلخو ∈ Bs  جه  يد. در نتيريرا در نظر بگ

 م:   يبه وضوح دار
⟨b′s⟩ = (b′s, b′s, . . . ) ∈ ∏Bs ⊆ ∏f(A)  

 

نت ميو  b′sم  يريگيجه  ∈ f(A)م استنتاج  ي.  توان 

⊇ Bsکرد که    f(A)    وf(A)  ر  يک زيS-  ستم  يس

ب ين ترتياست و به هم  Bاول مرتب از   ييمرتب جز

f ست.  اول مرتب ا 

f: A د  يفرض کن (3) ⇐( 1) → Bک  يS- يختيتکر 

جز گ  ييمرتب  بر  بنا  باشد.  منظم  مرتب  زاره اول 

مرجع    14.1.2 خواه ]8[از  که  ي،  داشت  ⨿م  f:⨿

A → ⨿ B   ک  يS  -  طور  يختيهمر به  که    ياست 

حاصلضرب به طور منحصر بفرد   يت جهانيطبق خاص

 کند: ير را جابجا ميچنان وجود دارد و نمودار ز

 
 

i هر    ي که برا  ي ورط   به ∈ Iم  يدار⨿ f ui = u′if  .

⨿جه  ي در نت f ui(A) = u′
if(A)  گر يه عبارت دو ب  

⨿ f(i, A) = (i, f(A))  م داشتين خواهيو همچن 
⨿ f(⨿ A) = ∪i (i, f(A)) = ⨿ f(A)   

 

⨿ ، ]9[( از مرجع  5طبق گزاره ) f  ک يS-  ي ختيتکر  

  ي ختيتکر  -Sک  يf   منظم است هرگاه  ييمرتب جز

است نشان    يپس فقط کافمنظم باشد.    ييمرتب جز

⨿م  يده f ن  ياول مرتب است و همچن 
⨿ f(⨿ A) = ⨿ f(A) ⊆ ⨿ B   

زي جزيس  -Sر  يک  مرتب  است،    ييستم  مرتب  اول 

f(A)هرگاه   ⊆ B  ر  يک زيS-  يي ستم مرتب جزيس  

sهر  ي اول مرتب باشد. به ازا ∈ S هر ي و برا 
(i, b) ∈ ⨿ B\⨿ f(A) =⨿ (B\f(A))  

 

,i)شمول   b)Ss ⊆ ↓⨿ f(A) ∩ ↑⨿ f(A)   در را 

 م که ي دهيد. اکنون نشان ميرينظر بگ
↓ ⨿  f(A) ∩ ↑ ⨿  f(A) ⊆ ⨿ (↓  f(A) ∩ ↑

 f(A)).   

 ن منظور عضو دلخواه  يا يبرا
(i, b) ∈↓ ⨿ f(A) ∩ ↑⨿ f(A)  

 

,i)ن صورت  يد. در ايريرا در نظر بگ  b) ∈↓ ⨿ f(A) 

,i)و   b) ∈↑ ⨿ f(A) جه به يم داشت. در نت ي را خواه

,i)  يب عضوهايترت b′)    و(i, b′′)    در⨿ f(A)    چنان

که   است  ,i)موجود  b′′) ≤ (i, b) ≤ (i, b′) در  .

 جه ينت
(i, b) ∈↓ f(A) ∩ ↑ f(A)  

 

 بين ترتيو به هم
(i, b) ∈ (i, ↓ f(A) ∩↑ f(A))  

⊆⨿ (↓ f(A) ∩↑ f(A))  
 

,i)م  يکه دار  يي جااز آن bSs) ⊆↓ ⨿ f(A) ∩ ↑ ⨿

f(A)  پس  ،(i, bSs) ⊆ (i, ↓ f(A) ∩  ↑ f(A))  .

b چون   ∈ B \f(A)  و  bSs ⊆↓ f(A) ∩ ↑ f(A) 

زــي  f(A)و   جزيس  -Sر  ــيک  مرتب  اول    ييستم 

از   دارا  Bمرتب  پس  Bsم  يست،  ∈ f(A) که  .

نت يم  ماًيمستق که  يتوان  گرفت  ⨿جه  Bs ⊆ ⨿

f(A). 

⨿د يفرض کن( 1) ⇐(  3) f ک  يS- مرتب  يختيتکر

fاول مرتب منظم باشد. به وضوح    ييجز ∶ A → B  

نشان  . حال  منظم است  ييمرتب جز  ي ختيتکر  -Sک  ي

sهر    ياول مرتب است. برا  fم که  يدهيم ∈ S    و هر

b ∈ B\ f(A)  شمول ،bSs ⊆↓ f(A)  ∩ ↑ f(A)   را

iهر   يجه براي د. در نتيرينظر بگدر  ∈ Iم: ي، دار 
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(i, b)Ss = (i, bSs) ⊆ (i, ↓ f(A) ∩ ↑ f(A))  

⊆   ⨿ (↓ f(A) ∩ ↑ f(A))     
 

 م که يدهيحال نشان م
⨿ (↓ f(A) ∩↑ f(A)) ⊆↓ ⨿ f(A) ∩↑⨿ f(A).  

 

,j)د  ينض کفر b) ∈⨿ (↓ f(A) ∩↑ f(A))ن ي. در ا

bصورت   ∈↓ f(A) ∩ ↑ f(A)ا از  رو  ي.  ــــن 

,b1   يعضوها b2 ∈  f(A)    که است  موجود  چنان 

b2 ≤  b ≤ b1ـه به  وان اسـتـنـتاج کــرد کتـي. م

,j)  يازا b1), (j, b2) ∈ (j, f(A)) ⊆ ⨿ f(A), 

,j)م  يدار b2) ≤ (j, b) ≤ (j, b1).   ن يا  وضوحبه

,j)دهد که  ينشان م b) ∈↓ ⨿ f(A) ∩ ↑⨿ f(A)  .

جا آن  م  يياز  و    f⨿م  يدانيکه  است  مرتب  اول 

   ين به ازايهمچن
 (i, b) ∈ ⨿ (B\ f(A)) = (⨿ B)\ (⨿ f(A))   

 

 م يدار
(i, bSs) ⊆⨿ (↓ f(A) ∩↑ f(A))  

               ⊆↓⨿ f(A) ∩↑⨿ f(A)  
 

 جه گرفت کهيتوان نت يم  يبه راحت

(⨿ B)s ⊆ ⨿ f(A)لخواه  د  . حال عضوbs ∈ Bs    را

بگ نظر  ايريدر  در  برايد.  وضوح  به  صورت  هر   ين 

iس  ياند ∈ I ميدار 
(i, bs) ∈⨿ (Bs) = (⨿ B)s ⊆ f(A)    

 

bsب  ين ترتيو به هم ∈ f(A)طور   ن رو هماني. از ا  

⊇ Bsم  يشده است دار خواسته که  f(A)  □  

م خانواده  ي منظور از جمع مستق م کهيکنيم يادآوري
{Ai:  𝑖 ∈ I }   ازS- که هر  يي مرتب جز يهاستميس

ستم مرتب يس  -Sر  يکتا هستند، زيصفر    ي ک داراي

حاصلضرب ييجز همه  يم Ai∏  از  شامل  که  باشد 

(ai)i∈Iهمه    ياست که به ازا  ييهاi ∈ I  ي به استثنا  

متناه aiم  يدار  يايتعداد  = θ  با را  آن  و   ،⊕ Ai 

  زاره جه از گي ک نتيبه عنوان  م. حال  يدهيش مينما

 د.  ير توجه کنينکته زبه  3 -8

کن  (3-9نکته   :fد  يفرض  A → B   ک  يS- 

جز  يختيتکر به    ييمرتب  باشد  منظم  مرتب  اول 

ثابت    يحاو  Bو    Aکه    يطور باشند.  يعضو    - Sکتا 

توسط حاصلضرب   ييمرتب جز  يختيهمر القا شده 

∏f  م که يدانيد. ميريرا در نظر بگ 
⊕ f:⊕ A → ⊕ 𝐵                      

 

:f∏ د  ير با تحداببر ∏A → ∏B    به⊕ A  باشد.  يم

ا به  ياز  توجه  با  رو   -Sک  ي  f∏،    3  -8گزاره  ن 

در    ييمرتب جز  يختيتکر و  است  منظم  مرتب  اول 

⊕جه  ينت f  ک  يز  ينS -  اول    ييمرتب جز  يختيتکر

 مرتب منظم است.  

م هرگاه ييگو  يانتقال  -Mت  يخاص  يرا دارا  𝒜رسته  

M  ردهيزک  ي تکر  يار  براباها    يختياز  و  هر   يشد 

 نمودار  

 
 

fکه  ∈ Mر  يز ييگاه در نمودار جابجا، آنh ∈ M  . 

 
 

جلوبر    ييستايت ايت را که به خاصين خاصياکنون ا

براين را  است  شده  شناخته  تمام    ي ز   – Sرده 

جز  يهايختيتکر مورد    يي مرتب  منظم  مرتب  اول 

م قرار  برا ـــيدهيمطالعه   ( ب  يم  از  ياطلاعات  شتر 

جلوبر، م  مفهوم  بر  عقب  و  به يجلوبرچندگانه  توان 

 رجوع کرد(.  ]8[مرجع 
 

  ي هـــاستميس  – Sا در رسته  رهجلوب  (3-10ه  يقض

جز جز  يهايختيتکر  – S،  ييمرتب  اول    ييمرتب 

 دهند.  يمرتب منظم را انتقال م

از مرجع  1ه )يدر قض  اثبات: نشان داده شده    ]9[( 

جلوبرها   که  جز  يهايختيتکر  – Sاست   ييمرتب 
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از اينظم را انتقال مم است    ين رو فقط کافيدهند. 

م. در ياول مرتب اثبات کن  يهايخت يتکر  يآن را برا

بگ Dد  يرينظر  =
(B ∪̇ C)

ρ⁄  طور   ρکه    يبه 

 ي هاد شده توسط مجموعه زوج مرتبيتول  يهمنهشت
{ (g(a), f(a)) |  a ∈ A }   

 

و  يم B .(C ×{2}) ∪ (B ×{1}) =باشد  ∪̇ C 

qBد  يهدن قرار  يهمـچن = π uB    وqC = π uC   به

B  يتو  به  يکانون  يختيبرور π  کــه  يطــور ∪̇ C   

 ن صورتيق هستند. در ايتزر  ينگاشت ها  uCو    uBو

((qC , qB), D)   جلوبر(g, f)     رسته   Pos-Sدر 

:fد  ياست. اکنون فرض کن  A → B  ک يS –  ي ختيتکر  

باشد. نشان م  ييمرتب جز م  ي دهياول مرتب منظم 

مرتب    ييمرتب جز  يختيتکر  – Sک  ي  qCکه   اول 

   يعنيمنظم است،  
qC(C) = {qC(c)| c ∈ C}  

             = {πuC(c)|c ∈ C}  

           = {[(2, c)]ρ|c ∈ C}   
 

زي اول مرتب است.    ييستم مرتب جزيس  – Sر  يک 

کن برايفرض  sهر    يد  ∈ S    هر ,i)]و  d) ]ρ ∈ D 

 م  يداشته باش 
[(i, d)]ρSs ⊆↓ qC(C) ∩↑  qC(C)          

 

iکه اگر   = iا  ي  1 = d  بيگاه به ترتآن،  2 ∈ B ا ي

d ∈ Cم کهيد نشان ده ين رو باي. از ا 
[(i, d)]ρ ∈ qC(C)  اي   

Ds ⊆ qC(C) = {[(2, c)]ρ|c ∈ C}.            

 

,i)]اگر   d)]ρ ∈ qC(C)   ا  ي زين صورت چيکه در 

ن  يبرا ام  يخواهاثبات  از  فرض  يداشت.  رو  ن 

,i)]ديکن d)]ρ ∉ qC(C)   م نشان  که  م  يدهيو 

Ds ⊆ qC(C)دهد که عضو  ين نشان مي. اb′ ∈ B 

که   است  موجود  ,i)]چنان  d)]ρ = [(1, b′)]ρ   .

دار چون  ,1)]م  يحال  b′)]ρSs ⊆↓ qC(C)      و 
 

[(1, b′ )]ρSs ⊆ ↑  qC(C)هر    ي، پس براt ∈ S ،

 م  يردا

[(1, b′)]ρts ⊆↓ qC(C)                          
 

,1)]و   b′ )]ρts ⊆ ↑  qC(C)  .نت   ي جه عضوهايدر 

[(2, c1 )]ρ ∈ qC(C)  2)]  و, c2 )]ρ ∈  qC(C) 

,1)]چنان موجود اند که   b ′ts)]ρ < [(2, c1)]ρ    و

[(2, c2)]ρ < [(1, b ′ts)]ρ  .  گزاره   3.  3طبق 

برا]2[مرجع   tهر    ي ،  ∈ S  ي عضوها 

a1, a2 , . . . , an ∈ A    وs1, s2, . . . , sn ∈ S     چنان

 موجود اند که
(1, b′ts) ≤ (1, f(a1)s1)       
(1, f(a2)s2) ≤ (1, f(a3)s3)           

(2, g(a1)s1) ≤ (2, g(a2)s2)    
(2, g(an)sn) ≤  (2, c1)    

 

همچن  برا يو  t هر    ين  ∈ S يعضوها  

a′1, a′2 , . . . , a′n ∈ A    وs′1, s′2, . . . , s′n ∈ S  

 چنان موجود اند که 
(2, c 2) ≤ (2, g(a1

′ )s1
′ )       

(2, g(a2
′ )s2

′ ) ≤  (2, g(a3
′ )s3

′ )  
(1, f(a1

′ )s1
′ ) ≤ (1, f(a2

′ )s2
′ )  

(1, f(an
′ )sn

′ ) ≤ (1, b ′ts).       
 

t   هر  يبراافت که  يتوان دريم ∈ Sم  ي، دارb′ts ≤

f(a1s1)  و   f(an
′ sn

′ ) ≤  b′tsد عبارت  به  گر  ي. 

b′Ssگرفت که    جهيتوان نتيم ⊆↓ f(A)    وb′Ss ⊆

↑ f(A)  م يب دارين ترتيو به همb′Ss ⊆↓ f(A) ∩

 ↓ f(A)ن که  ي. از اf(A)  ر  يک زيS-  ستم مرتب  يس

نت   Bاز    ييجز پس  مياست،  که  يريگيجه   م 

b′ ∈ f(A)  ا  يBs ⊆  f(A)  حال اگر .b′ ∈ f(A) ،

عضو   ′aپس  ∈ A    که است  موجود  ′bچنان  =

f(a′)جهي . در نت 

[(1, b′)]ρ = [(1, f(a′))]ρ      

                  = [(2, g(a′))]ρ ∈ qC(C)              
 

انتخاب  يکه   با  تناقض  ,i)]ک  d)]ρ ∉ qC(C)  .

Bsم که  يريگيجه مين نتيبنابرا ⊆  f(A) حال ادعا .

Dsم که  يکنيم ⊆ qC(C). منظور فرض  يا  يبرا ن 

,i)]د که  يکن d′) ]ρ ∈ D   .ن صورت با توجه به  يدر ا
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Dنکه  يا =
(B ∪̇ C)

ρ⁄ي. عضوها  b′ ∈ B  ا  يc′ ∈ C 

تر که  يتبه  است  موجود  چنان  ,i)]ب  d′)]ρ =

[(1, b′s)  ا  ي[(i, d′)]ρ = [(2, c′s)]ρ  اکنون اگر .

,i)]م  يداشته باش d′)]ρ = [(1, b′s)]ρ  پس چون ،

Bs ⊆  f(A)    عضوa′ ∈ A    که دارد  وجود  چنان 

b′s =  f(a ′)توان نوشت: يمن ي. بنابرا 
[(1, b′s)]ρ = [(1, f(a′))]ρ 

                  = [(2, g(a′))]ρ ∈  qC(C).  
 

,𝑖)]اگر   d′)]ρ = [(2, c′s)]ρ  چون  ،Cs ⊆  C  ،

,2)]پس   c′s)]ρ  ∈  0qC(C)ا مشخص  ي.  ن 

Dsکند که يم ⊆ qC(C) .□ 

 يجلوبرها  يتوان برايجلوبر، م  يمشابه برا  يبا روش

ن قضيچندگانه  ب  3-10ه  يز  که  يرا  نمود  اثبات  و  ان 

 د.  يآير بدست ميز هجينت

 

ها  يجلوبرها  (3-11جه  ينت نشاننده   يچندگانه 

 دهند.  يمرتب اول مرتب را انتقال م

 

نشانندهبرعقب  (3-12گزاره   را   يهاها  اول  مرتب 

 دهند.  يانتقال م

 د. يرير را در نظر بگيعقب بر ز ينمودار مربعاثبات: 

 
 

طور Pکه    يبه  = {(a, b): g(a) =  f(b)}  ،ک  ي

جزيس  -Sر  يز مرتب  A  از  ييستم  × B ويم  باشد 

pA: P → A    وpB ∶ P → B  ي هاب نگاشتيبه ترت 

تحديتصو به  ير  شده  دوم   يرو  Pد  و  اول  مولفه 

کن  .هستند جز  يختيتکر  fد  يفرض  اول    ييمرتب 

م نشان  باشد.  منظم    ي ختيتکر  pAم  يدهيمرتب 

گزاره    ييمرتب جز براساس  است.  منظم  مرتب  اول 

مرجع  4) از   )]9[  ،pA  است، پس    يختيتکر منظم 

کاف ده  يفقط  نشان  زي  pA(P)م  ياست   -Sر  يک 

ن منظور فرض يا  ياست. برا  Aستم اول مرتب از  يس

aهر    يد برايکن ∈ A    و هرs ∈ S    کهAs ⊈  pA(P) 

باش ↓⊇ aSs  ميداشته  pA(P) ∩ ↑ pA(P)  .

↓⊇ aSs ن  يبنابرا pA(P)  وaSs ⊆ ↑ pA(P) در  .

مينت برا  وانتيجه  که  tهر    ينوشت  ∈ S  م يدار  

ats ∈↓ pA(P) وats ∈ ↑ pA(P)ا ن صورت ي. در 

,a1  يعضوها a2 ∈ pA(P)    که است  موجود  چنان 

a2 ≤ ats ≤ a1دهد که ين نشان مي. ا 
g(a2) ≤ g(a)ts = g(ats) ≤ g(a1)   

 

,a1که    يي از آن جا a2 ∈ pA(P) م يريگيجه مي، نت  

عضوها ,b1  يکه  b2 ∈ B   که است  موجود  چنان 

g(a1) = f(b1)     وg(a2) = f(b2)ي ن برا ي. بنابرا  

tهر  ∈ Sم ي، دار 
f(b2) = g(a2) ≤ g(a)ts = g(ats) ≤
g(a1) = f(b1)   

 

ا ايو  مين  که  يجاب  g(a)Ssکند  ⊆↓ f(B)  و 

g(a)Ss ⊆↑ f(B)  هم به  ترتيو  دارين  م  يب 

g(a)Ss ⊆↓ f(B) ∩↑ f(B)  چون  .f(B)  زي ر  يک 

S-  اول مرتب از    ييستم مرتب جزيسC    است، پس

g(a)م  يدار ∈ f(B)  ا  يCs ⊆ f(B)  اگر حال   .

g(a) ∈ f(B)  عضو ،b ∈ B    چنان موجود است که

f(b) = g(a)ا از  مي.  رو  نتين  کيتوان  گرفت  ه جه 

a ∈ pA(P)    وpA(P)  زي مرتب يس  -Sر  يک  ستم 

از    ييجز مرتب  م است.    Aاول  نشان  م  يدهياکنون 

Cs ⊈ f(B)  م  يها دارو تنg(a) ∈ f(B) با توجه به .

⊉ Asفرض   pA(P)  عضو پس   ،a′ ∈ A     چنان

a′sموجود است که   ∉ pA(P)ا از  براي.  هر    ين رو 

b ∈ B م يدار 
g(a′)s = g(a′s) ≠ f(b).                  

 

cجه عضو  ي در نت = g(a′) ∈ C    چنان موجود است

برا bهر    يکه  ∈ B  م  ياردcs ≠ f(b) بنابرا ن  ي. 

Cs ⊈  f(B)  د حالت  است  يو  برقرار  ما    ي عن يگر 

g(a) ∈ f(B)تعر به  توجه  با  عضو  ي،  Pف  ي.   ک 

b ∈ B    که است  موجود  g(a)چنان  = f(b)    و 
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(a, b) ∈ Pجه  ي . در نتa ∈ pA(P)  .□         

 

 اول مرتب منظم يو يانژکت -4

تمام   رده  به  توجه  با  اکنون    ي هايختيتکر  -Sهم 

  ي و يکــتاول مرتـب منظم مفهــوم انژ  ييمرتب جز

بـرا را  منظم  مرتـب  مرتب يس  -Sـک  ي  ياول  ستم 

 م.  يکن يم ياز خواص آن را بررس  يان و برخيب ييجز

 

 A  ييستم مرتب جزيس  -Sک  ي(  الف  (4-1  فيتعر

انژک مرتبيتــرا  اول  گــمنظ  و  هرگاه ييوــم  م، 

جز  يختيتکر  -Sهر    يراــب مرتب   ييمرتب   اول 

g ∶ B → C  هر  ،S-  جز  يختيهمر    يي مرتب 

f ∶ B → A  توس به  يقابل  دادن  همريع    ي ختيک 

f: C →  A که   يباشد به طورf g =  f . 

انژکت  A  ييستم مرتب جزيس  -Sک  يب(   و اول  يرا 

ضع منظم  گويمرتب  انژکتييف  هرگاه  منظم  يم،  و 

نشانننسب تمام  به  جز  يهادهت  تمام   ييمرتب  از 

 باشد.   S ياول مرتب به تو يهاآلدهيا

مرتيس  -Sک  يج(   انژکت   A  يي ب جزستم  اول  يرا  و 

متناه منظم  )اصيتول  يمرتب  شده  گويلــد  م، يي( 

اول مرتب   يي مرتب جز  ي ختيتکر  -Sهر    يهرگاه برا

g ∶ F → C    ک  يازS  –  ي متناه  ييستم مرتب جزيس  

،  C  ييستم مرتب جزيس  –  Sبه    F(  يده )دورد شيتول

جز  يختيهمر  -Sهر   f  ييمرتب  ∶ F → A   قابل

به  يتوس h: C  ي ختيک همريع دادن  → A    به باشد 

hgکه  يطور = f  . 

جزيس  -Sک  يد(   مرتب  انژکت  A  ييستم  اول  يرا  و 

د شده  يتول  يمتناه  يي آل مرتب جزدهيمرتب منظم ا

  يي جز  مرتب  يختيهمر  -Sم، هرگاه هر ييگو(  ي)اصل

f: I → A    د  يتول  يمتناه  ييآل مرتب جزدهيک اياز

 –  Sک  يع دادن به  يقابل توس،  S به    I(  يشده )اصل

 باشد.  Aبه   Sاز   يختيهمر

تعاريا حد  ين  در  را  منيا  يختيکريف  توان  يگونه 

 -S،  ييستم مرتب جزيس   - Sهر    ي نوشت که به جا

مرتب جزيس برد.  يرک ي   يي ستم  کار  به  را  آن  با  خت 

مرتب    ي ختيتکر  -𝑆ک  ين  يب  يم تفاوتيتوانيم  يعني

ب  ييجز منظم  مرتب  دو  ياول  مرتب يس  -Sن  ستم 

جه  ي م. درنتيل نباشيع اول مرتب قايک توسيو  ييجز

 م داشت: ير را خواهيدر ادامه لم ز
 

و  يانژکت  A  ييستم مرتب جزيس  -Sک  ي  (  4  -  2لم  

برا اگر  تنها  و  اگر  است  منظم  مرتب   -Sهر    ياول 

مرتبيس ز  C  ييجز  ستم  مرتب ــستيس  -Sر  يو  م 

هر  Cاز    B  ييزــج   ي يمرتب جز  يختيهمر  -  S  و 

f: B → A  ،S-  ي ختيهمر  f: C → A    موجود چنان 

|fاست که 
B

= f . 
 

جزيس  -Sک  ي  (4  -   3ه  يقض مرتب   A  ييستم 

اگر  يانژکت تنها  و  اگر  است  منظم  مرتب  اول  ک  ي و 

 ع اول مرتبش باشد.  يدرونبر از هر توس

و اول مرتب منظم باشد.  يانژکت Aد  ينفرض ک اثبات:

 د: يرير را در نظر بگينمودار ز

 
 

f  که  يوربه ط  ∶ A → B يي ه مرتب جزک نشانندي  

و اول يانژکت  Aن صورت چون  ياول مرتب است. در ا

پس   است،  منظم  مرتب   يختيهمر  -Sک  ي مرتب 

id   ييجز ∶ B → A    چنان موجود است که id 𝑓 =

idAا مي.  نشان  که  ين  درونبري  idدهد   𝑓از    يک 

   د، يرير را در نظر بگ يه، نمودار زيعکس قض  ياست. برا 

 
 

 اول    يي مرتب جز  ي ختيتکر  -Sک  ي   𝑓که    يبه طور
 

ر يز  ييتواند به صورت نمودار جابجايمرتب است که م

 کامل شود، 
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,B)  جلوبر  Qکه    يبه طور (f, g))   است. با توجه به

  يي رتب جزم ي ختيتکر -Sک  ي 𝑓، چون  3-10ه يقض

مرتب   يختيتکر -Sک  يز ين kاست، پس    اول مرتب

است  ييجز مرتب  درونبر اول  فرض  طبق     ي . 

k  ∶ Q → A    که است  موجود  kkچنان   =  idA  .

gد  ياکنون قرار ده = kh  ∶ C →  A   که نمودار را

و اول مرتب منظم  يانژکت Aن يکند. بنابرايم  ييجابجا

   □است. 

 

ا  (4  -  4گزاره   مرتب جزآده يهر  تکواره   I  ييل  از 

ک  ي و اول مرتب منظم باشد  يانژکت که  S ييمرتب جز

ک عضو ياست که توسط    ي دور  ييآل مرتب جزدهيا

 شود.  يد ميتوان تولپوچ

gنشاننده مرتب اول مرتب  اثبات:   ∶  I → S    را در

بگ  چون  يرينظر  مرتيانژکت  Iد.  اول  منــو  م  ـظ ــب 

id  ي ختيهمر  -Sت  ـاس ∶ I → I  به  تويم  -Sاند 

id  يختيهمر ∶ S → I  نتيتوس در  داده شود.  جه  يع 

د  يتول  ييب جزآل مرتدهيک اي  Iکه   توان ادعا کرديم

د  يباشد. توجه کنيم  id (1)شده توسط عضو خوتوان  

id (1)که  ∈ I م:يدار 

  id(1) id (1) =  id (1 id (1))  

                      = id (id (1)) =  id (1).   

 

∋ sهر   يو برا  I م يدار 

s =  id (s) =  id(1s)  =  id(1)s  

 

ميس  -Sهر  (  4  -5ه  يقض و  يانژکت  ييرتب جزستم 

 ن دو عضو ثابت است.  ياول مرتب منظم کراندار ب

  يي ستم مرتب جزيس  -Sک  ي  A  ديفرض کناثبات:  

ستم  يس  -Sر  ين زيو اول مرتب منظم و همچن يانژکت

 يي ستم مرتب جزيس -Sاز   ييمرتب جز
B = A ∪ {θ1} ∪ {θ2}    

 

الصاق    يبه طور  Aبه    θ2و    θ1صفر    يباشد که عضوها

aهر  ي اند که برا  شده ∈ A م  يدارθ1 ⩽ a ⩽ θ2  .

است.    Aاز    يع اول مرتبيک توسي  Bم  يدهينشان م

کن برايفرض  sهر    يد  ∈ S  برا   هر   ي و 

b ∈ B\A = {θ1} ∪ {θ2}   باش  م يداشته 

bSs ⊆↓ A ∩ ↑ A  اگر .b  ب برابر بايبه ترتθ1 ا  يθ2 

 ميب داريگاه به ترتباشد، آن
bSs = {θ1} ∉↓ A ∩ ↑ A اي    

bSs = {θ2} ∉↓ A ∩ ↑ A .  

 

زمان θ1  که  يچون  ∈↓ A  م  يدارθ1 ∉↑ A    و

زمانيهمچن θ2 که    ين  ∈↑ Aداشت  يخواه  م 

θ2 ∉↓ A  ا در  زيکه  صورت  اين   از   يرمجموعه 

↓ A ∩ ↑ A  جه  ي ست. در نتينA  ر يز  کيS-  ستم  يس

و اول مرتب يانژکت  Aاست. چون     Bاز    ييمرتب جز

f يدرونبر  يختيهمر  -Sپس   منظم است،  ∶ B → A 

ن  يموجود است. در ا  Aاز    Bع اول مرتب  يتوس  يبرا

ب عضو  يبه ترت  f(θ2)و    f(θ1)صفر    يصورت عضوها

   □هستند.  A  يابتدا و انتها

  ي و ينژکتاز ا  يخاص  يهادر حالت  4  -5ه  يقضعکس  

  ي اهيختيدر رده خاص تکر  ييمرتب جز  يهاستميس

بررس مورد  براقر  ي منظم  است.  گرفته  مثال    يار 

جز  يهاستميس  يوينژکتا رده    ييمرتب   در 

پا  يهايختيتکر بسته  قض  ين ييمنظم  از    2.6ه  يدر 

ن  ينجا ايتوان مشاهده کرد. حال ما در ا  يرا م  ]10[

و اول  ينژکتا  ييمرتب جز ي هاستميس  يموضوع را برا 

مرتب   يهاگروه  ي رو  ييآل مرتب جزدهيمرتب منظم ا

 م. يکن يم ير بررسيز هيدر قض ييجز
 

جزيس  -𝐺هر  (  4  -6ه  يقض مرتب   ي رو   ييستم 
 

جز موتب  منظم  يانژکت  𝐺  ييتکواره  مرتب  اول  و 

است اگر و تنها اگر از بالا کراندار    ييآل مرتب جزدهيا

 ک عضو ثابت باشد.  يتوسط 

برقرار است.    4  -5ه  يقضط لازم: با توجه به  شراثبات:  

تکــواره مرتــب ـک  ي  𝐺ـد  ي: فرض کنـيشرط کاف

 يي ستم مرتب جزيس  -𝐺ـک  ي  𝐴  باشــد و  يــيجز

ک  ي   ي باشد. برا  ⊤ک عضو ثابت  ياز بالا کراندار توسط  
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مرتب جزدهيا مرتب    يي آل  اول    ي خت يتکر  𝑆از    𝐼و 

:𝑔اول مرتب   ييمرتب جز 𝐼 → 𝑆    و   نظر گرفتهرا در

:𝑓د  ين فرض کنيهمچن 𝐼 → 𝐴  باشد.    يختيک همري

نگاشت   ميتعر را  𝑓̅اکنون  برام  يکني ف   هر   يکه 

𝑠 ∉ 𝐼  ،𝑓̅(𝑠) = برا  ⊤ 𝑠هر    ي و  ∈ 𝐼 ، 

𝑓̅(𝑠) = 𝑓(𝑠)  وضوح به   . 𝑓|̅𝐼 = 𝑓  نشان اکنون   .

ت.  ــب اســـيرتــحافظ ت  يختي ن همريم که ايدهيم

𝑠ر  اگ  ينعي ≤ 𝑠′  ،اهـگآن  𝑓̅(𝑠) ≤ 𝑓̅(𝑠′)س ه  ــ. 

 د.  ـــمـــد آش خواهيت پــحال

𝑠د  ينرض کالت اول: فح ≤ 𝑠′    و𝑠, 𝑠′ ∈ 𝐼  ن  يا . در

𝑓̅(𝑠) تالح = 𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑠′) = 𝑓̅(𝑠′).  

𝑠د يحالت دوم: فرض کن ≤ 𝑠′  و𝑠 ∈ 𝐼, 𝑠′ ∉ 𝐼 در .

𝑓̅(𝑠)  مين صورت داريا = 𝑓(𝑠) ≤ ⊤ = 𝑓̅(𝑠′). 

𝑠د  يو حالت سوم: فرض کن ≤ 𝑠′  و𝑠 ∉ 𝐼, 𝑠′ ∈ 𝐼 . 

ک  ي  𝐼نکه  يست چون با اير نين حالت امکان پذيه اک

  ي عضو  𝑠د  ياست تناقض دارد و با  ييآل مرتب جزدهيا

کاف  𝐼از   اکنون  ده  يباشد.  نشان  حافظ   𝑓̅م  ياست 

است   ,𝑠هر    يبرا   يعنيعمل  𝑡 ∈ 𝑆  م  يدار 

𝑓̅(𝑠𝑡) = 𝑓(̅𝑠)𝑡د  ي. فرض کن𝑠𝑡 ∈ 𝐼.  ون  چ𝐼  ک ي

پس  هديا است،  𝑠آل  = 𝑠𝑡𝑡−1 ∈ 𝐼نت در  جه  ي . 

گفتيم 𝑓̅(𝑠𝑡)  توان  = 𝑓(𝑠𝑡) = 𝑓(𝑠)𝑡 = 𝑓̅(𝑠)𝑡  

کن فرض  که  ياکنون  𝑠𝑡د  ∉ 𝐼  .  چون𝐼  اي آل  دهيک 

𝑠است، پس   ∉ 𝐼جه  ي. در نت 
𝑓̅(𝑠𝑡) = ⊤ = ⊤𝑡 = 𝑓̅(𝑠)𝑡.  

 

زيبنابرا نمودار  جابجاين  و    يير   - 𝐺ک  ي  𝐴است 

 ييآل مرتب جزدهياو اول مرتب منظم يژکت انستم يس

 است. 

 
 

 



 

                                                                                                  منظم اول مرتب ييمرتب جز يهاستميس  - S  يوي انژکت
 

   

 فهرست منابع  
 

[1]  L. Shahbaz, M. Mahmoudi, Injectivity 

with respect to down closed regular 
monomorphisms, Semigroup Forum, 91 

(3):584-600 (2015) 

 

[2]  S. Bulman-Fleming, M. Mahmoudi , 
The category of S-posets, Semigroup 

Forum 71(3):443-461 (2005) 

 
[3] X, Shi. On flatness properties of cyclic 

S-posets,  Semigroup Forum, 77:248-266 

(2008) 
 

[4]  A. H. Clifford and G. B. Preston, The 

Algebraic Theory of Semigroups I, II , 

Providence, (1961, 1967) 
 

[5]  J. Dauns, Prime modules, Journal für 

die Reine und Agnewantte Mathematik, 
298:156-181 (1978) 

 

[6]  J. Ahsan, L. Zhongkui, Prime and 
semiprime acts over monoids with zero, 

Mathematical Journal of Ibaraki 

University. 33:9-15 (2001) 

 
[7]  B. Banaschewski, Injectivity and 

essential extensions in equational classes 

of algebras, Queens Papers in Pure and 
Applied Mathematics, 25:131-147 (1970) 

 

[8]  M. Kilp, U. Knauer, A. Mikhalev, 

Monoids, Acts and Categories, Walter 
deGruyter, Berlin, (2000) 

 

[9]  H. Rasouli, Categorical Properties of 
Regular Monomorphisms of S-posets, 

European Journal of Pure Applied 

Mathematics. 7(2):166-178 (2014) 
 

[10]  F. Farsad, A. Madanshekaf, On 

unitary down-closed monomorphisms of 

pomonoid actions. Quaestiones 
Mathematicae 1-11 (2017) 

 

 
  



                                  1400  تيرو  خرداد، سي ، شماره هفتم ضي/ سال هاي نوين در ريا/ پژوهش  و همکاران  يغلامرضا مقدس
 

 

 

 

 


