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باشد، گوییم  هاي) آن مستقل خطی هرگاه یک ماتریس، مربع و نامنفرد باشد یا به عبارت دیگر سطرها (یا ستون

شد که  هاي مختلف ریاضی کاربردي این نیاز احساس می هاي اخیر در زمینه پذیر است. در سال ماتریس معکوس
ها که  معکوس بپردازیم. اینجا بود که معکوس با این ویژگی  هاي منفرد و مستطیلی نیز به محاسبه براي ماتریس
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  Email: babakordif@yahoo.com                                                                                         :  دار مکاتباتعهده.*

   

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  134                                                   1400هاي نوین در ریاضی/ سال هفتم، شماره سی، خرداد و تیر / پژوهش فاطمه باباکردي
 
 

 

  مقدمه -1
معکوس ماتریس ابزاري کلیدي در حل دستگاه 

هاي  باشد که تا کنون پژوهش معادلات خطی می
. ]1-7[زیادي در این زمینه صورت گرفته است 
ها براي  مفهوم معکوس تعمیم یافته براي ماتریس

. در ]8[مطرح گردید  ݁ݏ݋ݎ݊݁ܲ.ܴاولین بار توسط 
عمیم به بیان محاسبات و کاربردهاي معکوس ت ]9[

معکوس براي  2009یافته پرداخته شد. در سال 
. در ادامه از معکوس ]10[تبدیلات خطی بیان شد 

تعمیم یافته براي حل دستگاه خطی و دستگاه 
نمایش  ]14[. در ]11-13[خطی فازي استفاده شد 

 هاي تعمیم یافته معرفی گردید. بلوکی ماتریس
ه و در این مقاله به مروري بر معکوس تعمیم یافت

مطرح شده،  ]15-17[ها که در  ساختار بلوکی آن
خواهیم پرداخت. ساختار مقاله به این صورت است 

معکوس تعمیم یافته را مرور  2که در بخش 
به مرور نمایش بلوکی معکوس  3کنیم. در بخش  می

هاي عددي در بخش  پردازیم. مثال تعمیم یافته می
  و سپس نتیجه گیري مطرح شده است. 4
  
  یافته عکوس تعمیمم -2

هاي مختلط  ماتریس  همه  مجموعه ௡ܥفرض کنید، 
݊مربع  × هاي  ماتریس  همه  مجموعه ௡×௠ܥو  	݊

݊مختلط   ܱ	و  ݊ماتریس همانی مرتبه  ௡ܫو  ݉×
 ௡ܥهایی از  زیرکلاس ௥௡ܥو  ݊  ماتریس پوچ مرتبه

ݎهایی با رتبه  که ماتریس ≤ شود،  را شامل می ݊
را براي  ݁ݏ݋ݎ݊݁ܲاي  معادله 4باشند، ابتدا سیستم 

  کنیم: ، بیان می௠×௡ܥ߳ܨ ماتریس
ܨܩܨ = )    1(                                       ,ܨ  
ܩܨܩ = )   2(                                         ,ܩ  
∗(ܩܨ) = )3(                                      ,ܩܨ  
∗(ܨܩ) = )    4(                                   ,ܨܩ  

  
باشد. اندیس  مجهول می ௡×௠ܥ߳ܩکه ماتریس 

دهیم که  نمایش می (ܨ)݀݊݅با ، ܨماتریس 

باشد، به طوري  می ݇کوچکترین عدد صحیح نامنفی 
௞ାଵ൯ܨ൫݇݊ܽݎکه  =   .(௞ܨ)݇݊ܽݎ

଴ܨ، ݊  ماتریس حقیقی مرتبه، ܨبراي هر  =  ௡ܫ
، ܨبراي ماتریس نامنفرد . کنیم تعریف می
(ܨ)݀݊݅ = (ܨ)݇݊ܽݎچون  0 = (଴ܨ)݇݊ܽݎ =.  
زیر اضافه   هاي مربع دو معادله براي ماتریس

  شوند: می
ܩܨ = )     5(                                      ,ܨܩ  
ܨܩ௞ܨ = )      ௞                                  )6ܨ  

 
، فرض کنید ௠×௡ܥ߳ܨبراي هر  :1-2تعریف 

,݅}ܪ ݆, … , ℎ} ܥ߳ܩهاي  ماتریس  مجموعه௡×௠  که
,(݅)در معادلات  (݆), … , (ℎ) ) تا 1از معادلات (

کنند، باشد. ماتریس  ) صدق می6(
,݅}ܪ߳ܩ ݆,… , ℎ} ،{݅, ݆, … , ℎ}–  معکوس ماتریس

نمایش داده  (௜,௝,…,௛)ܨشود و با  نامیده می ܨ
 شود. می

یک ماتریس   هاي تعمیم یافته ترین معکوس متداول
  کنیم. مربع را در تعریف زیر بیان می

  
  .௠×௡ܥ߳ܨ: فرض کنید 2- 2تعریف 

ماتریسی باشد که در  ௡×௠ܥ߳ܩالف) فرض کنید 
) صدق 4) تا (1هاي معادلات ماتریسی ( سیستم

݁ݎ݋݋ܯ ، معکوسܩکند، این ماتریس  می −
یا  ఛܨشود و با  نامیده می ܨماتریس  ݁ݏ݋ݎ݊݁݌
 شود. نشان داده می (ଵ,ଶ,ଷ,ସ)ܨ

(ܨ)݀݊݅ فرض کنید ب) = در  ௡×௠ܥ߳ܩو ݇
صدق  )6و ( )5() و 2( ماتریسی  سیستم سه معادله

 ܨ ماتریس ݊݅ݖܽݎܦ معکوس G ماتریسکند،  می
نمایش داده  (ଶ,ହ,଺)ܨیا ∎ܨبا شود و نامیده می

  شود. می
(ܨ)݀݊݅	 فرض کنید ج) ≤  ௡×௠ܥ߳ܩو  1

) 2) و (1ماتریسی باشد که در سه معادله ماتریسی (
 ܨماتریس گروهی  ܩ) صدق کند، ماتریس 5و (

  نمایش داده  (ଵ,ଶ,ହ)ܨ یا #ܨشود و با  نامیده می
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 شود.  می
شود  نامیده می ܲܧ، ماتریس ௡ܥ߳ܨ	د) ماتریس 

ఛܨܨهرگاه در  =   صدق کند. ܨఛܨ
 

هاي  براي هر ماتریس نامنفرد، معکوس: 1- 2لم 
  تعمیم یافته با معکوس معمولی برابراست.

  
، معکوس گروهی وجود ௡ܥ߳ܨ	: براي هر 2-2لم 

(ܨ)݀݊݅دارد به طوري که  ≤ #ܨو  1 =  ∎ܨ
برقرار است، یعنی در این حالت معکوس گروهی 

برابر است و هرگاه  Drazinبا معکوس  ܨماتریس 
(ܨ)݀݊݅منفرد باشد آنگاه  ܲܧماتریس  ܨ = و  1

#ܨ = ∎ܨ =   . ఛܨ
  
یافته با استفاده از  معکوس تعمیم  محاسبه -3

  نمایش بلوکی ماتریس 
 معکوس گروهیدر این قسمت نمایش بلوکی، براي 

݁ݎ݋݋ܯمعکوس  و معکوس –{1}و  −  ݁ݏ݋ݎ݊݁݌
  کنیم. را بیان می

  
که در برخی از  ௥௠×௡ܥ߳ܨبراي هر : 1-3تعریف 

) براي 5) و (4) و ویژگی (4) تا (1هاي ( ویژگی
هاي مربع صدق کند، نمایش بلوکی به  ماتریس

  شود: صورت زیر تعریف می
)1-3         (                ܺ = ܲ. ൤ܺ଴ ܺଵ

ܺଶ ܺଷ
൨ . ܳ 

  
 ௥×(௡ି௥)ܥଶ߳ܺو ௥×(௠ି௥)ܥଵ߳ܺو  ௥×௥ܥ଴߳ܺکه 
هاي مناسب  ماتریس زیر (௠ି௥)×(௡ି௥)ܥଷ߳ܺو 
  باشند. می

، ௥௠×௡ܥ߳ܨبراي هر  بیان شد، ]14[ طورکه در همان
ܨ൤  توانیم ماتریس گسترش یافته می ௠ܫ

௡ܫ 0 ൨  بسازیم
ها به ماتریس  که با اعمال روي سطرها و ستون

  شود: ارز تبدیل می هم
൤ܨ ௠ܫ
௡ܫ 0 ൨~…~ቂ

௥ܧ ܳ
ܲ 0

ቃ   

یک روي اولین مکان  ݎماتریسی با  ௥௠×௡ܥ௥߳ܧکه 
هاي دیگر  درایه  قطر اصلی و صفر روي همه ݎروي 

,௡×௡ܥ߳ܲاست و  هاي منظمی  ماتریس ௠×௠ܥ߳ܳ
  کنند: هستند که در تساوي زیر صدق می

ܲܨܳ                 )     2-3( = ௥ܧ = ቂܫ௥ 0
0 0

ቃ. 
 

(معکوس گروهی) براي ماتریس مربع : 1-3قضیه 
(ܨ)݀݊݅با  ௥௡×௡ܥ߳ܨ = فرض کنید  1

,ܲهاي منظم  ماتریس ) 3,2وجود دارد که در ( ܳ
  بلوکی.  کنند. فرض کنید تجزیه صدق می

)3-3         (                     ܳ. ܲ = ൤ ଵܸ ଶܸ
ଷܸ ସܸ

൨  
 

 (௡ି௥)×(௡ି௥)ܥସܸ߳تحت این فرض که زیرماتریس 
منظم است، برقرار است آنگاه جواب منحصربفرد 

) به 3( ) و2( ) و1ت ماتریسی (سیستم معادلا
  باشد: صورت زیر می

#ܨ = ܲ. ൤ ௥ܫ − ଶܸ ସܸ
ିଵ

− ସܸ
ିଵ. ଷܸ ସܸ

ିଵ. ଷܸ. ଶܸ. ସܸ
ିଵ൨ . ܳ. )3,4 (  

  
 ܨي معکوس گروهی ماتریس  الگوریتم محاسبه

(ܨ)݀݊݅ماتریس منفرد با  ܨ(که  = 1:(  
݊الف) ماتریس  ×   را وارد کنید. ܨ، ݊

,ܲهاي  ب) ماتریس   ) محاسبه کنید.3,2را از( ܳ
,ଵܸهاي  ج) زیرماتریس ଶܸ, ଷܸ, ସܸ  را با استفاده از

  ) محاسبه کنید.3,3(
) محاسبه 3,4د) معکوس گروهی را با استفاده از (

  کنید.
  

ݎܥ߳ܨمعکوس) فرض کنید –{1}(: 2-3قضیه 
݉×݊ 

ݎکه  < ݉݅݊{݉,  –{1}، براي محاسبه {݊
(ଵ)ܨ، ܨمعکوس ماتریس  = ଵݐ)(ଵ)ܨ , ,ଶݐ …  (௞ݐ

݇که  = ݉ × ݊ −   ، پس از محاسبهଶݎ
,ܲهاي منظم  ماتریس )، ماتریس بلوکی 3,2از ( ܳ

  دهیم: زیر را تشکیل می
(ଵ)ܨ)        5-3( = ଵݐ)(ଵ)ܨ , ,ଶݐ … (௞ݐ =  
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ܲ. ൤ ௥ܫ ܼଵ
ܼଶ ܼଷ

൨ . ܳ   
 

  باشد و می ݎ  ماتریس همانی از مرتبه ௥ܫکه 
ܼଵ߳ܥ௥×(௠ି௥), ܼଶ߳ܥ(௡ି௥)×௥ ,   
ܼଷ߳ܥ(௡ି௥)×(௠ି௥)  
 

 باشند. هاي انتخابی دلخواه می ماتریس
݉هرگاه  = کامل   با رتبه ܨباشد، ماتریس  ݎ

,	ଵܼسطري است و  ܼଷ شوند و داریم: ناپدید می  
(ଵ)ܨ = ܲ. ൤ ௥ܼଶܫ

൨ . ܳ  

 
݊هرگاه  = کامل ستونی   با رتبه ܨباشد، ماتریس  ݎ

,ଶܼاست و  ܼଷ شوند و داریم: ناپدید می  
(ଵ)ܨ = ܲ. ௥ܫ] ܼଵ]. ܳ 
 

݁ݎ݋݋ܯ(معکوس : 3- 3قضیه  − ) براي ݁ݏ݋ݎ݊݁݌
ݎ، ௥௠×௡ܥ߳ܨهر  < ݉݅݊{݉, هاي  ، ماتریس{݊
ܲ,   اند و )، بدست آمده3,2از ( ܳ

)6 -3(   ܳ.ܳ∗ = ൤ ଵܵ ܵଶ
ܵଷ ܵସ

൨ , ܲ∗. ܲ = ൤ ଵܶ ଶܶ

ଷܶ ସܶ
൨,  

  
  که در آن 

ଵܵ߳ܥ௥×௥, ܵଶ߳ܥ௥×(௠ି௥) ,  
ܵଷ߳ܥ(௠ି௥)×௥, ܵସ߳ܥ(௠ି௥)×(௠ି௥) 
 

ଵܶ߳ܥ௥×௥, ଶܶ߳ܥ௥×(௡ି௥),  
ଷܶ߳ܥ(௡ି௥)×௥ , ସܶ߳ܥ(௡ି௥)×(௡ି௥) 

  
݁ݎ݋݋ܯرا در نظر بگیرید. معکوس  −  ݁ݏ݋ݎ݊݁݌

  است به صورت زیر است: ܨماتریس 
ఛܨ   )3-7( = ܲ. ൤ ௥ܫ −ܵଶܵସିଵ

− ସܶ
ିଵ

ଷܶ ସܶ
ିଵ

ଷܶܵଶܵସିଵ
൨ . ܳ  

  
݉هرگاه  = کامل   با رتبه ܨباشد، ماتریس  ݎ

,	ଶܵسطري است و  ܵସ شوند و داریم: ناپدید می  
ఛܨ = ܲ. ൤

௥ܫ
− ସܶ

ିଵ
ଷܶ
൨ . ܳ  

  
݊هرگاه  = با رتبه کامل ستونی  ܨباشد، ماتریس  ݎ

ଷܶاست و  , ସܶ شوند و داریم:ناپدید می  
ఛܨ = ܲ. ௥ܫ] −ܵଶܵସିଵ]. ܳ.  

  
  هاي عددي مثال -4

هاي منفرد  : براي ماتریس1- 4مثال 
ܣ = ቂ1 −1

1 −1ቃ  و	ܤ = |ܣ| = ቂ1 1
1 1ቃ  معکوس
و معکوس  ݊݅ݖܽݎܦگروهی و معکوس 
݁ݎ݋݋ܯ − معکوس تعمیم  –{1}و  ݁ݏ݋ݎ݊݁݌

و  1ها به صورت جدول  دلخواه این ماتریس  یافته
  .شود تعریف می 2جدول 

  
  .4,1مثال  ࡭: معکوس تعمیم یافته براي ماتریس 1 جدول

 ܨ #ܨ ∎ܨ ఛܨ (ଵ)ܨ

ቂ	1 − ܽ + ܾ + ܿ			 		ܽ
ܾ ܿ ቃ 		ܽ, ܾ, ܴܿ߳ ൦

1
4

1
4

−
1
4 −

1
4

൪ ቂ0 0
0 0ቃ --  ܣ, (ܣ)݀݊݅ = 2 

  
  

  .4,1مثال  ࡮: معکوس تعمیم یافته براي ماتریس 2 جدول
 ܨ #ܨ ∎ܨ ఛܨ (ଵ)ܨ

ቂ	1 − ܽ − ܾ − ܿ			 		ܽ
ܾ ܿ ቃ 		ܽ, ܾ, ܴܿ߳ ൦

1
4

1
4

1
4

1
4

൪ ൦

1
4

1
4

1
4

1
4

൪ ൦

1
4

1
4

1
4

1
4

൪ ܤ, (ܤ)݀݊݅ = 1 
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(ܤ)݀݊݅ماتریس منفرد با  ܤبه وضوح،  = و  1
#ܤمتقارن است، بنابراین  = و یک ماتریس  ఛܤ

یک ماتریس پوچ  ܣطرف دیگر  باشد. ازمی ܲܧ
ଶܣ که در است = کند و اندیس آن  صدق می ܱ
  باشد. می 2برابر 

  

ܣماتریس : 2-4مثال  = ൥
1 2 3
4 5 6
7 8 9

൩  را در نظر

(ܣ)݀݊݅منفرد است و  ܣبگیرید.  = ، با استفاده 1
هاي  از تبدیلات مقدماتی روي ماتریس، ماتریس

,ܳمنظم  ܲܨܳرا بطوریکه  ܲ = تعیین  ଶܧ
 :کنیم می

ܲ = ቎
	1 0 −3
−2 1 			6
ସ
ଷ

0 −3
቏ , ܳ = ൥

				5 −2 0
−2 			1 0
				1 −2 1

൩  

 
تدا از ، ابܣمعکوس گروهی ماتریس   براي محاسبه

  ) داریم:3-3(

ܳ.ܲ = ൤ ଵܸ ଶܸ

ଷܸ ସܸ
൨ = ቎

9 −2 −27
−4 1 12
− ଵଽ

ଷ
−2 −18

቏   

 
  آوریم: ) بدست می4,3سرانجام از (

#ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡−

ଶଷ
ଷ଺

− ଵ
଺

ଵଵ
ଷ଺

− ଵ
ଵ଼

	0 ଵ
ଵ଼

ଵଽ
ଷ଺

ଵ
଺

− ଻
ଷ଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

  
  ، داریم:ܣمعکوس  –{1}  حال براي محاسبه

݇ = 3ଶ − 2ଶ = 5   
  

  آوریم: ) بدست می5-3از (
,ଵݐ)(ଵ)ܨ ଶݐ , … (௞ݐ =  

቎
	1 0 −3
−2 1 			6
ସ
ଷ

0 −3
቏ ൥
1 0 ଵݐ
0 1 ଶݐ
ଷݐ ସݐ ହݐ

൩ ൥
				5 −2 0
−2 			1 0
				1 −2 1

൩  
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+൥
				6 −3 0
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݁ݎ݋݋ܯسرانجام به محاسبه معکوس  −  ݁ݏ݋ݎ݊݁݌
  پردازیم: به صورت زیر می

ܳ.்ܳ = ൥
29 −12 9
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൨
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ଽ
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  داریم:
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− ଵ
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ଵ଼

				ଵଽ
ଷ଺

				ଵ
଺

− ଻
ଷ଺⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
  

  
  گیرينتیجه -4

ها و به ویژه معکوس ماتریس کاربردهاي  ماتریس
زیادي در علوم مختلف به ویژه در حسابداري و 
اقتصاد و... دارند، اما از آنجایی که بسیاري از 

ها سر و کار داریم منفرد و  هایی که با آن ماتریس
باشند، در این مقاله به مروري بر  مستطیلی می

وهی و هاي تعمیم یافته نظیر معکوس گر معکوس
݁ݎ݋݋ܯو معکوس  معکوس –{1} − و  ݁ݏ݋ݎ݊݁݌

  ها را مرور کردیم و  ... پرداختیم و نمایش بلوکی آن
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هاي تعمیم  هاي عددي از معکوس در پایان مثال
یافته بیان کردیم. در پژوهش بعدي با توجه به این 

معکوس تعمیم   که تا کنون هیچ پژوهشی در زمینه
فازي مردد صورت نگرفته  هاي یافته براي ماتریس

ها و حل دستگاه  است، به معرفی و بحث روي آن
فازي مردد با استفاده از معکوس تعمیم یافته، 

   خواهیم پرداخت.
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