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  چکيده
  را در نظر  يمدول ضرب داخل -ܣ  ين دو فضايب يخط– ܣ يهامام نگاشتت جبرباشد، رده- ∗ܥک ي ܣد يفرض کن

برد، بر هم  ير آنها تحت نگاشت مورد نظر در فضايدامنه، تصاو يهر دو بردار عمود برهم در فضا يکه برا يطورم بهيريگيم
ن يا يم. براين کنيکنند، معيکه تعامد را حفظ م يخط– ܣ يهاشکل نگاشت کيم ين مقاله، قصد داريعمود باشند. در ا
م يکنيباشد. ثابت م ܣعناصر مثبت  مجموعه تمام + ܣو  باشند يمدول ضرب داخل-ܣ  يدو فضا ܨو  ܧم يمنظور فرض کن

:ܶ يخط-  ܣک نگاشت يکه  ܧ → ܽفقط اگر  کند اگر ويتعامد را حفظ م   ܨ ∈ که به  يوجود داشته باشد به قسم ାܣ
,ݔ هر يازا ݕ ∈ ,ݔT⟩ يتساو ܧ Tݕ⟩ = 	ܽଶ⟨ݔ, ,ݔم دو بردار يکنيم يادآوري ابتدا .برقرار باشد 	⟨ݕ بر  يبه طور معمول ݕ

>فقط اگر  هم عمود هستند اگر و ,ݔ ݕ >= را به سه  يمدول ضرب داخل -ܣ  يک فضايو سپس مفهوم تعامد در  0
است اگر و فقط اگر حافظ هر کدام  يافظ تعامد معمولح يخط– ܣک نگاشت يم که يدهيم و نشان ميکنيد ارائه ميروش جد
  د باشد.يجد ياز تعامدها
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 مقدمه .۱
است که مورد توجه  ييهاتياز آن خاص يکيتعامد 

از  يارير بسياخ يهادانان است. در دههياضياز ر ياريبس
 ين مفهوم در فضاهايم ايجه خود را به تعمدانان توياضير

  اند. نرم دار معطوف نموده يو فضاها يضرب داخل
، بر يضرب داخل يتعامد در فضا توان گفت مفهوميم

ℝگرفته از مفهوم تعامد دو بردار در صفحه 
ଶ  است. دو

بر هم عمود  يضرب داخل يک فضايرا در   yو  xبردار
>گاه م، هرييگو x, y >= ن مفهوم تعامد ي. همچن	0

 ين مفهوم در فضاهايدار بر گرفته از انرم يدر فضاها
ش از چهار نوع تعامد در يکنون باست. تا يضرب داخل

ک ين مقاله، ابتدا يده است. در ايدار ارائه گردنرم يفضاها
م و يکنيف ميرا تعر يضرب داخل مدول–	A يفضا

  که تعامد را حفظ  ينگاشت يبرا يسپس شرط معادل
 يف تعامدهايم. در بخش سوم به تعريدهيکند ارائه ميم

ا، به يقضا دار پرداخته و به کمکنرم يمتفاوت در فضا
  تعامدها، معادل گردند.  نيم که ايپردازيم يطيشرا يبررس
ضرب  يفضاها ܨو ܧ، ثابت کرد که اگر [1] ينسکيچلم
:T يخط-  ܣباشند، آنگاه نگاشت  يداخل E → F  حافظ

γک يگر و تنها اگر تعامد است ا ∈ ℝା  وجود داشته
,x		هر يکه برا يباشد بطور y ∈ E			 ، 

< ,ݔܶ ݕܶ >= ଶߛ < ,ݔ ݕ >		 
 

م که يپردازيم ياضير ييف ساختارهايان تعرياکنون به ب
  از است.يدر ادامه مورد ن

.∥,ܣ) ( جبر باناخ -ک *يجبر، -*Cک ي است به  ∥
ܽهر  يکه برا يطور ∈ .همواره  ܣ ∥ ܽܽ∗ ∥=

∥ ܽ ∥ଶ  ܽاگر ∈ ر يصورت زرا به ܽ طيف، آنگاه ܣ
  :شوديف ميتعر
 }. σ(ܽ) = ߣ	} ∈ ℂ:					نباشد	پذير	وارون		ܫߣ − ܽ 

  
ܽعنصر  ∈ را مثبت نامند، هرگاه خود الحاق  ܣ

		(ܽ = باشد. مجموعه  ℝାرمجموعه يز 	(ܽ)ߪو(∗ܽ
  ند.دهيش مينما ାܣرا با نماد  	ܣتمام عناصر مثبت 

,ܽاگر  ܾ ∈ ند يگويگاه معضو خود الحاق باشند، آن دو ܣ
ܽ ≤ ܾاگر و فقط اگر  ܾ − ܽ ≥ مثبت  ܽاگر  . 0

ܾکتا و مثبت يآنگاه عضو  باشد، ∈ وجود دارد به  ܣ

ܽ که يطور = ܾଶ نامنديم ܽشه دوم مثبت يو آن را ر. 
0 شود اگريثابت م ≤ ܽ ≤ ଵ/ଶܽگاه ، آن	ܾ ≤ bଵ/ଶ .

شتر يکسب اطلاعات ب يتواند برايمند معلاقهخواننده 
   .را مطالعه کند [2]

  
–ک ي A	م يفرض کن. ۱- ۱ف يتعر ک يجبر باشد. ∗ܥ
–ک يکه  ܧ يبردار يفضا Aيمدول راست است و برا 
	ݔهر  ∈ 	E	, ܽ ∈ 	A		, μ	 ∈ ℂ در شرط  

μ(ܽݔ) =	 (μݔ)ܽ	 =  (μܽ)ݔ
  

.>	همراه با نگاشت  صدق کند، , . >: ܧ × ܧ → را ܣ
 ينامند، هرگاه به ازا يمدول ضرب داخل–A يفضا کي

,ݔهر  ,ݕ ݖ ∈ ,ߣو هر  ܧ ߤ ∈ ℂ, ܽ ∈ ط يدر شرا ܣ
  ر صدق کند:يز

>	الف) ,ݔ ݔ >≥ ݔو   0 = اگر و تنها اگر  0
< ,ݔ ݔ >= 0  

>ب)  ݕߣ,ݔ + ݖߤ >= ߣ < ,ݔ ݕ > ߤ+ < ,ݔ ݖ >	 
>ج)  ,ݔ ܽݕ >=< ,ݔ ݕ > ܽ		  
>د)  ,ݔ ݕ >∗=< ,ݕ ݔ >  
  
ݔهر  يبرا ∈   صورتآن را به، نرم ܧ

ଶ‖ݔ‖ = ‖< ,ݔ ݔ ن يبا ا  ܧشود. اگريف ميتعر 	‖<
را  يمدول ضرب داخل -	ܣ يآنگاه فضا نرم کامل باشد،

 ند.يلبرت گويمدول ه -	ܣ	يک فضاي
ݔ،هر  يف برايطبق تعر ∈ > ܧ ,ݔ ݔ >  		همواره	

 وجود دارد که آن را با يشه دوميمثبت است، لذا ر
|ݔ|	 =< ,ݔ ݔ >ଵ/ଶ د يدهند.  فرض کنيم شينماE 

ݔعضو باشد، يمدول ضرب داخل -	ܣ  يفضا ∈ را  		ܧ
>اگر عضو  ند،يده گويناتباه ,ݔ ݔ >∈ ر يوارون پذ ܣ
   .باشد

 يمدول ضرب داخل -	ܣ  يدو فضا ܨ و ܧد يفرض کن
:ܶباشند، نگاشت  ܧ →  ܶنامند، هرگاه  يخط-ܣرا  ܨ

ܽ هر يباشد و برا يخط ∈ ݔ ܣ ∈ (ܽݔ)ܶ، 		ܧ =
م يناميم يراحافظ ضرب داخل ܶن يهمچن .		ܽ(ݔ)ܶ

,ݔ	هر  ياگر برا ݕ ∈ > ي، تساوܧ ,ݔܶ ݕܶ >=
			< ,ݔ ݕ   برقرار باشد. <

  ، دو عضو	ܧ يمدول ضرب داخل -	ܣ  يک فضايدر 
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,ݔ ݕ ∈ ݔند و آن را با نماد يرا برهم عمود گو ܧ ⊥  ݕ
>	دهند، هرگاهينشان م ,ݔ ݕ >	= 0	 .  
  نامند، هرگاهيرا حافظ تعامد م 		T	نگاشت

	< ,ݔ ݕ >	= > تنها اگر اگر و 	0 ,ݔܶ ݕܶ >= 0 
:ܶ		نگاشت  ܧ → هرگاه  ند،يگويرا خود الحاق مܨ

:∗ܶنگاشت ܨ →  يبرا که يوجود داشته باشد بطور  ܧ
,ݔهر  ݕ ∈ E ،< ,ݔ ݕܶ >	=< ,ݔ ݕ∗ܶ >. 

 يخط- ܣم نگاشت يدهين مقاله، نشان ميدر ا
ܶ: ܧ → فقط اگر  کند اگر ويعامد را حفظ مت  ܨ
ܽ ∈ هر  يکه به ازا يوجود داشته باشد به قسم ାܣ
,ݔ ݕ ∈ ,ݔT⟩ يتساو ܧ Tݕ⟩ = 	ܽଶ⟨ݔ, برقرار  	⟨ݕ

  باشد.
  
 حافظ تعامد يها. نگاشت۲

جامع به هدف  ياهيان و اثبات قضين بخش با بيدر ا
  م. يابييز دست ميمقاله ن ياصل

  
جبر		 ديفرض کن .۱-۲ه يقض − و  ک داري	ܣ		يک	∗ܥ
مدول ضرب –A يدوفضا ܨو ܧ نيباشد. همچن ييبجاجا

:ܶو يداخل ܧ →  ܨو ܧهر عضو از  و ک نگاشتي  ܨ
 ر باهم معادلند.يز يهان صورت گزارهيده باشد. در ايناتباه
ܽاست و  يخط– ܣک نگاشت ي ܶالف)  > وجود  0

ݔ	،	هر  يکه برا يطوربه 	دارد ∈ |ݔܶ| ܧ =   .|ݔ|ܽ
ܽب) عضو  > ,ݔ	هر يکه برا وجود دارد 0 ݕ ∈   ، 	ܧ

< ,ݔܶ ݕܶ >= ܽଶ < ,ݔ ݕ >. 
 

  است و تعامد را حفظ  يخط-  ܣک نگاشت ي  ܶج)
  کند.يم

ب). با توجه به (الف) وجود دارد  ←(الف برهان:
ܽ > ݔ	،	هر  يکه برا يطوربه 0 ∈ |ݔܶ|  ܧ =
ଶ|ݔܶ|	 ني. بنابرا|ݔ|ܽ =  ، لذا		ଶ(|ݔ|ܽ)

< ,ݔܶ ݔܶ >= ܽଶ < ,ݔ ݔ > . 
  

    ] ۲[يسازيقطب يه همانيبا توجه به قض
< Tݔ, Tݕ >= ଵ

ସ
൫⟨ܶݔ	 + ,ݕܶ	 	ݔܶ + ⟨ݕܶ	 −

	ݔܶ⟩݅	 + ,ݕܶ݅	 	ݔܶ + ⟨ݕܶ݅	 −

	ൻܶݔ	– ,ݕܶ	 –	ݔܶ ൿݕܶ	 +
݅ൻܶݔ	– ,ݕܶ݅	 –	ݔܶ   ൿ൯ݕ݅ܶ	
= ଵ

ସ
൫⟨ܶ(ݔ	 + ,(	ݕ 	ݔ)ܶ + ⟨(	ݕ −

	ݔ)ܶ⟩݅	 + ,(ݕ݅	 	ݔ)ܶ + ⟨(ݕ݅	 −
	ൻܶ൫ݔ	– ,൯ݕ	 –	ݔܶ ൿݕܶ	 +
݅ൻܶݔ	– ,(ݕ݅	 –	ݔ)ܶ   ൿ൯(ݕ݅
= ଵ

ସ
ܽଶ൫	⟨ݔ	 + ,ݕ	 	ݔ + ⟨ݕ	 − ݔ⟩݅	 + ,ݕ݅	 ݔ +

⟨ݕ݅	 − ൻݔ	– ,ݕ	 –	ݔ ൿݕ	 + ݅ൻݔ	– ,ݕ݅	 –	ݔ   ൿ൯ݕ݅	
= ଵ

ସ
ܽଶ(⟨ݔ, ⟨ݕ +	 ,ݕ⟩ ⟨ݔ − ,ݔ⟩݅	 ⟨ݕ݅ −

,ݔ⟩݅	   (⟨ݕ݅
= ܽଶ < ,ݔ ݕ >  

  
 ܶ ميدهينشان مد (ب) برقرار باشد، يفرض کن ج).← ب
  است.  يخط– ܣک نگاشت ي

ܿ	هر  يبرا ∈ ,ܣ ,ݔ ,ݕ ݖ ∈   ، 	ܧ
 < ݔܿ)ܶ + ,(ݕ ݖܶ >	= ܽଶ < ݔܿ + ,ݕ ݖ >	 
 =	ܽଶܿ∗(< ,ݔ ݖ > +< ,ݕ ݖ >) 
 = ܿ∗(ܽଶ < ,ݔܿ ݖ > +ܽଶ < ,ݕ ݖ >) 
 = ܿ∗(< ,ݔܶ ݖܶ > +< ,ݕܶ ݖܶ >) 
=< ݔܶܿ + ,ݕܶ ݖܶ >  

  
ݔܿ)ܶ	بنابراين + (ݕ = ݔܶܿ +   .  ݕܶ

توان يم ياست. به سادگ يخط– ܣک نگاشت ي ܶ يعني
 حافظ تعامد است. ܶنشان داد که 

dimE	د يفرض کن الف).←(ج  = ه يک پاي 	{u}	 و 1
:ܶديباشد. فرض کن ܧ يبرا ܧ →   نگاشت کي  ܨ
  کند.يباشد که تعامد را حفظ م يخط– ܣ
ݔر ه يبرا ∈ ௫ܿ، وجود داردܧ که  يطوربه ܣدر  	

ݔ = ܿ௫لذا ، ݑ	ݔ|،|ଶ =	ܿ௫∗ܿ௫|ݑ|ଶ  حافظ  ܶچون
  تعامد است 

ଶ|ݔܶ| =	ܿ௫∗ܿ௫|ܶݑ|ଶ 
  

ܽد يحال قرار ده = د يکني. ملاحظه م|ݑܶ|ଵି|ݑ|
|ܿ௫| = |ଵ، .|ܿ௫ି|ݑ||࢞| = ن يا ଵି|ݑܶ||࢞ࢀ|

|ݔܶ| کنديجاب ميا = |࢞||	ݑܶ|	ଵି|ݑ| =   .		|࢞|ࢇ
E	݉݅݀ديفرض کن ≥ ,ݔو  2 ݕ ∈ ܧ − و   {0}

0	وجود داشته باشند  < ܽ < ܾ ∈   کهيبطور ܣ
|ݕܶ| = |ݔܶ|و  |ݕ|ܾ =   (*)           |ݔ|ܽ
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 د.يريسه حالت در نظر بگ
,ݔم يدهينشان م حالت اول:  هستند. يطمستقل خ ݕ

ن صورت اگر وجود داشته باشد ير ايرا در غيز
c ∈ ܣ − ݕ		که  يطوربه {0} =   گاه، آن	ݔܿ

  

ଶ|ݕܶ|  = ଶ|ݔܿܶ| = c∗ < ,ݔܶ ݔܶ > ܿ =
ܿܿ∗ܽଶ|x|ଶ 

  
ଶ|x|ଶܽ∗ܿܿلذا  = ܿܿ∗bଶ|x|ଶ چون 	ݔ ∈  ܧ
ଶܽ∗ܿܿلذا  ده است،يناتباه = ܿܿ∗bଶ .ن يجنهم

ܿܿ∗ >   ر است.ي، لذا وارون پذ0
ܽجه يدر نت =   ن تناقض است.يو ا ܾ

>حالت دوم:  ,ݔ ݕ >≠ >را اگر يز .0 ,ݔ ݕ >= 0  ،
ݑ		آنگاه با فرض  = ,ଵି|ݔ|ݔ ݒ =  	ଵି|ݕ|ݕ

>د يکنيملاحظه م ,ݑ ݒ >= حافظ  	ܶ. چون 		0
> تعامد است، ,ݑܶ ݒܶ >=   و 	0

ଶ|ݑ|  =< ,ݑ ݑ ଵି|ݔ|	=< < ,ݔ ݔ > ଵି|ݔ| = 1  
  ني. بنابراଶ=1|ݒ|بطور مشابه 

< ݑ + ,ݒ ݑ − ݒ >= ଶ|ݑ| − ଶ|ݒ| = 0  .  
  

  با توجه به فرض
=0 < ݑܶ + ,ݒܶ ݑܶ − ݒܶ >   

  
  د يکنيملاحظه م ياز طرف

ଶ|ݑܶ|	 = |x|ିଵ < ,ݔܶ ܶ > |x|ିଵ		 
= |x|ିଵ	ܽଶ|ݔ|ଶ|x|ିଵ = ܽଶ   

  
  جهي. در نتଶ=ܾଶ|ݒܶ|به طور مشابه 

< ݑ)ܶ + ,(ݒ ݑ)ܶ − (ݒ > 
= ଶ|ݑܶ| − ଶ|ݒܶ| = ܽଶ − ܾଶ ≠ 0 

  
 ن تناقض است. يو ا

,ݔم که يتاکنون نشان داد و  يتوانند وابسته خطينم ݕ
,ݔد که يا بر هم عمود باشند. لذا فرض کني   مستقل  ݕ
  و برهم عمود نباشند. يخط- ܣ

  دينک قرار دهيا
݉ =< ,ݔ ݕ >< ,ݕ ݔ >  .  

  
mن صورت يدر ا = ଶ݉ ، لذا∗݉ = ݉݉∗ .  

݊	ون با فرض يهمچن =< ,ݕ ݔ >   ଶ|ݔ|
 

ݖ = ݉ݔ − ݖد يکنيملاحظه م ݊ݕ ∈   و ܧ
   

< ,ݖ ݔ >=< ݉ݔ	 − ,	݊ݕ ݔ > 
= ݉∗ < ,ݔ ݔ > −݊∗ < ,ݕ ݔ >  
= ݉∗|x|ଶ−|x|ଶ݉∗ = 0			 

  
>ن يبنابرا ,ݖܶ ݔܶ >= ݓ ديقرار ده 0 =  ଵି|ݖ|ݖ

ݑو  =   ن صورت ي. در اଵି|ݔ|ݔ
ଶ|ݓ| =< ݓ,ݓ >	=< ,ଵି|ݖ|ݖ ଵି|ݖ|ݖ >= 1  

  
  ياز طرف

< ,ݓ ݑ >	=	< ,ଵି|ݖ|ݖ ଵି|ݔ|ݔ > 
= ଵି|ݖ| < ,ݖ ݔ > ଵି|ݔ| = 0        

 
>جه ينت در ,ݓܶ ݑܶ >=   ني. همچن0

< ݓ + ݓ,ݑ − ݑ >= ଶ|ݓ| − ଶ|ݑ| = 0، 
  

  لذا
< ݓ)ܶ + ,(ݑ ݓ)ܶ − (ݑ >= 0 

  
  د      يکنياکنون ملاحظه م

ଶ|ݖ| =< ݉ݔ − ,݊ݕ ݉ݔ − ݊ݕ >  
= m∗ < ,ݔ ݔ > ݉ −m∗ < ,ݔ ݕ > ݊  
– n∗ < ,ݕ ݔ > ݉ + n∗ < ,ݕ ݕ > ݊    
= ݉ଶ|ݔ|ଶ	–m∗ < ,ݔ ݕ >< ,ݕ ݔ > ଶ|ݔ| −
	ଶ|ݔ| < ,ݔ ݕ >< ,ݕ݉ ݔ > ݉ +  	ଶ|ݔ|
< ,ݔ ݕ >< ,ݕ ݕ >  ଶ|ݔ|݉
= −ଶ݉|ݕ|ସ|ݔ|          ݉ଶ	ଶ|ݔ|

  
  جهيدر نت

ଶ|ݖ| =  	ଶ|ݔ|ଶ݉−݉ଶ|ݕ|ସ|ݔ|
  

>چون  ,ݖܶ ݔܶ >= 0  ،  
< ,ݖܶ ݔܶ >	=	< ݉Tݔ − ,ݕܶ݊ ݔܶ > 
= ݉∗ < ,ݔܶ ݔܶ > −	݊∗ < ,ݕܶ ݔܶ >	= 0 

  
  است که ين بدان معنيا

 ݉∗ < ,ݔܶ ݔܶ >	= ݊∗ < ,ݕܶ 	ݔܶ >  
  

  لذا
< ,ݔܶ ݕܶ > ݊ =< ,ݔܶ ݔܶ > ݉							 

  
  د  يکنياکنون ملاحظه م
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|Tݖ|ଶ =< ,ݖܶ ݖܶ > 
=< ݔܶ݉ − Tx݉,ݕܶ݊ − nTy 
= m∗ < ,ݔܶ ݔܶ > ݉	–m∗ < ,ݔܶ ݕܶ >
݊	 − n∗ < ,ݕܶ ݔܶ > ݉ + n∗ < ,ݕܶ ݕܶ >
݊.		  

  
  توجه به محاسبات بالابا 

ଶ|ݖܶ| = ଶ݊|ݕܶ|∗݊ −   ଶ݉|ݔܶ|∗݉
  ଶ|ݔܶ|ଶ݉−݉ଶ|ݕܶ|ସ|ݔ|=
= ܾଶ|ݔ|ସ	|ݕ|ଶ	݉− ܽଶ݉ଶ|ݔ|ଶ > ܽଶ|ݖ|ଶ.  

  
  را يز

ܽଶ|ݖ|ଶ = ܽଶ|ݔ|ସ|ݕ|ଶ݉− ܽଶ݉ଶ|ݔ|ଶ	   
  
  لذا و

(ܾଶ|ݔ|ସ	|ݕ|ଶ	݉− ܽଶ݉ଶ|ݔ|ଶ) − ܽଶ|ݖ|ଶ =
(ܾଶ − ܽଶ)|ݔ|ସ	|ݕ|ଶ	݉ > 0  

  
ଶ|ݖܶ|ଶି|ݖ|ن يبنابرا > ܽଶ ܥاگر، [2].با توجه به∗ -

ܽباشد و  ييجبر جابجا <   . ଶ ܽଶܾ	>، آنگاه ܾ
  لذا 

ଶ|ݓܶ| = ଶ|ݖܶ|ଶି|ݖ| > ܽଶ  
  
  اما

ଶ|ݑܶ| = ଶ|ݔܶ|ଶି|ݔ| = ܽଶ  
  

  نيبنابرا
< ݓ)ܶ + (ݑ >, ݓ)ܶ − (ݑ >   
= ଶ|ݓܶ| − ଶ|ݑܶ| > ܽଶ − ܽଶ = 0 

  
 که تناقض است.

هر  يبرا يعنيتواند برقرار باشد، ين رابطه (*) نميبنابرا
ݔ ∈ ܧ −  است. ܣدر  يمقدار ثابت ଵି|ݔ||ݔܶ|،  {0}

ܽد يقرار ده =  .ଵି|ݔ||ݔܶ|
ݔهر  ين صورت برايدر ا ∈ ܧ − |ݔܶ|،{0} =  	|ݔ|ܽ
> و لذا ,ݔܶ Tݕ >	= ܽଶ < ,ݔ ݕ > .  

  
 مدول –	࡭	ين انواع تعامد در فضايرابطه ب .۳

 يضرب داخل
ک يد در يف چند نوع تعامد جدين بخش، ابتدا به تعريدر ا
  م و سپس يپردازيم يمدول ضرب داخل –	ܣ يفضا

  

الهام گرفته از ضرب  ين آنها و تعامد معموليرابطه ب
کسب  يم. برايدهيم رقرا يرا مورد بررس يداخل

  د.يمراجعه کن [4]شتر به ياطلاعات ب
  

مدول  –	ܣ يک فضاي  ܧدي. فرض کن۱-۳ف يتعر
,ݔ	و باشد يضرب داخل ݕ ∈ ݔم ييگو ي. م	ܧ ⊥ଵ  ،ݕ

ܽهر  يهرگاه برا ∈ A		 ،|ݔ|ଶ ≤ ݔ| +   . ଶ|ݕܽ
  

 مدول –	ܣ يک فضاي  ܧديفرض کن .۲- ۳ه يقض
,ݔباشد و  يضرب داخل ݕ ∈ ن صورت يدر ا . ܧ

< ,ݔ ݕ >	= ܽهر  يبرا اگر اگر و تنها 0 ∈ A ،
ଶ|ݔ| ≤ ݔ| + با  يگر تعامد معموليبه عبارت د .ଶ|ݕܽ

  معادل است. ଵ⊥تعامد 
>د يابتدا فرض کن برهان: ,ݔ ݕ >	= ن ي. در ا0
  صورت 

ݔ| + ଶ|ݕܽ =< ݔ + ,ݕܽ ݔ + ݕܽ > 
= ଶ|ݔ| + ܽ∗ < ,ݕ ݔ > +< ,ݔ ݕ > ܽ 
 	ଶܽ|ݕ|∗ܽ+
= ଶ|ݔ| + ଶ|ܽ|ଶ|ݕ| ≥   ଶ|ݔ|

  
ଶ|ݔ|ديبرعکس فرض کن ≤ ݔ| + د يو قرار ده  ଶ|ݕܽ

ܽ = ଶି|ݕ|− < ,ݔ ݕ   ن صورت ي. در ا<
ݔ| + ଶ|ݕܽ =< ݔ + ,ݕܽ ݔ + ݕܽ >	 
= ଶ|ݔ| + ܽ∗ < ,ݕ ݔ > +< ,ݔ ݕ > ܽ 
 ଶܽ|ݕ|∗ܽ+
= ଶ|ݔ| − ଶି|ݕ|2 < ,ݔ ݕ >< ,ݕ ݔ > 
ଶି|ݕ|− < ,ݔ ݕ >< ,ݕ ݔ > 
= ଶ|ݔ| − ଶି|ݕ| < ,ݔ ݕ >< ,ݕ ݔ >	≤  ଶ|ݔ|

  
ଶ|ݔ|لذا = ݔ| + ଶି|ݕ|− يعني.  ଶ|ݕܽ < ,ݔ ݕ >

< ,ݕ ݔ >= >−کند يجاب مين ايا ،0 ,ݔ ݕ >
				< ,ݕ ݔ >= >جه يو در نت0 ,ݔ ݕ >	= 0. 

  
:Tد يفرض کن .۳- ۳جه ينت E	 →   ک نگاشتي 	ܧ
A  -ݔو يخط, ݕ ∈  يتعامد معمول Tن صورت ي. در ا ܧ
 حفظ کند.  را ଵ⊥ تعامد ܶتنها اگر  اگر و کنديحفظ مرا 
  

 مدول –	ܣ يک فضاي  ܧديفرض کن .۴- ۳ه يقض
,ݔ	 و باشد يضرب داخل ݕ ∈   .ܧ
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ݔن صورت اگر يدر ا ⊥ଵ ଶ‖ݔ‖آنگاه  ،ݕ ≤
ݔ‖	 +   .ଶ‖ݕܽ

ݔ. د يفرض کن برهان: ⊥ଵ ܽ هر يلذا براݕ ∈ A		  ،
ଶ|ݔ| ≤ ݔ| +   پس .ଶ|ݕܽ
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0جبر اگر -∗ܥک يد در يدقت کن < ܿ <  ، آنگاه ܾ

 0 <∥ ܿ ∥<∥ ܾ	 ∥. 
  

 مدول –	ܣ يک فضاي  ܧديفرض کن .۵-۳ف يتعر
,ݔ	و باشد يضرب داخل ݕ ∈ ݔم ييگوي. م	ܧ ⊥ଶ  ، ݕ

ܽ هر يهرگاه برا ∈ A م يداشته باش  
ݔ|  − |ݕܽ = ݔ| +  |ݕ	ܽ

  
مدول  –	ܣ يک فضاي  ܧديفرض کن .۶- ۳ه يقض

,ݔ	 و باشد يضرب داخل ݕ ∈   ن صورتيدر ا .	ܧ
< ,ݔ ݕ >	= ܽهر  ياگر برا اگر و تنها 0 ∈ A،  

ݔ| − |ݕܽ = ݔ| +  .|ݕ	ܽ
  

>د يابتدا فرض کن برهان: ,ݔ ݕ >	= ن يدر ا .0
  صورت 

ݔ| − |ݕܽ =< ݔ − ,ݕܽ ݔ − ݕܽ >	  
= ଶ|ݔ| − ܽ∗ < ,ݔ ݕ > −< ,ݕ ݔ > ܽ +
  ଶܽ|ݕ|∗ܽ
= ଶ|ݔ| +   ଶܽ|ݕ|∗ܽ
= ଶ|ݔ| + ܽ∗ < ,ݔ ݕ > +< ,ݕ ݔ > ܽ +
  ଶܽ|ݕ|∗ܽ
= ݔ| +     |ݕ	ܽ

  
ܽهر  يبرام يبرعکس فرض کن ∈ A ،|ݔ − |ݕܽ =

ݔ| +   لذا. |ݕ	ܽ
2ܽ∗ < ,ݔ ݕ > +2 < ,ݕ ݔ > ܽ = 0 

  
ܽ د يده قرار =< ܽ∗2ܽن صورتيا . در	ݕ =   لذا .  0

  

∥ ܽܽ∗ ∥=∥ ܽ ∥ଶ=   ن يبرا. بنا0
< ,ݕ ݔ >	= ܽ = 	0 

  
:Tد يفرض کن .۷-۳جه ينت E	 →   ک نگاشت ي 		ܧ
A  -ݔو يخط, ݕ ∈  يتعامد معمول Tن صورت ي. در ا ܧ
    حفظ کند. را ଶ⊥ تعامد ܶتنها اگر  اگر و کنديحفظ م را
  

مدول  –	ܣ  يک فضاي  ܧديفرض کن .۸-۳ف يتعر
,ݔ	و باشد يضرب داخل ݕ ∈ ݔم ييگوي. م	ܧ ⊥ଷ ،  ݕ

 م يگاه داشته باشهر
ݔ| + ଶ|ݕ = ଶ|ݔ| + |y|ଶ. 

  
 مدول –	ܣ	يک فضاي  ܧديکنفرض  .۹- ۳ه يقض

,ݔباشد و  يضرب داخل ݕ ∈ ن صورت يدر ا . ܧ
< ,ݔ ݕ >	= ݔ|اگر  اگر و تنها 0 + ଶ|ݕ =
ଶ|ݔ| + |y|ଶ  .  

>د يابتدا فرض کن برهان: ,ݔ ݕ >	= ن ي. در ا0
 صورت   

ݔ| + ଶ|ݕ =< ݔ + ,ݕ ݔ + ݕ >     
= >+ଶ|ݔ| ,ݕ ݔ > +< ,ݔ ݕ >  ଶ|ݕ|+
= ଶ|ݔ| + |y|ଶ 

  
ݔ|	د يبرعکس فرض کن + ଶ|ݕ = ଶ|ݔ| + |y|ଶ در .

>ن صورت يا ,ݕ ݔ > +< ,ݔ ݕ >	= 0.   
  گر  يبه عبارت د

< ,ݔ ݕ >< ,ݕ ݔ > +< ,ݔ ݕ >< ,ݔ ݕ >= 0 
  

صفر  يمساو  	ܣجبر -∗ܥک يمجموع دو عضو مثبت از 
صفر است و  يها مساون تک تک آنيبرابنا شده است.

>م داشت يجه خواهيدر نت x, y >	= 0 .  
  
  يريگجهينت

مدول  –	ܣ  يف تعامد در فضايان تعارين مقاله با بيدر ا
آنها  يا و کاربردهاياز قضا ياريم بسيتوانيم يلضرب داخ

 نين فضا ارائه نمود. همچنيرا در ا يضرب داخل يدر فضا
کنند يها را حفظ من تعامديکه ا ييهاتوان فرم نگاشتيم

ادامه کار  يبرا يديقرار داد، لذا افق جد يرا مورد بررس
 ش روست.ين فضا پيدر ا
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