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 ۰۴/۰۴/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۰۷/۰۳/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
باشد. يدستگاه معادلات قدرمطلق م ير مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته بررسياخ يهاکه در سال ياز موضوعات يکي

درجه دوم  يزيرنامهو بر يخط يزيرن برنامهيو همچن يل مکمل خطين در آن مسايل ايدستگاه معادلات قدرمطلق به دل
حل دستگاه معادلات  يد برايجد يان روشين مقاله به بيباشد. ايت مياهم يدارا ينه سازيمحدب گنجانده شده است در به

حل آن از  يل کرده و سپس برايتبد يستم خطيبه س ن منظور، ابتدا دستگاه معادلات قدر مطلق رايا يپردازد. برايقدرمطلق م
 يانقطه دو يل مقدار مرزياز مسا يادسته ين به بررسين مقاله همچنيشود. ايافته استفاده ميبهبود لاگرانژ  يروش کارا

ل با دستگاه معادلات قدر مطلق معادل ين دسته از مسايشود ايدهد. نشان داده ميحل آن ارائه م يد برايجد يپرداخته و روش
  د کرده و حل يتول يگاه معادلات قدر مطلق را بطور تصادفل دستي، مسايشنهاديروش پ يينشان دادن کارا ياست. برا

د حل يق دستگاه معادلات قدر مطلق و روش جديز از طرين يادو نقطه ياز مسائل مقدار مرز يان دستهي. علاوه براييمنمايم
  برخوردار است. ييشنهاد شده از سرعت و دقت بالايدهد روش پينشان م يج محاسباتيشوند. نتايم
  

دو  يافته، مسائل مقدار مرزيم يدستگاه معادلات قدر مطلق، روش لاگرانژ بهبود يافته، روش نيوتن تعم هاي کليدي: هواژ
  .يانقطه

                                                
  Email: hmoosaei@gmail.com, moosaei@ub.ac.ir                                                         :     دار مکاتباتعهده .*
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  مقدمه - ۱
  ف ير تعريکه به صورت ز دستگاه معادلات قدرمطلق

 د:يريشود را در نظر بگيم
,Ax x b  )۱(                                       

  
n,که در آن  n nb R A R    انگر قدر ينما .و

  .باشديها ممطلق مولفه
ن دستگاه با توجه به معادل بودن آن با مسائل مکمل يا

  در  يخط يزيردرجه دوم، برنامه يزير، برنامهيخط
از پژوهشگران قرار  يارير مورد توجه بسياخ يهاسال

  . ]۲۴- ۴  [فته استگر
توان در ي) سه حالت را م۱دستگاه ( يبرا يدر حالت کل
  نظر گرفت.

جواب منحصربفرد داشته باشد، که در حات اول: دستگاه 
ن منظور يا يافتن جواب بود برايد به دنبال ين حالت بايا

 و ۱۹ و ۱۸و  ۱۳-۶[ارائه شده است  يمتعدد يهاروش
  .]۲۴ و ۲۳

ن حالت يا يبرا اب نداشته باشد کهجو حالت دوم: دستگاه
  .]۲۱ و ۲۰[شنهاد شده است ينه دستگاه پيح بهيتصح

ن ين جواب داشته باشد. در ايچند ت سوم: دستگاهحال
دا کردن جواب با ين انتخاب پيتريعين و طبيت بهتريوضع
  . ]۲۳و۲۲[ن نرم است يکمتر
) جواب منحصربفرد ۱که دستگاه ( يتين مقاله وضعيدر ا

ن يافتن ايدر  يباشد مورد توجه قرار گرفته و سعداشته 
  .يمجواب دار

صورت مطلق بهمنظور ابتدا دستگاه معادلات قدر نيبد
شود و سپس با يمدل م يخط يزيرک مساله برنامهي

افته يها، روش لاگرانژ بهبود تيمحدود توجه به شکل
 يريگردد. بکارگيشنهاد ميحل پ يدوگان برا يمساله

ک مسأله يشود به يافته منجر ميژ بهبود روش لاگران
ر است و يل پذيفرانسيک بار ديد که تنها يمحدب و نامق

 يافته بر مبنايم يوتن تعمين مساله را به کمک روش نيا
  .ييمنمايژو حل ميقاعده آرم

 ين روش، به بررسياز ا يعنوان کاربردن بهيعلاوه بر ا
م يز خواهين يادو نقطه يل مقدار مرزياز مسا يادسته

  پرداخت.
  را نشان  يشنهاديو دقت روش پ ييکارا يج عددينتا

  

  دهد.يم
هم  ۲ن صورت است که در بخش يساختار مقاله به ا

نشان  يستم خطيدستگاه معادلات قدرمطلق و س يارز
حل آن ارائه  يافته برايو روش لاگرانژ بهبود  داده شده

) و ۱(مساله  يان هم ارزيبه ب ۳شده است. در بخش 
شود. در بخش يپرداخته م يانقطه دو يمسائل مقدار مرز

روش و  ييکارا يبررس يبرا يعدد يهابه ارائه مثال ۴
 يريگجهيت نتيم و در نهايپردازيم يشنهاديتم پيالگور

  شود.يم ارائه ۵در بخش 
  
حل دستگاه معادلات قدر مطلق به کمک  - ۲

 افتهيروش لاگرانژ بهبود 
شود که دستگاه يدا نشان داده من بخش ابتيدر ا

معادل است.  يستم خطيک سي) با ۱معادلات قدر مطلق(
 و اوليه خطي مساله بين رابطه كه شرايطي سپس طبق

 خطي ستميس جواب كند،مي توصيف را آن دوگان مساله
 افتهي تابع لاگرانژ بهبود سازيمينيمم وسيله به تواندمي
 دوم، درجه ايقطعه ربطو تابع د. اينيآ دست به گاندو

جواب  يك سازيمينيمم اين است. پذيرمشتق و محدب
 جواب مجموعه در فرضي نقطه نرم كمترين تصوير
 پارامتر متناهي مقادير بعضي ازاي به را اوليه خطي مساله

روش لاگرانژ بهبود  يريبکارگ .داد خواهد جريمه ارائه
د که يک مسأله محدب و نامقيشود به يافته منجر مي

 روشحل آن  ير است که برايپذليفرانسيک بار ديتنها 
ژو مورد استفاده يقاعده آرم يافته بر مبنايم يوتن تعمين

  رد.يگيقرار م
  د. يري) را در نظر بگ۱دستگاه معادلات قدر مطلق (

  :ميدهيقرار م

  
2

 | | x xq 
      و| |

2
x xp 

  

  
  :ميجه داريدر نت

x p q     و    x p q  
  

, است که واضح 0p q  در ۲روابط ( ينيگزيبا جا (
  :ميدار) ۱گاه (دست

Ap Aq Ip Iq b    ,   و    0p q   )۳ (  
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  م:يسينوير مي) را به صورت معادل ز۳( يرابطه
[ ] [ ]

, 0
A I p A I q b
p q

    


              )۴(  

  
) ۱راکه معادل دستگاه معادلات قدر مطلق () ۴ستم (يس

  :ز معادل استير نيز يستم خطيبا ساست، 
  

0,
Bx b
x




                                             )۵(  

  
  که در آن:

[    ]B A I A I       و   
p

x
q

 
  
 

 

  
شنهاد يافته پي)، روش لاگرانژ بهبود ۵( ستميحل س يبرا
  شود. يم
 نظر در توان نوشت،ير ميصورت زکه به ،) را۵ستم (يس

  :بگيريد
    (P)  2{ : , 0}, nX x R Bx b x    

  
2nکه در آن  nB R  ،nb R اند.داده شده  
است.  ير تهي) غPمجموعه جواب ( X* د کهيفرض کن

 ير تهيز غين U* پس مجموعه جواب مساله دوگان،
2nxباشد و يم R ر يه زيک بردار دلخواه است. قضي
  د ينامق يسازممينيک مساله ميکند که از ين مايب
  ) را بدست آورد.Pتوان جواب مساله دوگان (يم
  

ر ي) غPمجموعه جواب ( X*د که يفرض کن. ۱ هيقض
* باشد. آنگاه يته 0  که  يموجود است به طور
*هر  يبرا  کتا ين نرم ير کمتريتصوx  از نقطه
x  درون*X له يبه وس( ( ( )))Tx x B u    
)که يشود، جائيف ميتعر )u  ر يمم مساله زينينقطه م

  است:

2

min ( , , ) :

1 ( ( )) .
2

nu R

T T

u x

b u x B u










 

  
       )۶(  

0 هر ين، برايهمچن   و*x X  جواب مساله
*، )۶درجه دوم محدب ( ( )u u  ،ق يک جواب دقي
)* يعنيمساله دوگان است  )u U .  

  مراجعه شود.] ۲۶[: بهتاثبا
)که تابع  ميتوجه دار , , )u x  تابع لاگرانژ بهبود

  ر يصورت ز) است که بهPدوگان مساله ( يافته براي
 باشد:يم

* max , { : 0} T T
u

n
Uf b u U u R B u   

  
)تابع , , )u x داراي و محدب دوم، درجه ياقطعه 

 باشد.نمي موجود آن دوم مشتق اما ستا اول مشتق
,كنيد  فرض ns t R گراديان براي ( , , )u u x 

  م:يدار
( , , ) ( , , )

,
u u

T

s x t x

B B s t

   



‖ ‖
‖ ‖‖ ‖‖ ‖

 

  
)كه  معناست اين به اين , , )u u x ليپ پيوسته 

TKثابت  با شيتس B B‖ ‖‖   است.‖
  م:يکنيم ير را معرفيز يند تکرارياکنون فرآ

1

2

1 1

min {

1 ( ( )) ,
2

( ( )) ,

}

n

k T

u R

k T

k k T k

u a rg b u

x B u

x x B u












 


  



 

                    )۷(  

  
براساس  است. دلخواه شروع نقطه يك 0xو  0uکه 

  ان کرد:ير را بيه زيتوان قضيند مين فرآيا
  

 (P)ستميس X*جواب  مجموعه كنيد فرض .۲ هيقض
0 هر براي آنگاه .باشد تهي غير شروع نقطه هر و 

*به  )۷( تكراري روند 0x دلخواه *x X تعداد با 
 ن نرميکمتر جواب و است همگرا متناهي، kمراحل 

 دست به بالا روند از تكرار اولين از بعد x̂*اوليه  مساله
1همچنين  .آيدمي

*
ku u  دو مساله دقيق جواب يك 

  است.  (D)گان 
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  مراجعه شود. ]۲۶[ : بهاثبات
ک بار يفقط  نکه تابع هدف مسالهيبا توجه به ا

م يتعم نوتيحل آن از روش ن ير است برايپذليفرانسيد
  .]۲۸و۲۷ [ژو استفاده خواهد شديبه کمک قاعده آرم افتهي

  
به عنوان  يادو نقطه يمسأله مقدار مرز - ۳

  دستگاه معادلات قدرمطلق
 ياز مسائل مقدار مرز يفرم خاص ين بخش به بررسيدر ا

با دستگاه معادلات قدر  پرداخته و معادل بودن آن را
  م داد.ينشان خواه )۱مطلق (

  :ديرير را در نظر بگيبه فرم ز يمسأله مقدار مرز

൝
	 | | ( )u u f t  			 ( ) [ , ]f t C a b

	 ( ) au a u 					 ( ) bu b u 	
)۸(         

  
  ديفرض کن

{ , 0,1,2,..., 1}h iw t a ih i n      
  
باشد که در  itکنواخت متشکل از نقاط يک مجموعه ي

 nw دي. فرض کنگام است ياندازه  hتعداد نقاط و  nآن
  ينقاط مرز nyبازه باشد و  يمجموعه نقاط داخل

0 1{ , }n ny t a t b   . 
  

) جواب منحصر به فرد داشته باشد ۸( د معادلهيفرض کن
)2 ک تابع ماننديلذا  ) [ , ]u t C a b وجود دارد که در 

ن کردن نقاط يگزين با جاي. بنابراکندي) صدق م۸(

i nt w ) ديآير بدست مي) رابطه ز۸در  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ( ) ( ) ( )i i iu t u t f t   								

					i = 1, 2	,… , n									

0 1( ) , ( )a n bu t u u t u 
      

  
  :  ميدهياکنون قرار م

0 0

1 1 2 2

1 1

( )
( ) , ( ) ,..., ( )

( )
n n

n n

u t u
u t u u t u u t u

u t u 


   
 

 

  

  م:يدار] ۲۵و  ۳[ يو با استفاده از روش تفاضل متناه
1 1

2

2 , 1,2,...,i i i
i
u u uu i n

h
  

   

  
  ر است:ي) به صورت ز۹( ين حالت گسستهيبنابرا

 

1 1
2

0 1

2

       1, 2 , , 
,

i i i
i

i

a n b

u u u u
h

f t i n
u u u u

 










 
 

 


 

                 )۱۰(  

  
م، يکن يسيجداگانه باز نو i هر ي) را برا۱۰اگر دستگاه (

Axدستگاه معادلات قدر مطلق  x b  جه يرا نت
  ر هستند:يبه صورت ز x ,b ,A دهد که در آنيم

2

0
1 2

2

3

1

1
2

02 1
01 2 1

1 2 1

1 ,

1 2 1
1 2

( )

( )
( )

,

( )

( )

n

n
n

A

h

uf t
h

f t
f t

b

f t
af t
h
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) دستگاه ۸حل مساله ( ياست بجا ين کافيبنابرا

  م.  ييمعادلات قدر مطلق فوق را حل نما
  
  يج عددينتا - ۴

ان يکه در مقاله ب يندياز فرآن بخش با استفاده يدر ا
نشان  يم. برايپردازيم يج عددينتا يمطرح شد به بررس

که بطور  يليمسا يتم را رويروش الگور ييدادن کارا
  م.يبريشوند بکار ميد ميتول يتصادف

 MATLAB 2010a محاسبات با استفاده از نرم افزار
و رم Core 2 Du  2.53 GHzستم عامل يتحت س

4GB مده استبدست آ.  
  ر است:يد مساله به صورت زيبرنامه تول

---------------------------------------------- 
%Sgen: Generate random system A*x-
|x|=b     
n=input('Enter n:');  
A=10*(rand(n,n)-rand(n,n)); 
A=(1/min(svd(A))*0.5 * rand (1))*A; 
x=rand(n,1)- rand(n,1); 
b=A*x-abs(x); 
---------------------------------------------- 

  
س يبعد ماتر ارائه شده است. ستون اول ۱ ج در جدولينتا
A ستون دوم مقدار دهد ويرا نشان م x xA -b‖ ‖   
  

ش داده و ستون آخر نشان دهنده زمان انجام يرا نما
  محاسبات است.

   يل مقدار مرزينه مسايزمان دو مثال در ياکنون به ب
  م.يپردازيم
  

  د يريدر نظر بگ ر رايز يمسأله مقدار مرز .۱مثال 

 

 
 

2

2

21        0 1

0 1 

 1 0   

d u u
dt

t t

u
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                       )۱۱(  

  
  راستيق آن به صورت زيکه جواب دق

2( ) 0 1916sin 4cos 3u t t t t      
0 1t   

 
10nم يدهاگر قرار  ، گاه آن

1 0 1
1 10 1 11

b ah
n
 

  
 

ر ينقاط به صورت ز و 

  .هستند
1, 1, 2,...,10,

11h iw t ih i h     
 

 

  
)2مجموعه در تابع  ن کردن نقاطيگزيبا جا ) 1f t t  

دهد که در يجه مي) را نت۱) معادله قدر مطلق (۱۱مسأله (
  .ر هستنديبه صورت ز bو بردار  Aس يآن ماتر

1
2
.
.
.

u
u

x

un
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د يمده را با روش جددستگاه معادلات قدر مطلق بدست آ
  .ميينمايحل م

  3.2225e-013x xA -b =‖ که  0.19زمان:  ‖
  نشان دهنده دقت و سرعت محاسبات است.

  
  د يريدر نظر بگر را يز يمسأله مقدار مرز .۲مثال

 
   

2

2

21       0 1

0 0 , 1 1

d u u
dt

t t

u u


 

   


 


                       )۱۲(  

  
  
  

  راستيصورت زق آن بهيکه جواب دق
0 1t 

2

2

( )

0.73105857 0.26894142 1 0
0.73105857 0.26894142 1 0

t t

t t

u t

e e t u
e e t u







    

    

  
 

10nم ياگر قرار ده گاه، آن 
1 0 1

1 10 1 11
b ah
n
 

  
 

ر ينقاط به صورت ز و 

  هستند.
1, 1,2,...,10,
11h iw t ih i h     

 
 

  
)2مجموعه در تابع ن کردن نقاطيگزيبا جا ) 1f t t  

دهد که در يجه مي) را نت۱) معادله قدر مطلق (۱۲مسأله (
  .ر هستنديبه صورت ز bو بردار  Aس يآن ماتر

1
2
.
.
.

u
u

x

un

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

0.99173
0.96694
0.92561

.

.

.

.

.
0.33057
120.86776

b

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
  

     

  و
  



 

 ۱۱                                              يانقطه دو يل مقدار مرزيحل دستگاه معادلات قدرمطلق و کاربرد آن در مسا يافته برايروش لاگرانژ بهبود 
 

   

2 1
1 2 1

121

1 2 1
1 2

A
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   

  
  

  
  

  
  

 

  
د يدستگاه معادلات قدر مطلق بدست آمده را با روش جد

  .ميينمايحل م
 5.5623e-013x xA -b =‖ که   0.03زمان: ‖

  نشان دهنده دقت و سرعت محاسبات است.
  

   يريگجهينت
مطلق  دستگاه معادلات قدر ين مقاله به بررسيدر ا
 را يخط يزيرخته و معادل بودن آن با مساله برنامهپردا

مساله  ير هايمتغ ل بزرگ بودن تعداديم. به دلينشان داد
ها از روش لاگرانژ تيبدست آمده به نسبت تعداد محدود

ن مساله استفاده يحل ا يمساله دوگان برا يافتهيبهبود 
 يند مورد اشاره جهت بررسيشده است. با استفاده از فرآ

د شده و يتول يبطور تصادف ييهاروش، مثال ييکارا
با  يانقطه دو ياز مسائل مقدار مرز ييهان مثاليهمچن
بر روش  يدستگاه معادلات قدر مطلق مبتن يريبکارگ

  .اندگفته شده حل شده
  
  
  

  
  

 يصادفت يها): حل دستگاه معادلات قدرمطلق با داده۱جدول (

Time(sec)  x xA -b‖ ‖  N  
۰,۱۴۵  ۲,۸۱۸۳e-۰۱۳ ۱۰  
۱,۴۸۵  ۱,۳۸۱۱e۰۱۲ ۱۰۰  
۱,۴۲۶  ۳,۴۱۰۶e ۰۱۲ -  ۱۵۰  
۱۲,۹۵۰  ۵,۹۲۷۷e ۰۱۲ -  ۲۰۰  
۳۸,۵۷۶  ۳,۸۳۲۹e ۰۱۱ -  ۲۵۰  
۵۸,۰۶۰  ۶,۳۳۰۵e ۰۱۲ -  ۳۰۰  
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