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  مقدمه - ۱
ن يمورد علاقه محقق يل کسريفرانسيراٌ معادلات دياخ
ه ينه نظريقرار گرفته است. چون که در هر دو زم ياديز

چون  يآن در علوم مختلف يو کاربردها يحسابان کسر
افته است که يو ... توسعه  يک، مهندسيک، مکانيزيف

  رجوع کرد. ]۳و۲و۱[توان به مراجع يشتر ميمطاله ب يبرا
 يندهاياز فرا يال با اثر ضربهيفرانسيمعادلات د

 يوسته رخ خواهد داد. برايناپ يهابا جهش يکيناميد
توان به مراجع يآن م يه و کاربردهاياز نظر يانهيشيپ
وجود  يادين زيمراجعه نمود. محقق ]۹و۸و۷و۶و۵و۴[

با استفاده  ياضربه يکسر يفرانسيمعادلات د يهاجواب
  ، روش يکيه درجه توپولوژيه نقطه ثابت، نظرياز نظر

کنوا در ي يتکرار يهان و روشييبالا و پا يهاجوا
 يمورد مطالعه و بررس ]۱۷و۱۶و۱۵و۱۴و۱۳و۱۲و۱۱و۱۰[

و  ]۱۵[مثال، بونانو و همکارانش در  ياند. براقرار داده
ل يفرانسيمعادله د ]۱۶[ن در يلوپز و ترش- گوزيرودر
را مورد  يار با اثر ضربهيکله زيدر يبا مقدار مرز يکسر

  اند:مطالعه قرار داده

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ఈ௧	்ܦ ( ଴(ݐ)ݑ௧ఈܦ

஼ ) + (ݐ)ݑ(ݐ)ܽ
	= ,ݐ൫	݂	ߣ ,൯(ݐ)ݑ ݐ ≠ ,݆ݐ a. e.		ݐ	 ∈ 	 [0, ܶ	],

∆ ቀ ఈିଵ௧	்ܦ ( ଴ݑ௧ఈܦ
஼ )൫ݐ௝൯ቁ

= ݆								൯(݆ݐ)ݑ௝൫ܫߤ = 1,2, ⋯ , ݊
(0)ݑ = (ܶ)ݑ = 0																

					(1) 

  
,ߣکه  ߤ ∈ (0, ها وجود دو پارامتر هستند. آن (∞+

 يها) با استفاده از روش۱معادله ( يها را براجواب
 ]۱۸[بونانو و مارانو  يه سه نقطه بحرانيو قض يراتييتغ

  اند.بدست آورده
سندگان ي، نويراتييتغ يهابا استفاده از روش] ۱۹[در 

 يل کسريفرانسيمعادله د يها را براوجود و تعدد جواب
 اند:ر مطالعه کردهين زيلاپلاس-݌
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= ,ݐ)ݑ݂)ߣ ,(ݐ)ݑ ((ݐ)ݒ 	+ ,ݐ)ݑ݃	 ,(ݐ)ݑ ,(((ݐ)ݒ 	ݐ ∈ 	 [ܽ, ܾ],

	௕ܦ
ఉ

௧ ൬
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௣ିଶ(ݐ)ܾ
Φ௣(ܾ(ݐ) ௧ܦ

ఉ(ݐ)ݒ)௔ ൰

= ,ݐ)ݒ݂)ߣ ,(ݐ)ݑ ((ݐ)ݒ 	+ ,ݐ)ݒ݃	 ,(ݐ)ݑ ,(((ݐ)ݒ 	ݐ ∈ 	 [ܽ, ܾ]
(ܽ)ݑ = (ܾ)ݑ = (ܽ)ݒ			,0 = (ܾ)ݒ = 0,																						

		(2) 

  
0که  < α, β ≤ ناصفر است  يقيپارامتر حقک ي ߣو  1

,(ݐ)ܽو  (ݐ)ܾ ∈ ,ܽ])ஶܮ (ݔ)Φ௣و  ([ܾ =

,ݔ௣ିଶ|ݔ| ݌ > ,݂	و  1 ݃ ∈ ଵܥ ቀ[ܽ, ܾ] × ℝ
ଶ
; ℝቁ .  

ن مقاله يبالا، هدف ما در ا يهان، با توجه به مقالهيبنابرا
 يل کسريفرانسيمعادله د يها برامطالعه وجود جواب

  باشد:ير ميز ياضربه
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Φ௣൫ℎ(ݐ) ଴(ݐ)ݑ௧ఈܦ ൯ቇ

((ݐ)ݑ)Φ௣(ݐ)ܽ+ = ,ݐ)	݂ ,((ݐ)ݑ ݐ ≠ ,݆ݐ a. e.		ݐ	 ∈ 	 [0, ܶ	],
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= ݆								,൯(݆ݐ)ݑ௝൫ܫ = 1,2, ⋯ , ݈
(0)ݑ = (ܶ)ݑ = 0																																																							
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αکه  ∈ (ଵ

ଶ
, 0و  [1 = ଴ݐ < ଵݐ < ⋯ < ௟ݐ <
௟ାଵݐ = (ݔ)Φ௣و  ܶ = ,ݔ௣ିଶ|ݔ| ݌ > و  1

ℎ(ݐ) ∈ ,ஶ([0ܮ ℎ଴با  ([ܶ = min௧∈[଴,்] ℎ(ݐ)  و
(ݐ)ܽ ∈ ,0])ܥ 0با  ([ܶ < ܽଵ ≤ (ݐ)ܽ ≤ ܽଶ  که

ܽଵ, ܽଶ ݂مثبت هستند و  يهاثابت: [0, ܶ] × 	ℝ	 →
ℝ	 ܫو௝ :	ℝ	 → 	ℝ   ݆و = 1,2,⋯ ,   وسته يتوابع پ ݈

  باشند ويم
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از ير نيز يهاط و فرضيبه شرا يج اصليان نتايب يبرا
  م:يدار

(I1) ߛ يهاثابت௝ > ݆ يبرا 0 = 1,2,⋯ , موجود  	݈
|(ݏ)௝ܫ|که  يباشند به طور ≤ هر  يبرا ௣ିଵ|ݏ|௝ߛ

ݏ ∈ ℝ.  
(I2) ݌ ∫ ݏ݀(ݏ)௝ܫ

௨
଴ − ݑ(ݑ)௝ܫ ≥ و  0

∫ ݏ݀(ݏ)௝ܫ
௨
଴ ≥ ݑهر  يبرا 0 ∈ ݆و  ܴ = 1,2,⋯ , ݈.  
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(I3) يهاثابت a௝ , b௝ > δ௝و  0 ∈ [1,  يبرا (݌
݆ = 1,2,⋯ , |(ݏ)௝ܫ|که  يطورموجود باشند به 	݈ ≤

a௝ + ௝ܾ|ݏ|
δೕିଵ ݏهر  يبرا ∈ ℝ. 

(H1) (ݐ)ߠ ∈ ,ଵ([0ܮ ܶ];ℝ) ∩ ,ஶ([0ܮ ܶ];ℝ) 
,ݐ)݂|که  يموجود باشد به طور |(ݑ ≤  ୮ିଵ|ݑ|(ݐ)ߠ

ݐباً همه جا يتقر يبرا ∈ [0, ݑهر  و [ܶ ∈ ℝ با  
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  ف شده است.يتعر ۱ه يدر اثبات قض ௣ܭکه 
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(H3) د:يقرار ده 
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  و
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(H4) 0 ≤ 	߸	 < 	Υ يک تابع نامنفيو  	݌	 ∈

ܮ	
೛

೛ష	ട	([0,   موجود باشند که 	([	ܶ
,ݐ)ܨ݌ (ݑ − ,ݐ)݂ݑ (ݑ ≤ Υ(t)|ݑ|ధ 

  
ݐباً همه جا يتقر يبرا ∈ [0,  يبه اندازه کاف |ݑ|و  [	ܶ

  بزرگ.
(H5) lim|௨|→ஶ

ி(௧,௨)
|௨|೛

=  يکنواخت روي ∞+
. ݐ ∈ [0, ܶ	]  

(H6) ݂(ݐ, ݆ يبرا (ݑ)௝ܫو  (ݑ = 1,2,⋯ , توابع فرد  ݈
ݐهر  يبرا ݑنسبت به  ∈ [0,   .باشند [	ܶ

(ݐ)ܽد يفرض کن. ۱ه يقض = و  (H1)و  (I1)و  0
(H2)  و(H3) ت ينهاي) ب۳گاه معادله (برقرار باشند. آن

  جواب دارد.
  

و  (H5)و  (H4)و  (I3)و  (I2)د يفرض کن. ۲ه يقض
(H6) ت جواب ينهاي) ب۳گاه معادله (برقرار باشند. آن
  دارد.

، ۱ ر مرتب شده است. در بخشين مقاله به صورت زيا
، ۳شود و در بخش  يارائه م ياهيف و خواص پايتعار

  شود.ي) آورده م۲ه يو قض۱ه ي(قصياصل ياياثبات قضا
  

  )ياز حسابان کسر ي: (مقدمات۲بخش 
لازم  ياصل ياياثبات قضا يکه برا ين بخش مقدماتيدر ا

ف يخوانندگان تعار يراحت يم. برايکنيان مياست را ب
 يشود. برايان ميب يه حسابان کسريلازم از نظر

 به مراجع يمورد حسابان کسر در يمطالعات اضاف
  توان رجوع کرد.يم] ۲۲و۲۱و۲۰[
  

ل چپ و راست يويل-مانير ي(مشتقات کسر .۱ف يتعر
 يف شده رويک تابع تعري ݂د ي). فرض کن]۲۱و۲۰[

[ܽ, ل چپ و راست يويل-مانير يباشد. مشتقات کسر [ܾ
0از مرتبه  ≤ ߛ < ب با يرا به ترت ݂تابع  يبرا 1
௧ܦ
ఊ݂(ݐ)௔  ܦو௕

ఊ݂(ݐ)௧ شود و به يش داده مينما
  شوند:يف مير تعريصورت ز

Dୟ ୲
ஓ	f(t) =

d
dt Dୟ ୲

ஓିଵ	f(t)

=
1

Γ(1− γ)	
d
dtቆන

(t
୲

ୟ

− s)ିஓ	 f(s)dsቇ , (4) 

D୲ ୠ
ஓ	f(t) = −

d
ݐ݀ D୲ ୠ

ஓିଵ	f(t)

= −
1

Γ(1− γ)	
d
dt ቆන

(s
ୠ

௧

− t)ିஓ	 f(s)dsቇ.						 (5) 
  
.هر  يبرا t ∈ [a,b]  
  

). ]۲۰[کاپوتو چپ و راست  ي(مشتقات کسر .۲ف يتعر
0د يفرض کن < ߛ < ݂و  1 ∈ ,ܽ])ܥܣ گاه . آن([ܾ
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   يبرا ߛکاپوتو چپ و راست از مرتبه  يمشتقات کسر
  

௧ܦب با يرا به ترت ݂تابع 
ఊ݂(ݐ)௔

஼  ܦو௕
ఊ݂(ݐ)௧

஼ ش ينما
 شوند:يف مير تعريشود و به صورت زيداده م

Dୟେ ୲
ஓ	f(t) = Dୟ ୲

ஓିଵ	f ᇱ(୲)

=
1

Γ(1 − γ)
	ቆන (t

୲

ୟ

− s)ିஓ	 f ᇱ(ୱ)dsቇ ,											(6) 
D୲େ ୠ
ஓ 	f(t) = − D୲ ୠ

ஓିଵ	f ᇱ(୲)

= −
1

Γ(1 − γ)	ቆන
(s
ୠ

୲

− t)ିஓ	 f ᇱ(s)dsቇ,					(7) 
  

.که  t ∈ [a,b] 
ߛکه  يم هنگاميتوجه دار = ௔(ݐ)௧ଵ݂ܦباشد  1

஼ =
(ݐ)௕ଵ݂ܦو  (ݐ)′݂ = ௧(ݐ)′݂−

஼  و
(ݐ)௧଴݂ܦ = ௧(ݐ)௕଴݂ܦ

஼
௔
஼ = ݐ يبرا (ݐ)݂ ∈ [ܽ, ܾ].  

ݐهر  يبرا ∈ [0, 1ثابت و  [ܶ < ݎ <   د:يقرار ده ∞

‖u‖୐౨([଴,୲]) = ቆන |u(ξ)|୰dξ
୲

଴
ቇ

భ
౨

,		 

			‖u‖୐౨ = ቆන |u(ξ)|୰dξ
୘

଴
ቇ

భ
౨

,	 

		‖u‖ஶ = max
୲∈[଴,୘]

|u(t)|. 

  
0د يفرض کن. ۳ف يتعر < α ≤ 1و  1 < ݌ < ∞ .
଴ܧ يمشتق کسر يفضا

ఈ,௣ ف شده است با بستار يتعر
  نسبت به نرم ଴ஶ([0,ܶ])ܥ

‖u‖஑,୮

= ቆන |u(t)|୮dt
୘

଴

+න h(t)ห D୲஑଴ 	u(t)ห
୮
	dt

୘

଴
ቇ

భ
౦

.				(8) 
  

aکرد که اگر  يتوان بررسيم يبه سادگ ∈ C([0, T])  با
0 < ܽଵ ≤ (ݐ)ܽ ≤ ܽଶܧک نرم معادل در يگاه ، آن଴

ఈ,௣ 
  شود:ير داده ميبه صورت ز

‖u‖஑,ୟ,୮

= ቆන α(t)|u(t)|୮dt
୘

଴

+න h(t)ห D୲஑଴ 	u(t)ห
୮
	dt

୘

଴
ቇ

భ
౦

	.			 (9) 

ݑهر  يم برايتوجه دار ∈ ଴ܧ
ఈ,௣  (0)ݑچون =

(ܶ)ݑ = D୲஑଴آنگاه ،  0 	u(t) = D୲஑଴
஼ 	u(t).  

  
0د يفرض کن )]۲۲[( .۱لم  < α ≤ و  1

1 < ݌ < ଴ܧ يمشتق کسر ي. فضا∞
ఈ,௣ باناخ  يفضا

  ر است.يپذ ييو جدا يانعکاس
଴ܧها در معادل بودن نرم ير برايلم ز

ఈ,௣ باشديد ميمف  
  

0د يفرض کن) ]۲۲[. (۲لم  < α ≤ و  1
1 < ݌ < ݑهر  ي. برا∞ ∈ ଴ܧ

ఈ,௣ ميدار  
‖u‖୐౦ ≤

T஑

Γ(α + 1)	ฮ D୲஑଴ 	uฮ୐౦ .										(10) 
  

αبعلاوه، اگر  > ଵ
ଶ

ଵو  
௣
+ ଵ

௤
=  گاه، آن1

‖u‖ஶ ≤
T஑ି

భ
౦

Γ(α)൫(α − 1)q + 1൯
భ
౧

	ฮ D୲஑଴ 	uฮ
୐౦
.										(11) 

  
  ميدار ۲با توجه به لم . ۱توجه 

‖u‖୐౦ ≤
T஑

Γ(α + 1)h଴
భ
౦

ቆන |u(t)|୮dt
୘

଴

+න h(t)ห D୲஑଴ 	u(t)ห
୮
	dt

୘

଴
ቇ

భ
౦

				, 
‖u‖୐౦

≤
T஑

Γ(α + 1)(min	{ܽ଴, ℎ଴})
భ
೛

ቆන a(t)|u(t)|୮dt
୘

଴

+න h(t)ห D୲஑଴ 	u(t)ห
୮
	dt

୘

଴
ቇ

భ
౦

				(12) 
  

αبعلاوه، اگر  > ଵ
௣

ଵو  
௣
+ ଵ

௤
=  گاهآن 1

‖u‖ஶ ≤
T஑ି

భ
౦

Γ(α)h଴
భ
౦൫(α − 1)q + 1൯

భ
౦

ቆන |u(t)|୮dt
୘

଴

+න h(t)ห D୲஑଴ 	u(t)ห୮	dt
୘

଴
ቇ

భ
౦

		, 
‖u‖ஶ

≤
T஑ି

భ
౦

Γ(α)(min	{ܽ଴, ℎ଴})
భ
೛൫(α − 1)q + 1൯

భ
౦

ቆන a(t)|u(t)|୮dt
୘

଴

+න h(t)ห D୲஑଴ 	u(t)ห
୮
	dt

୘

଴
ቇ

భ
౦

				(13) 
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  م:ير داريجه زينت ]۲۲[در  ۳,۳مشابه اثبات گزاره 
  

଴ܧدر  ݑف به يبه طور ضع {௡ݑ}اگر دنباله . ۳لم 
ఈ,௣ 

௡ݑ يعنيهمگرا باشد،  ⇀ ௡ݑگاه . آنݑ → در  ݑ
,0])ܥ ௡ݑ||گر ي، به عبارت د([ܶ − ஶ||ݑ → 0 

݊که يهنگام → ∞.  
଴ܧ م کهيکنياکنون ثابت م

ఈ,௣ طور فشرده در به
,0])ܥ   شود.ينشانده م ([ܶ

  
1د يفرض کن .۴ لم < ݌ < αو  ∞ > ଵ

ଶ
଴ܧگاه ، آن

ఈ,௣ 
,0])ܥبه طور فشرده در    شود.ينشانده م ([ܶ

1 يبرااثبات.  < ݌ < αو  ∞ > ଵ
ଶ

) ۱۱با توجه به (، 
଴ܧنشاندن 

ఈ,௣  0])ܥدر, وسته است. حال فرض يپ ([ܶ
଴ܧک دنباله کراندار در ي {௡ݑ}د يکن

ఈ,௣ که نيباشد. از ا
଴ܧ
ఈ,௣ است لذا  يانعکاس يک فضاي{ݑ௡} ک ي يدار

 يف همگرا دارد که آن را برايردنباله به طور ضعيز
௡ݑم. لذا يدهيش مينما {௡ݑ}با  يسادگ ⇀ طور به  ݑ

଴ܧف در يضع
ఈ,௣ ݑ، ۳. سپس بنابر لم௡ → در  ݑ

,0])ܥ ௡ݑ||گر ي، به عبارت د([ܶ − ஶ||ݑ → 0 
݊که يهنگام →   ن نشاندن فشرده ي. بنابرا∞

  شود. يم
  

1د يفرض کن) ]۱۹[در  ۱۲. (لم ۵لم  < ݌ < و  ∞
α > ଵ

ଶ
଴ܧگاه ، آن

ఈ,௣  ܮبه طور فشرده در௣([0, ܶ],ℝ) 
  شود.ينشانده م

 
  يج اصليو اثبات نتا يراتيي: روش تغ۳بخش 

  . (انتگرال جزء به جزء) ۶لم 
න ൣ D୲ି஑u(t)ୟ ൧
ୠ

ୟ
v(t)dt = 	න u(t) Dୠି஑୲

ୠ

ୟ
v(t)dt	,

α > 0,												(14) 
  

ݑ يبرقرار است برا ∈ ,ܽ])௣ܮ ݒو  ([ܾ ∈ ,ܽ])௤ܮ ܾ]) 
  و

p ≥ 1	, q ≥ 1			and	
1
p
+
1
q
< 1 + α	or	 

p ≠ 1, q ≠ 1	and	
1
p
+
1
q
= 1 + α. 

  
ݒ) در ۳با ضرب معادله ( ∈ ଴ܧ

ఈ,௣ يرو يريگو انتگرال  
  

[0,   ميدار [ܶ

න D்஑ ൭
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮൫h(t) D୲ఈ଴ u(t)൯൱୲

୘

଴
. v(t)dt

+ න α(t)Φ୮(u(t))v(t)dt
୘

଴

=	න f(t, u(t))v(t)dt,				(15)
୘

଴
 

  
ر را يتوان عبارت زيم ۶و لم  ۲و۱ف يبا توجه به تعار

  بدست آورد:
න D୘஑ ൭

1
h(t)୮ିଶ

Φ୮൫h(t) D୲ఈ଴ u(t)൯൱୲

୘

଴
. v(t)dt 

=෍න D୘஑ ൭
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮൫h(t) D୲ఈ଴ u(t)൯൱୲

୲ౠశభ

୲ౠ
. v(t)dt

୪

୨ୀଵ

 

= −෍න v(t)dt ൥ D୘஑ିଵ ൭
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮൫h(t) D୲ఈ଴ u(t)൯൱୲ ൩

୲ౠశభ

୲ౠ

୪

୨ୀଵ

 

= −෍ቐ D୘஑ିଵቌ
1

h൫t୨ାଵି ൯୮ିଶ
Φ୮ ቀh൫t୨ାଵି ൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ାଵି ൯ቁቍ୲ 	v൫t୨ାଵି ൯

୪

୨ୀଵ

 

− D୲ ୘
஑ିଵቌ

1

h൫t୨ା൯
୮ିଶΦ୮ ቀh൫t୨ା൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ା൯ቁቍ 	v൫t୨ା൯ቑ 

+෍න ൥ D୘஑ିଵ ൭
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮൫h(t) D୲ఈ଴ u(t)൯൱୲ ൩

୲ౠశభ

୲ౠ

୪

୨ୀଵ

	v′(t)dt 

=෍ቐ D୘஑ିଵቌ
1

h൫t୨ା൯
୮ିଶΦ୮ ቀh൫t୨ା൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ା൯ቁቍ୲ 	v൫t୨ା൯

୪

୨ୀଵ

 

	− D୲ ୘
஑ିଵቌ

1

h൫t୨ାଵି ൯୮ିଶ
Φ୮ ቀh൫t୨ାଵି ൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ାଵି ൯ቁቍ 	v൫t୨ାଵି ൯ቑ 

+෍න
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮൫h(t) D୲ఈ଴ u(t)൯

୲ౠశభ

୲ౠ
D୲஑ିଵ଴ v′(t)dt

୪

୨ୀଵ

 

=෍ቐ D୘஑ିଵቌ
1

h൫t୨ା൯
୮ିଶΦ୮ ቀh൫t୨ା൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ା൯ቁቍ୲ 	v൫t୨ା൯

୪

୨ୀଵ

 

	− D୲ ୘
஑ିଵቌ

1

h൫t୨ାଵି ൯୮ିଶ
Φ୮ ቀh൫t୨ାଵି ൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ାଵି ൯ቁቍ 	v൫t୨ାଵି ൯ቑ 

+෍න
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮(h(t) D୲ఈ଴ u(t))

୲ౠశభ

୲ౠ
D୲ఈ଴ v(t)dt

୪

୨ୀଵ

 

= ෍ቐ D୘஑ିଵቌ
1

h൫t୨ା൯
୮ିଶΦ୮ ቀh൫t୨ା൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ା൯ቁቍ୲ 	v൫t୨ା൯

୪

୨ୀଵ

 

− D୲ ୘
஑ିଵቌ

1

h൫t୨ାଵି ൯୮ିଶ
Φ୮ ቀh൫t୨ାଵି ൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ାଵି ൯ቁቍ 	v൫t୨ାଵି ൯ቑ 

+෍න
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮(h(t) D୲ఈ଴ u(t))

୲ౠశభ

୲ౠ
D୲ఈ଴ v(t)dt

୪

୨ୀଵ

 

=෍ቐ D୘஑ିଵቌ
1

h൫t୨ା൯
୮ିଶΦ୮ ቀh൫t୨ା൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ା൯ቁቍ୲ 	v൫t୨ା൯

୪

୨ୀଵ
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− D୲ ୘
஑ିଵቌ

1

h൫t୨ାଵି ൯୮ିଶ
Φ୮ ቀh൫t୨ାଵି ൯ D୲ఈ଴ u൫t୨ାଵି ൯ቁቍ 	v൫t୨ାଵି ൯ቑ 

+න
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮൫h(t) D୲ఈ଴ u(t)൯ D୘஑୲

୘

଴
v(t)dt.							(16) 

  
قسمت دوم  يجه مشابه براين، با بدست آوردن نتيبنابرا

) ۳معادله ( يف برايف جواب ضعيم تعريتواني) م۳معادله (
  م.يارائه ده

  
ݑ. ۴ف يتعر ∈ ଴ܧ

ఈ,௣ است ۳ف معادله (يجواب ضع (
  هرگاه

න
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮(h(t) D୲ఈ଴ u(t)) D୲ఈ଴

୘

଴
v(t)dt

+ න a(t)Φ୮(u(t))
୘

଴
v(t)dt					 

+		෍ I୨ 	ቀݑ൫ݐ௝൯ቁ ௝൯ݐ൫ݒ = න f൫t, u(t)൯v(t)dt
୘

଴

୪

୨ୀଵ

, 

  
ݒهر  يبرا ∈ ଴ܧ

ఈ,௣ .برقرار باشد  
:ܬتابعک  ଴ܧ

ఈ,௣ → ℝ ف ير تعريکه به صورت ز  
  د:يريشود را در نظر بگيم

J(u) = 	
1
p
න h(t)| D୲ఈ଴ u(t)|୮	dt
୘

଴
+
1
p
න α(t)|u(t)|୮
୘

଴
	+ 

+෍න I୨(s)ds −	න F൫t, u(t)൯dt,					(17)
୘

଴

୳൫୲ౠ൯

଴

୪

୨ୀଵ

 

  
,ݐ)هر  يبرا (ݑ ∈ [0, ܶ] × ܴ.  

݆ يبرا ௝ܫو  ݂ يوستگيبا استفاده از پ = 1,2,⋯ , ثابت  	݈
଴ܧ يرو ܬشود که يم

ఈ,௣ ر است و يپذمشتق  
< J′(u, v >	

= 		න
1

h(t)୮ିଶ
Φ୮(h(t) D୲ఈ଴ u(t))

୘

଴
D୲ఈ଴ v(t)dT										

+ න α(t)
୘

଴
Φ୮	൫u(t)൯v(t)

+ න I୨ ቀu൫t୨൯ቁ v൫t୨൯ − න f
୘

଴
൫t, u(t)൯v(t)dt,				(18)

୘

଴
 

  
,ݑهر  يبرا ݒ ∈ ଴ܧ

ఈ,௣. 
  م.يکنيرا ثابت م ۱ه ياکنون قض

  
) ۱۸) و (۱۷ه، در (ين قضياثبات ا يبرا. ۱ه ياثبات قض

(ݐ)ܽميدهيقرار م = ݑ يو برا  0 ∈ ଴ܧ
ఈ,௣ د يقرار ده

ݑ = ଵ
்
∫ ்ݐ݀(ݐ)ݑ
଴  ݑو෤ = (ݐ)ݑ − ن ي. بنابراݑ

଴ܧ
ఈ,௣ = ℝ⊕	ܧ଴

ఈ,௣෪ که  

଴ܧ
ఈ,௣෪ = ቊݑ ∈ ଴ܧ

௔,௣ :	න ݐ݀(ݐ)ݑ = 0
்

଴
ቋ 

  
  م:يکنيم مير تقسيبه سه گام ز ه راين قضياثبات ا

  
و  (௡ݑ)ܬم داد که اگر ين گام نشان خواهيدر اگام اول. 

{௡ݑ}دنباله  يبرا {௡ݑ} ⊂ ଴ܧ	
ఈ,௣ گاه کراندار باشند آن

଴ܧدر  {௡ݑ}
ఈ,௣ د:يکار قرار ده يا يکراندار است. برا  

௣ܭ = ൜
2							݂݅	0 < ݌ − 1 ≤ 1,
2௣ିଵ							݂݅	݌ − 1 > 1,  

  
,ܽ يکه برانياز ا ܾ >   ميدار 0

(ܽ + ܾ)௣ିଵ ≤ (ܽ௣ିଵ	௣ܭ + ܾ௣ିଵ), 
  

  ) بدست ۱۳و ( (H1)بالا،  يگاه باتوجه به نامساوآن
  ديآيم

ቤන ൫F൫t, u(t)൯dt − F(t, u))dt൯
୘

଴
ቤ 

= 	 ቤන න
d
dτ
	F൫t, u + τu෤(t)൯dτ	dt

ଵ

଴

୘

଴
ቤ	 

= ቤන න f൫t, u + τu෤(t)൯. u෤(t)dτ	dt
ଵ

଴

୘

଴
ቤ	 

≤ 	 ቤන න θ(t)|u + τu෤(t)|୮ିଵ. |u෤(t)|
ଵ

଴

୘

଴
dτ	dtቤ 

≤ 	K୮‖θ‖୐భ	|u|௣ିଵ	‖u෤‖ஶ +
1
2
K୮‖θ‖୐భ	‖u෤‖ஶ

௣  

≤ 	K୮‖θ‖୐భ	|u|௣ିଵ 	
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

	‖u෤‖ఈ.௣ 

+
1
2
	K୮‖θ‖୐భ ൮

ܶఈି
భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

൲	௣	‖u෤‖ఈ.௣						(19) 

  
  دهديجه ميکه نت

J(u) = 	
1
p
න h(t)| D୲஑଴ ൫ݑ
୘

଴
+  																																					dt	෤(t)൯|୮ݑ

+෍න I୨(s)ds − 	න F൫t, ݑ + 	෤(t)൯dtݑ
୘

଴

௨ା௨෥൫୲ౠ൯

଴

୪

୨ୀଵ

 

=
1
݌
	න ℎ(ݐ)| D୲ఈ଴ ൫ݑ෤(t)൯|୮	dt		

்

଴
 

+෍න I୨(s)ds − 	න F൫t, ݑ + 	෤(t)൯dtݑ
୘

଴

௨ା௨෥൫୲ౠ൯

଴

୪

୨ୀଵ
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= 	
1
p
න h(t)ห D୲஑଴ ൫ݑ෤(t)൯ห୮	dt
୘

଴

+෍(න +න )I୨(s)ds	
௨ା௨෥൫୲ౠ൯

଴

௨

଴

୪

୨ୀଵ

 

−න (F(t, dt((ݐ)ݑ − F(t, 	dt((ݑ
୘

଴
−	න F(t, 	dt(ݑ

୘

଴
	 

≥ 	
1
݌
	‖u෤‖ఈ,௣

௣

− K୮‖θ‖୐భ	|u|௣ିଵ
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

 ෤‖ఈ,௣ݑ‖

−
1
2
	K୮‖θ‖୐భ ൮

ܶఈି
భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

൲

௣

	‖u෤‖ఈ,௣
௣

−න F(t, 	dt(ݑ
୘

଴
	 

−෍න I୨(s)ds
௨

଴
−	෍න γ୨|s|௣ିଵds

௨ି௨෥൫୲ౠ൯

௨

୪

୨ୀଵ

௟

௝ୀଵ

 

≥ 	
1
݌
	‖u෤‖ఈ,௣

௣

− K୮‖θ‖୐భ	|u|௣ିଵ 	
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

	‖u෤‖ఈ.௣ 

−	
1
2
	K୮‖θ‖୐భ 	൮

ܶఈି
భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

൲

௣

	‖u෤‖ఈ,௣
௣

−න F(t, 	dt(ݑ
୘

଴
 

−෍න I୨(s)ds
௨

଴
−
2௣ − 1
݌

௣෍γ୨|ݑ|	 −	
1
݌
	‖u෤‖ஶ

௣ ෍γ୨

୪

୨ୀଵ

୪

୨ୀଵ

௟

௝ୀଵ

 

≥ ൦
1
݌
−
1
2
	K୮‖θ‖୐భ 	൮

ܶఈି
భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

൲

௣

−
1
݌
	෍γ୨

୪

୨ୀଵ

൮
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

൲

௣

൪	‖u෤‖ఈ,௣
௣  

−K୮‖θ‖୐భ|ݑ|௣ିଵ
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

 ෤‖ఈ,௣ݑ‖	

−න F(t, 	dt(ݑ
୘

଴
−෍න I୨(s)ds

௨

଴
−
2௣ − 1
݌

௣෍γ୨|ݑ|	

୪

୨ୀଵ

௟

௝ୀଵ

	 

≥ 	−
݌ − 1
ݍ

ቌ
௣ܭ
௣‖ߠ‖௅భ

௣ ௣(௣ିଵ)∆௛బ,௣|ݑ|
݌ ቂଵ

௣
− ଵ

ଶ
	K୮‖θ‖୐భ∆௛బ ,௣ −

ଵ
௣
∆௛బ ,௣∑ γ୨௟

௝ୀଵ ቃ
ቍ

భ
೛షభ

 

−න F(t, 	dt(ݑ
୘

଴
−෍න I୨(s)ds

௨

଴
−
2௣ − 1
݌

௣෍γ୨|ݑ|	

୪

୨ୀଵ

௟

௝ୀଵ
≔  (20)					.(ݑ)݃

  
{௡ݑ}دنباله  يبرا {௡ݑ}و  (௡ݑ)ܬن، اگر يبنابرا ⊂ ଴ܧ	

ఈ,௣ 
଴ܧدر  {௡ݑ}گاه کراندار باشند آن

ఈ,௣ .کراندار است  
  

که  يموجود است به طور {௡ܼ}ک دنباله يگام دوم. 
ܼ௡ → ௡→ஶ݈݉݅ و ∞ ቂ݌ݑݏఠ∈ℝ,|ఠ|ୀ௓೙ܬ(߱)ቃ = −∞..  

ωهر  ين گام، چون که براياثبات ا يبرا ∈ ℝ ،  

(ݑ)ܬ =	෍න I୨(s)ds
ω

଴
−න .ݐω൯݀,ݐ൫ܨ

்

଴

௟

௝ୀଵ

 

  
 شود.يجه فوق حاصل مينت (H2)گاه با استفاده از آن
  

که  يطورموجود است به {௡ݖ}ک دنباله يگام سوم. 
௡ݖ   و ∞→

ܯ ≔ ݈݅݉௡→ஶ ൤݂݅݊ణ∈ℝ,|ణ|ୀ௭೙ ,௨෥∈ாబഀ,೛෫ ߴ)ܬ + ෤)൨ݑ

> −∞. 
  

ݖد که ين، فرض کنياثبات ا يبرا > ߴو  0 ∈ ℝ ،
|ߴ| = ෤ݑو  ݖ ∈ ଴ܧ

ఈ,௣෪ ينيگزيتوجه به گام اول و جا. با 
 م:يدار ߴبا  ෤ݑ

݂݅݊
ߴ ∈ ℝ, |ߴ| = ,ݖ ෤ݑ ∈ ଴ܧ

௔,௣෪ ߴ)ܬ	 +  (෤ݑ

≥
݂݅݊

ߴ ∈ ℝ, |ߴ| = ,ݖ ෤ݑ ∈ ଴ܧ
௔,௣෪ 	൜൤

1
݌ −

1
௣ܭ2

௅భ‖ߠ‖ ൮
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ− ݍ(1 + 1൯

భ
೜

൲

௉

 

−
1
݌
෍ߛ௝ 	൮

ܶఈି
భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

൲

௣
୪

୨ୀଵ

൪ ‖u෤‖௔,௣
௣  

௣ିଵ|ߴ|	௅భ‖ߠ‖௣ܭ−
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)ℎ଴
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

‖u‖ఈ.௣ 

−න F(t, 	dt(ߴ
୘

଴
−෍න I୨(s)ds

ణ

଴
−
2௣ − 1
݌

	 ௣෍γ୨|ߴ|

୪

୨ୀଵ

௟

௝ୀଵ

} 

≥ 	 ݂݅݊
ߴ ∈ ℝ, |ߴ| = ݖ

⎩
⎨

⎧
−
݌ − 1
݌

ቌ
௣ܭ
௣‖ߠ‖௅భ

௣ ௣(௣ିଵ)∆௛బ,௣|ߴ|
݌ ቂଵ

௣
− ଵ

ଶ
	K୮‖θ‖୐భ∆௛బ,௣ −

ଵ
௣
∆௛బ,௣ ∑ γ୨௟

௝ୀଵ ቃ
ቍ

భ
೛షభ

 

−න F(t, 	dt(ߴ
୘

଴
−෍න I୨(s)ds

ణ

଴
−
2௣ − 1
݌

	 ௣෍γ୨|ߴ|

୪

୨ୀଵ

௟

௝ୀଵ

ቑ. 

  
  د.يآيبدست م (H3)ن ادعا توسط شرط ين ايبنابرا

  
وجود  {௡߷}ک دنباله يم که يکنيمادعا گام چهارم. 

 يبرا يمم موضعينيک نقطه مي {௡߷}که  يدارد به طور
مم ينينقطه م {௡߷}م که يکنين ثابت مياست. همچن ܬ

଴ܧدر  ܬ يبرا يک نقطه بحراني ௡߷است و  يسراسر
ఈ,௣ 

  دين ادعا، قرار دهياثبات ا ياست. برا
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Λ௡ = ൛ݑ ∈ ଴ܧ
ఈ,௣:	|ݑ| ≤ 	݊	∀			,௡ൟݖ ∈ ℕ,						 

 
 با

∂Λ௡ = {ܽ ∈ ℝ:	|ܽ| = {௡ݖ ଴ܧ	+
௔,௣෪ ,				∀	݊	 ∈ ℕ,								 

  
کراندار  Λ݊ يرو (ݑ)݃که  با توجه به گام اول، چون

ن کراندار است. قرار يياز پا Λ݊ يرو (ݑ)ܬگاه است آن
  ديده

߯௡ ∶=
݂݅݊

ݑ ∈ Λ௡
	݊	∀				,(ݑ)ܬ			 ∈ ℕ.											(21) 

  
 يمم کننده براينيدنباله مک ي {௞ݑ}د که يفرض کن
(௞ݑ)ܬکه  يباشد به طور Λ݊در  (ݑ)ܬ → χ௡ 
݇که يهنگام → ن با توجه به گام اول ي. بنابرا∞

଴ܧدر  {௞ݑ} م کهيدار
ఈ,௣  ک ي، ۱کراندار است. بنابر لم

௡߷و  {௞ݑ}ر دنباله يز ∈ ଴ܧ	
ఈ,௣ که  يبه طور

௞ݑ →	߷௡نکه ياه مازور و ين، بنا بر قضي. بنابراΛ݊ ک ي
଴ܧ	رمجموعه بسته از يز

ఈ,௣  ،است߷௡ ∈ 	Λ݊ܬنکه ي. از ا 
  گاهف است آنيضع يادنباله ينييوسته پايم پين

߯௡ =
݂݅݊

ݑ ∈ Λ௡
(ݑ)ܬ ≤ (௡߷)ܬ ≤ 	 lim௞→ஶ

(௞ݑ)ܬ = ߯௡ . 
  

χ௡م ين داريبنابرا = ݅݊ ௨݂∈ஃ௡(ݑ)ܬ = و  (௡߷)ܬ
  است. ௡߷ يمم موضعينيک نقطه مي يدارا ܬسپس 

௡߷م که يکنياکنون ثابت م ∉ ߲Λ݊ ر يک زي. با انتخاب
0که  يطوربه {௡ݖ}از  ௟೙ൟݖ൛دنباله  < ܼ௡ <  يبرا ௟೙ݖ
݊ ∈ ℕ ݎد يقرار دهଵ ∈  يها، با توجه به گام(ܯ,∞−)

଴ܰتوانيدوم و سوم م ∈ ℕ  انتخاب کرد که يرا طور  
௟೙൯ߴ൫ܬ =

݂݅݊
ݑ ∈ Λ௟೙

(ݑ)ܬ =	
݂݅݊

|ݑ| ∈ ௟೙ݖ
(ݑ)ܬ

≤
݂݅݊

|ݑ| ∈ ܼ௡
(ݑ)ܬ	

≤	
݂݅݊

|ݑ| ∈ ܼ௡
(ݑ)ܬ	

≤
݌ݑݏ

|߱| ∈ ܼ௡
(߱)ܬ < ଵݎ , 

  و
݂݅݊

ݑ ∈ ߲Λ௟೙
(ݑ)ܬ > ଵݎ , 

  
݊هر  يبرا > ଴ܰߴم يگاه دار، آن௟೙ ∉ ߲Λ݊. ب يبا ترک

௟೙൯ߴᇱ൫ܬم ي) دار۲۱عبارات بالا و ( = ن، ي. بنابرا0
௡ߴ ∈ Λ௡°  ߴلذا௡ ܧدر  ܬاز  يک نقطه بحراني଴

ఈ,௣  .است  

  شود. يم نجا اثبات کامليا
از ير نيز يايف، لم و قضايبه تعار ۲ه ياثبات قض يبرا
  م.يدار
  

باناخ باشد و  يک فضاي ܺد که يفرض کن. ۵ف يتعر
φ ∈ ,ܺ)ଵܥ ℝ)م يي، گوφ  کند يصدق م (ܥ)در شرط

{௡ݑ}هر  يهرگاه برا ⊂ ردنباله يک زي يدارا {௡ݑ}، ܺ
  کراندار باشد و (௡ݑ)ܬهمگرا باشد اگر 

(1 + ‖(௡ݑ)ᇱܬ‖(‖௡ݑ‖ → ݊که يهنگام 0 → ∞.  
ܺباناخ باشد و  يک فضاي ܺد که يفرض کن =

⊕௝∈ℕ ௝ܺ  که௝ܺ باشند.  ܺالبعد از  يمتناه يفضاها ريز
݇هر يبرا ∈ ℕ  ديقرار ده	 ௞ܻ =⊕௝ୀଵ

௞
௝ܺ	  و

ܼ௞ =⊕௝ୀ௞
ஶ

௝ܺ  وఘܵ = ݑ} ∈ ଴ܧ
ఈ,௣: ఈ,௔,௣‖ݑ‖ ≤ . {ߩ

  م.يکنيم ين را معرفيه فانتايقض اکنون
  

د يفرض کن). ]۲۳[از  ۱,۲. (گرازه ۳ه يقض
ܺ, ௞ܻ , ܼ௞ ف شده باشند. يهستند که در بالا تعر ييهاآن
Jديفرض کن ∈   صدق  (ܥ)که در شرط   (ℝ,ܺ)ܥ

(ݑ−)ܬو کند يم = ݇،هر  يبرا. (ݑ)ܬ ∈ ℕ 
௞ߩ > ௞ݎ >  که يوجود دارند به طور 0

b୩ ≔	 inf	୳∈୞ౡ∩ୗ౨ౡ 	J(u) → +∞	as	k → ∞; 
ܽ௞ ௨∈௒ೖ∩ௌഐೖݔܽ݉	≕ (ݑ)ܬ	 ≤ 0. 

  
باشد به يم ௡ݑ يک دنباله از نقاط بحراني يدارا ܬگاه آن

(௡ݑ)ܬکه  يطور → ݊که يهنگام ∞+ → ∞.  
}که يه متعامد يک پاياکنون  ௝݁}௝ୀଵ௡  در	ܧ଴

ఈ,௣  انتخاب
,݆ يم. برايکنيم ݇ ∈ ℕ ديقرار ده ௝ܺ = }݊ܽ݌ݏ ௝݁} .

௞ܼسپس  = ௞ܻ
଴ܧو  ୄ

ఈ,௣ =⊕௝∈ℕ ௝ܺ  باdim ௝ܺ < ∞.  
  

برقرار  (H6)و  (H5)و  (H4)و  (I2)د يفرض کن .۷لم 
  کند.يصدق م (ܥ)در شرط  ܬگاه تابعک باشند. آن
{௡ݑ}د يفرض کناثبات.  ⊂ ଴ܧ

ఈ,௣ ܬدنباله از  (ܥ)ک ي 
‖(௞ݑ)ᇱܬ‖کراندار است و (௞ݑ)ܬاگر ن يباشد، بنابرا → 0 

݊که يهنگام → ߞ	گاه ثابت آن .∞ >  يبه طور 0
  که

|(௞ݑ)ܬ| ≤ ‖(௞ݑ)ᇱܬ‖					,ߞ	 ≤ 				,ߞ	
∀	݇ ∈ ℕ.											(22) 



 

 ۱۲۵                                                                              ايلاپلاسين با اثر ضربه-pهاي يک معادله ديفرانسيل کسري جديد وجود جواب
 

   

ܴ، ثابت مثبت (H4)با توجه به  > موجود است به  0
 که يطور

,ݐ)݂	ݑ (ݑ − ,ݐ)ܨ݌ (ݑ
≥ 	−Υ(t)|ݑ|ధ 														(23) 

 
|ݑ|هر يبرا > ݐ يباً همه جا برايو تقر  ܴ ∈ [0, ܶ] .

ோܥد يقرار ده ≔
ଵ
௣
max௨∈[ିோ,ோ] ∫ ,ݐ)݂| ݑ(ݑ −்

଴

,ݐ)ܨ݌  يو نامساو (I2))، ۲۳)، (۲۲)، (۱۲. بنابر (ݐ݀|(ݑ
  شود کهيبه اندازه بزرگ ثابت م ݇ يهولدر برا

ߞ + ఈ,௔,௣‖ݑ‖ ≥ (௞ݑ)ܬ −
1
݌ 	< ,(௞ݑ)ᇱܬ ௞ݑ >												 

=
1
න	݌ ൫݂൫ݐ, −(ݐ)௞ݑ൯(ݐ)௞ݑ ,ݐ൫ܨ ݐ൯݀	൯(ݐ)௞ݑ

்

଴
 

+	
1
න݌෍൭݌ ݏ݀(ݏ)௝ܫ − ௝ܫ ቀݑ௞൫ݐ௝൯ቁݑ௞൫ݐ௝൯

௨ೖ൫௧ೕ൯

଴
൱

௡

௝ୀଵ

 

≥
1
න݌ ቀ݂(ݐ, (ݐ)௞ݑ(	(ݐ)௞ݑ

{௧∈[଴,்]:|௨ೖ(௧)|ஸோ}

,ݐ൫ܨ−  ݐ൯ቁ݀(ݐ)௞ݑ

−
1
න݌ Υ(ݐ)|ݑ௞(ݐ)|ధ݀ݐ

{௧∈[଴,்]:|	௨ೖ(௧)|வோ}
 

≥	−
1
݌
‖Υ‖ ೛

ಽ೛షട
௞‖௅೛ݑ‖

ధ − 

≥	−
1
݌
‖Υ‖ ೛

ಽ೛షട
൮

ܶఈ

Γ(ߙ + 1)ℎ଴
భ
೛

൲

ధ

ఈ,௔,௣ధ‖ݑ‖  	ோܥ−

  
0که نياز ا ≤ 	߸	 < ଴ܧدر  {௡ݑ}گاه آن، ݌	

ఈ,௣  کراندار
଴ܧکه است. چون

ఈ,௣  0])ܥبه طور فشرده در, نشانده  ([ܶ
ک ي يدارا {௡ݑ}ن با محاسبات استاندارد، يشود بنابرايم
در شرط  ܬن يهمگراست و بنابرا يردنباله به طور قويز

  کند.يصدق م (ܥ)
  م.يکنيرا ثابت م ۲ه ياکنون قض

  
زوج  ܬدهد که يجه مينت (H6)شرط . ۲ه ياثبات قض

  دياست. قرار ده
௞ߚ ≔	

݌ݑݏ
ݑ ∈ ܼ௞⋂ ଵܵ

௅೛‖ݑ‖ . 
  

م يدار ]۲۴[در  ۳,۸و روش مشابه در لم  ۴بنابر لم 
௞ߚ → ݇کهيهنگام 0 → و  (I4))، ۱۳بنابر (  ∞

(H4) ݑ يشوارتز برا يو نامساو ∈ ܼ௞  ݑ‖و‖ఈ,௔,௣ =
௞ݎ ≔   ميدار ௞ିଵߚ

(ݑ)	ܬ ≥ 			
1
	݌
‖u‖ఈ,௔,௣

௣ −	
1
න݌ θ(t)|(ݐ)ݑ|௣dt								

୘

଴
	 

≥			
1
	݌
ఈ,௔,௣‖ݑ‖

௣ −
1
݌
௅೛‖ݑ‖௅ಮ‖ߠ‖

௣ 				 

≥			
1
	݌
‖u‖ఈ,௔,௣

௣ −
1
݌
௞ߚ௅ಮ‖ߠ‖

௣‖ݑ‖ఈ,௔,௣
௣  

≥		
1
݌ ௞ߚ

ି௣ −
1
݌
௅ಮ‖ߠ‖ .																(24) 

  
௞ݎکه نياز ا → ݇که يهنگام ∞ → توان ي، م∞

  بدست آورد که
(ݑ)	ܬ ≥ 		

1
݌ ௞ߚ

ି௣ −
1
݌
௅ಮ‖ߠ‖ → ∞,			 

݇					ݏܽ → ∞.					(25) 
  

b୩ن، يبنابرا ≔	 inf	୳∈୞ౡ,‖୳‖ಉ,౗,౦ୀ୰ౡ 	J(u) → +∞	 
݇که يهنگام → ∞.  
دو ثابت مثبت  ܨ يوستگيو پ (H5) ن بنابريهمچن

ଵிܥ ,   که يوجود دارند به طور ଶிܥ
,ݐ)ܨ (ݑ ≥ ௣|ݑ|ଵிܥ	 − ଶிܥ .																(26) 

  
 يک فضايدر  يهات که همه نرميخاص يبا توجه به ا

.‖م يالبعد معادل هستند، توجه دار يمتناه ‖௅೛ ک نرم ي
ߞک ثابت يباشد، سپس يم  ௞ܻدر > موجود است به  0

  که يطور
‖u‖௅೛

௣ ≥ u‖ఈ,௔,௣‖ߞ	
௣ ݑ	∀				, ∈ ௞ܻ.									(27) 

  
  دهند کهيجه مينت (I3)) و ۲۶)، (۱۳حالا عبارت بالا، (

(ݑ)	ܬ = 	
1
pන h(t)ห D୲ఈ଴ ൫ݑ(t)൯ห

୮
	dt

୘

଴

+		
1
pන a(t)ห൫ݑ(t)൯ห୮	dt										

୘

଴
	 

+෍න I୨(s)ds −	න F൫t, 	൯dt(t)ݑ
୘

଴

௨൫୲ౠ൯

଴

୪

୨ୀଵ

 

≤			
1
	݌
‖u‖ఈ,௔,௣

௣ −	න ௣|(ݐ)ݑ|ଵிܥ) ݐ݀(ଶிܥ−
்

଴

+෍න ൫ ௝ܽ

௨൫୲ౠ൯

଴

୪

୨ୀଵ
+ ௝ܾ  	ఋೕିଵ൯ds|ݏ|	

≤			
1
	݌
‖u‖ఈ,௔,௣

௣ − ௅೛‖ݑ‖ଵிܥ
௣ ଶிܶܥ+

+	෍ቆ ௝ܽ	หݑ൫ݑ௝൯ห
୪

୨ୀଵ

+ ௝ܾ

௝ߜ
หݑ൫ݑ௝൯ห

ఋೕቇ 
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≤			
1
	݌
‖u‖ఈ,௔,௣

௣ − u‖ఈ,௔,௣‖ߞଵிܥ
௣

+෍ቆ ௝ܽ ஶ‖ݑ‖	 + ௝ܾ

௝ߜ
ஶ‖ݑ‖

ఋೕቇ
୪

୨ୀଵ
 	ଶிܶܥ+

																											

≤ ൬
1
݌
− ൰ߞଵிܥ	 ‖u‖ఈ,௔,௣

௣

+෍ቐ ௝ܽ 	ቌ
ܶఈି

భ
೛

Γ(ߙ)(min	{ܽ଴, ℎ଴})
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

ቍ‖u‖ఈ,௔.௣	
୪

୨ୀଵ

	 

+ ௝ܾ

௝ߜ
ቌ

ܶఈି
భ
೛

Γ(ߙ)(min	{ܽ଴, ℎ଴})
భ
೛൫(ߙ − ݍ(1 + 1൯

భ
೜

ቍ

ఋೕ

ఈ,௔,௣‖ݑ‖
ఋೕ ൢ 

 
௝ߜکه نياز ا <  يبه اندازه کاف ଵிܥگاه با انتخاب آن ݌

ଵکه  يبزرگ به طور
௣
− ߞଵிܥ < ک ثابت مثبت ي، 0

݀௞ (ݑ)ܬکه  يوجود دارد به طور ≤ هر  يبرا 0
ݑ ∈ ௞ܻ  ݑ‖و‖ఈ,௔,௣ ≥ ݀௞ߩد ي. قرار ده௞ ≔

௞ݎ}ݔܽ݉ + 1, ݀௞}  و لذا
ܽ௞ = max௨∈௒ೖ,‖௨‖ഀ,ೌ,೛ୀఘೖ (ݑ)ܬ ≤ ن ي. بنابرا0

کند و لذا يصدق م ۳ه يط قضيدر تمام شرا ܬتابعک 
م نجا اثبات تمايت جواب است و اينهايب ي) دارا۳معادله (

  شود. يم
1) در ۱دست آوردن جواب معادله (براي به

2 [0,1]W ابتدا ،
1يک عملگر خطي روي 

2 [0,1]W  به صورت زير تعريف
  کنيم:مي

1براي هر 
2( ) [0,1]u x Wدهيم:، قرار مي  

0
( )( ) ( ) ( , ) ( )

x
Lu x u x K x t u t dt     

  
)اگر  )u x ) باشد در اين صورت داريم:۱جواب معادله (  

( )( ) ( )Lu x f x )۲                 (                       
 

شود به يافتن تابعي مانند بنابراين مسئله ما تبديل مي
( )f x ) صدق کند. فرض ۲به طوري که در معادله (  
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