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 ۳۱/۰۱/۹۹تاريخ پذيرش مقاله:  ۱۷/۰۴/۹۸تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
تاريخ حساب ديفرانسيل باشد.   از معادلات ديفرانسيل جزئي کلاسيک ميمعادلات ديفرانسيل جزئي مرتبه کسري تعميمي 

اي از مطالعات  ي صحيح است، حساب ديفرانسيل و انتگرال کسري زمينه هم قدمت حساب ديفرانسيل مرتبه کسري، تقريباً
است.  ي به وجود آمده رياضي است که از تعاريف اوليه، از عملگرهاي مشتق و انتگرال حساب ديفرانسيل و انتگرال معمول

ها در موضوعاتي  بعلاوه اين مدل. ي کاربردي، حساب ديفرانسيل کسري پيشرفت کمي داشته است هرچند بخاطر فقدان سابقه
هاي کاربردي را براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي  مثل جريانات سيال و... کاربرد دارد. در اين مقاله، ما بعضي از روش

ايم. سازگاري، پايداري و در  ي متناهي مورد استفاده قرار داده ير اوليه و مرزي با ضرايب متغيير روي دامنهکسري زماني با مقاد
نيکلسون کسري با تقريب گرانوالد انتقال يافته بدون - ايم که روش کرانک نتيجه همگرايي روش را اثبات کرده و نشان داده

باشد، که در اينجا ما با ساختمان و تحليل  و عددي حائز اهميت مي ي تئوري شرط پايدار است. اين پژوهش از هردوجنبه
هاي عددي ارائه و از نظر مرتبه همگرايي با جواب تحليلي  سازي سروکار داريم و همچنين مثالهمگرايي الگوهاي گسسته
  دقيق مقايسه گرديده است.

  
معادلات ديفرانسيل جزئي زئي کسري عددي، تقريب تفاضلات متناهي ضمني، معادلات ديفرانسيل ج هاي کليدي: واژه
  لتينکوف انتقال يافته، تحليل پايداري. -مکان دوطرفه، فرمول گرانوالد -کسري زمان مرتبه

                                                
                                                                        Email:khodabandelo.hamidreza@gmail.com:دار مکاتباتعهده .*
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 مقدمه - ۱
هم قدمت حساب  تاريخ حساب ديفرانسيل کسري، تقريباً

ي صحيح است، حساب ديفرانسيل و  ديفرانسيل مرتبه
رياضي است که از  اي از مطالعات انتگرال کسري زمينه

تعاريف اوليه، از عملگرهاي مشتق و انتگرال حساب 
است. هرچند  ديفرانسيل و انتگرال معمولي به وجود آمده 

ي کاربردي، حساب ديفرانسيل بخاطر فقدان سابقه
ي  از اواخر دهه. ]۱۱[کسري پيشرفت کمي داشته است

ميلادي اين مطلب توجه بيشتري را به خود جلب  ۱۹۷۰
  است. سپس به تدريج کاربردهاي زيادي در  کرده
هاي مختلف علمي و مهندسي از آن به دست آمده زمينه

 است. حساب ديفرانسيل کسري، در زمينه الکترو
هاي مغناطيس، ربوتيک، آشفتگي و بسياري از پديده

  .]۱۲[فيزيکي مورد استفاده قرار گرفته است
ان کسري به عنوان مثال کاربردهاي بسيار گسترده حساب

هاي ديناميکي، در فيزيک، شيمي، اقتصاد، سيستم
مهندسي پزشکي، علوم زيستي و... نشان دهنده اين 

باشد. زمينه بزرگ ديگري که نياز به استفاده  واقعيت مي
ها از مشتقات مرتبه غير صحيح دارد نظريه فرکتال

باشد، که اين موضوع واقعيت طبيعت را به شکل  مي
  مايد. ن بهتري منتقل مي

 
 پيشينه تحقيق - ۲

اي از آناليز عددي است که به  حسابان کسري زمينه
ي  ها و مشتقات از مرتبه هاي انتگرال بررسي و کاربرد

 پردازد.  کسري مي
معادلات ديفرانسيل جزئي مرتبه کسري از معادلات 

آيد، بعلاوه اين  ديفرانسيل جزئي کلاسيک بوجود مي
ل جريان سيال، علوم مالي و ها در کاربردهايي از قبي مدل

  .]۵و۱[شود موارد ديگر استفاده مي
ي مقدار اوليه و مرزي معادله  اکنون به بررسي مسأله

وابسته به  پخش دوطرفه -مکان انتقال- کسري زمان
  گيريم که به صورت زير است: زمان را در نظر مي
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مرتبه  ߚمرتبه کسري مشتق مکان و  ߙگيريم که  مي
باشد. ما همچنين شرايط اوليه  ان ميکسري مشتق زم

,ݔ)ݑ 0) = ௅ݔرا براي هر  (ݔ)଴ݑ < ݔ < و  ோݔ
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به معني سمت (-) (+) به معني سمت چپ و علامت 
 از ߙ ليوويل از مرتبه -راست در مشتقات کسري ريمان 

ݔبراي  (ݔ)݂	تابع  ∈	 ,	௅ݔ] باشد که بصورت  مي [ோݔ
  :]۵و۴و۲و۱[گردد زير تعريف مي
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  کند که عبارتست از مشتقات صحيح استاندارد را ارائه مي
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پخش  -مکان انتقال-فرض کنيم اين معادله کسري زمان

داراي جواب يکتا و بطور کافي هموار داشته  دوطرفه
نتقال فرمول گرانوالد لتينکوف ا ازباشد. براي پايداري، 

کنيم،  يافته براي تخمين مشتق کسري مکان استفاده مي
براي  ߙلتينکوف مشتق کسري از مرتبه -تعريف گرانوالد

ݔبطوريکه  (ݔ)݂تابع  ∈ ௅ݔ] , که بطور خيلي  [ோݔ
محتمل بصورت محاسباتي شدني است، بصورت زير 
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௞݃فاصله گام است و  ℎر آن که د
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  اي است. که ضريب دوجمله ቁ݇ߙቀبا 

به شکل گسسته در هر گره   تقريب گرانوالد انتقال يافته
  .]۷[شود به صورت زير معرفي مي  ݔ
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,ݔبه  و باشند مي ℎ, ௞݃وابسته نيستند و  ݂

(ఈ)  ضريبي

بل محاسبه است که بصورت بازگشتي به روش زير قا
  است:
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و  ߙ	توجه داريم که وزنهاي هنجارشده فقط به مرتبه 
   بستگي دارد. ݇نشان 

سازي در قاعده )۱(تعريف تحليلي بدست آمده از رابطه 
رد، هرچند تعريف گي کسري مورد استفاده قرار مي ܧܦܲ

به  ܧܦܲܨممکن است براي گسسته سازي  )۴(گرانوالد 
منظور بدست آوردن راه حل عددي استفاده شود. براي 
جزئيات بيشتر درمورد مفاهيم و تعاريف مشتق کسري مي 

بطور ] ۵[مراجعه کرد. منبع ] ۸و۵و۴[توان به منابع 
خيلي مفصل رفتار مشتقات کسري راست را به اندازه 
رفتار اساسي مشتقات کسري چپ مورد بحث قرار 

  .]۵[دهد مي
 

  روش حل معادله  - ۳
  براي پايداري روش تقريبي عددي، فرض کنيم:

௞ݐ = ,ݐ߂݇ (	݇ = 0,1,2, … ,(ܯ,    
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௜ݔبا  ݔاندازه گام در مسير  = ௅ݔ + ݅ℎ راي ب

݅ = 0,…   باشد. ܰ,
بطور معمول، تقريب تفاضلات متناهي زير را براي مشتق 

 گيريم: به کار مي )۱( کسري زماني ظاهر شده در معادله
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  نويسيم: بنابراين مي
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  و از طرف ديگر داريم:
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را بوسيله فرمول  αما مشتق کسري مکان از مرتبه 
 ].۸[ کنيم تفاضلات متناهي گرانوالد گسسته سازي مي

لتينکوف که  –ليوويل و گرانوالد  - به تعريف ريمان   بنا
݂ شوند، اگر  تحت شرايطي با هم، هم ارز مي در   (ݔ)

௅ݔ] ي فضاي سوبولوف در بازه , به ازاي هر  [ோݔ
1 < ߙ ≤ مشتق  آنگاه  داراي مشتق دوم باشد ،2

لتينکوف در فاصله  - ليوويل و گرانوالد  -ريمان 
௅ݔ] , ي هستند. اين هم ارزي به ما وجود دارد و يک  [ோݔ

سازي عددي، از دهد که درگسسته اين امکان را مي
تر است، استفاده  تعريف گرانوالد که در محاسبات مناسب

بطور کلي تقريب گرانوالد استاندارد، باعث ولی   . کنيم
شود  مي منتج شدن معادلات تفاضلات متناهي غير پايدار

ناهي بدست آمده صرف نظر از اينکه روش تفاضلات مت
  صريح يا ضمني باشد. 

مراجعه  ]۲۸[توان به منبع شماره براي مطالعه بيشتر مي
بنابراين ما از تقريب گرانوالد انتقال يافته ]. ۲۸[ کرد

 سازي حالت انتشار کسريبراي گسسته) ۵(مرتبه اول 
  ]. ۷[استفاده خواهيم کرد
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  گردند: تعريف مي
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لتينکوف انتقال يافته را براي بدست  - اگر تقريب گرانوالد

جايگذاري کنيم، ) ۱(آوردن تقريب عددي در معادله 
  معادلات تفاضلات متناهي نتيجه شده عبارتست از:
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∆௧

=௞
௝ୀ଴

(௜ݔ)ܸ−
	௨൫௫೔,௧ೖశభ൯ି	௨൫௫೔షభ,௧ೖశభ൯

௛

+ ஽శ(௫೔)
௛ഀ

∑ ݃௝
(ఈ)	ݑ൫ݔ௜ି௝ାଵ, ௞ାଵ൯௜ାଵݐ

௝ୀ଴

+ ஽ష(௫೔)
௛ഀ

∑ ݃௝
(ఈ)	ݑ൫ݔ௜ା௝ିଵ , ௞ାଵ൯ேି௜ାଵݐ

௝ୀ଴

௜ݔ൫ݑ(௜ݔ)ܥ− , ௞ାଵ൯ݐ + ௜௞ାଵݏ

ݐ∆)ܱ+ + ℎ).

   

  
  کنيم: همچنين تعريف مي و

୧୬ݑ ≔ ௜ݔ)ݑ , ,(௡ݐ ௜ܸ ≔   ,(௜ݔ)ܸ
ା௜ܦ ≔ ௜ିܦ,(௜ݔ)ାܦ ≔   ,(௜ݔ)ିܦ
௜௡ାଵݏ	 ≔ ௜ݔ)ݏ , ,(௡ାଵݐ ௜ܥ ≔   ,(௜ݔ)ܥ

௜݌ ≔
௏೔∆௧ഁ

௛
2)߁ −   ,(ߚ

௜ݎ ≔
஽శ೔∆௧ഁ

௛ഀ
2)߁ −   	,(ߚ

௜ݍ	 ≔
஽ష೔∆௧ഁ

௛ഀ
2)߁ −   ,(ߚ

ܿ௜ ≔ 2)߁ఉݐ∆௜ܥ −   ,(ߚ
  
௝ߠ و = (݆ + 1)(ଵିఉ) − ݆(ଵିఉ)	 اي هربر 

݆ = 0,1,2, …   ، در اين صورت داريم:ܯ,
∑ ௜ݑ	௝൫ߠ

௞ାଵି௝ − ௜ݑ
௞ି௝൯ =௞

௝ୀ଴
௜௞ାଵݑ	௜൫݌− − ௜ିଵ௞ାଵ൯ݑ +
௜ݎ ∑ ݃௝

(ఈ)ݑ௜ି௝ାଵ௞ାଵ௜ାଵ
௝ୀ଴ +

௜ݍ ∑ ݃௝
(ఈ)ݑ௜ା௝ିଵ௞ାଵேି௜ାଵ

௝ୀ଴ + ܿ௜ݑ௜௞ାଵ +
  .௜௞ାଵݏఉݐ∆
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ݐ∆)ܱ	 از آنجايي که خطاي برشي عمومي برابر + ℎ) 
  ]. ۹[باشد بنابراين روش سازگار است مي
  توانيم الگوي بالا را بصورت زير بازنويسي کنيم: مي
݇اگر  =   آنگاه  0

−ቀݎ௜ + ௜݃ଶݍ
(ఈ)ቁ ௜ାଵଵݑ   

+ቀ1 + ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௜ቁ   ௜ଵݑ
−ቀ݌௜ + ௜ݍ + ௜݃ଶݎ

(ఈ)ቁݑ௜ିଵଵ                     )۹(  
௜ݎ− ∑ ݃௝

(ఈ)ݑ௜ି௝ାଵଵ௜ାଵ
௝ୀଷ

  

௜ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)ݑ௜ା௝ିଵଵேି௜ାଵ

௝ୀଷ =  

௜଴ݑ + 2)߁ఉݐ∆ − ௜ଵݏ(ߚ ,
  

  
݇و اگر  > ݅ براي 0 = 1,… ,ܰ − 1,	 

݇ = 1,2, … ܯ, −   خواهيم داشت: 1
−ቀݎ௜ + ௜݃ଶݍ

(ఈ)ቁݑ௜ାଵ௞ାଵ

௜௞ାଵݑ+

ቀ1 + ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௜ቁ

−ቀ݌௜ + ௜ݍ + ௜݃ଶݎ
(ఈ)ቁݑ௜ିଵ௞ାଵ

௜ݎ− ∑ ݃௝
(ఈ)ݑ௜ି௝ାଵ௞ାଵ௜ାଵ

௝ୀଷ

௜ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)ݑ௜ା௝ିଵ௞ାଵேି௜ାଵ

௝ୀଷ

= ௜௞ݑ −∑ ௜ݑ)௝ߠ
௞ାଵି௝ ௜ݑ	−

௞ି௝)௞
௝ୀଵ

2)߁ఉݐ∆+ − ௜௞ାଵݏ(ߚ

= (2 − 2ଵିఉ)ݑ௜௞ +∑ ௜ݑ
௞ି௝௞ିଵ

௝ୀଵ

[2(݆ + 1)ଵିఉ − (݆ + 2)ଵିఉ − ݆ଵିఉ]
௜଴ݑ௞ߠ+ + 2)߁ఉݐ∆ − .௜௞ାଵݏ(ߚ

    )۱۰(  

  
  که به فرم ماتريسي داريم:

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ ଵࢁ࡭ = ଴ࢁ + 2)߁ఉݐ∆ − ,	ଵࡿ	(ߚ
௞ାଵࢁ࡭ = ݀ଵࢁ௞ + ݀ଶࢁ௞ିଵ +⋯+ ݀௞ࢁଵ

଴ࢁ௞ߠ+ + 2)߁ఉݐ∆ − ௞ାଵࡿ	(ߚ ,
଴ࢁ = ,	଴࢛

   

  
  که

௞ࢁ = ଵ௞ݑൣ , ଶ௞ݑ , … , ேିଵ௞ݑ ൧ࢀ,  
଴࢛ = ,ଵ(0)ݑ] ,ଶ(0)ݑ … ,   ,ࢀ[ேିଵ(0)ݑ
௞ାଵࡿ = ଵ௞ାଵݏൣ , … , ேିଵ௞ାଵ൧்ݏ ,  
௝݀ = 	2݆ଵିఉ − (݆ + 1)ଵିఉ − (݆ − 1)ଵିఉ ,  

	݆ = 1,2, … , ݇.  
  

 ، داخل ماتريسݔاي سازي در نقطه داخلي شبکهگسسته
݅براي  ௜,௝ܣکند مي را معين = 1,… ,ܰ −   و 1

݆ = 1,… , ܰ −   بوسيله 1

௜,௝ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ௜݌− − ቀݎ௜݃ଶ

(ఈ) + ௜݃଴ݍ
(ఈ)ቁ ,

݆	ݎ݋݂ = ݅ − 1
1 + ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃

(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃
(ఈ) + ܿ௜ ,

݆	ݎ݋݂ = ݅
− ቀݎ௜݃଴

(ఈ) + ௜݃ଶݍ
(ఈ)ቁ		 ,

݆	ݎ݋݂ = ݅ + 1
௜ݎ− ௜݃ି௝ାଵ

(ఈ) 				,					
݆	ݎ݋݂ < ݅ − 1

௜݃௝ି௜ାଵݍ−
(ఈ) 						,							

݆	ݎ݋݂	 > ݅ + 1

)۱۱(  

 
  تجزيه و تحليل سازگاري و همگرايي روش - ۴
جديد اين بخش، رفتار سازگاري و همگرايي روش  در

لات ديفرانسيل تفاضلات متناهي ضمني براي حل معاد
مکان دوطرفه را مورد تحليل  -کسري زمان مرتبهجزئي 

  دهيم.و بررسي قرار مي
ما اين بررسي را بوسيله تقريب آناليز ماتريسي انجام 
خواهيم داد. براي اين کار، ابتدا بعضي مفاهيم اساسي در 

  کنيم. تئوري آناليز ماتريسي را يادآوري مي
  

௞݃ ضرايب: ۱-۴لم 
(ఈ)  با  )۶(بدست آمده در

1 < ߙ ≤   باشد. هاي زير صادق ميدر ويژگي 2

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ݃଴

(ఈ) = 1, ଵ݃
(ఈ) = ߙ− < 0,

1 ≥ ݃ଶ
(ఈ) ≥ ݃ଷ

(ఈ) ≥ ⋯ ≥ 0,
∑ ݃௞

(ఈ) = 0																							,ஶ
௞ୀ଴

∑ ݃௞
(ఈ) ≤ 0	(݉ ≥ 1)						.௠

௞ୀ଴

  

  
مراجعه  ]۱۰[، کافي است به منبع ۱-۴لم براي اثبات 

  کنيد.
  

دستگاه ضمني تعريف شده بوسيله معادلات  :۱-۴قضيه
، داراي جواب )۱۰( و )۹(ديفرانسيل خطي روابط 
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 منحصربفرد است و بدون قيد و شرط براي هر
0	 < ߚ	 < 1و  1	 < ߙ ≤   پايدار است. 2

  
مي خواهيم قضيه گرشگورين را براي استنتاج اثبات: 

اش بطور اکيد از  زهاندا، ࡭اينکه هر مقدار ويژه ماتريس 
  يک بيشتر است، بکار ببريم.

در  ࡭طبق قضيه گرشگورين، مقادير ويژه ماتريس 
௜,௜ܣهايي به مرکز  قرص = 1 + ௜݌ + ܿ௜ +

௜ݎ)ߙ +   باشد:  با شعاع زير مي (௜ݍ
ܴ௜ = ∑ หܣ௜,௝หேିଵ

௝ୀଵ,௝ஷ௜ = ∑ หܣ௜,௝ห௜ିଵ
௝ୀଵ

+∑ หܣ௜,௝หேିଵ
௝ୀ௜ାଵ = ∑ ቚ−ݎ௜ ௜݃ି௝ାଵ

(ఈ) ቚ௜ିଶ
௝ୀଵ

+ ቚ−݌௜ − ௜݃ଶݎ
(ఈ) − ௜ቚݍ

+∑ ቚ−ݍ௜݃௝ି௜ାଵ
(ఈ) 	ቚேିଵ

௝ୀ௜ାଶ

+ቚ−ቀݎ௜ + ௜݃ଶݍ
(ఈ)ቁቚ =

௜ݎ ∑ ቚ ௜݃ି௝ାଵ
(ఈ) ቚ௜ାଵ

௝ୀଵ,௝ஷ௜ + ௜ݍ ∑ ቚ݃௝ି௜ାଵ
(ఈ) ቚேି௜ାଵ

௝ୀଵ,௝ஷ௜

௜݌+ ≤ ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃

(ఈ)

≤ ௜݌ + ܿ௜ + ௜ݎ)ߙ + ,	(௜ݍ

   

  
داراي قسمت  ࡭از ماتريس  ߣمقدار ويژه  هر از اين رو

بطور  اش باشد. بنابراين اندازه مي يکحقيقي بزرگتر از 
في ماتريس اکيد از يک بيشتر است. بنابراين، شعاع طي

 کمتر از يک خواهد بود. اين اثبات کرد که الگو ૚ି࡭
  جواب منحصربفردي دارد.

، )۱۰( و )۹(براي اثبات پايداري بدون قيد و شرط روابط 
  فرض کنيم:

	(݅	 = 	1, 2, … ,ܰ	 − 1),
(	݇	 = 	1, 2, … ܯ, − 1),  

 
,௜௞ݑ باشد  ෤௜଴ݑو  ௜଴ݑبا مقدار اوليه  )۱۰( و )۹(جواب  ෤௜௞ݑ

خطا  پس .عيني باشد دقيق و ௜௞ݏمحاسبه  و
௜௞ߝ = ෤ݑ ௜௞ − اگر  در معادلات صدق خواهد کرد ௜௞ݑ

݇ =   آنگاه  0
−ቀݎ௜ + ௜݃ଶݍ

(ఈ)ቁ ௜ାଵଵߝ   
+ቀ1 + ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃

(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃
(ఈ) + ܿ௜ቁ   ௜ଵߝ

−ቀ݌௜ + ௜ݍ + ௜݃ଶݎ
(ఈ)ቁߝ௜ିଵଵ −

௜ݎ ∑ ݃௝
(ఈ)ߝ௜ି௝ାଵଵ௜ାଵ

௝ୀଷ
  

௜ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)ߝ௜ା௝ିଵଵேି௜ାଵ

௝ୀଷ = ,௜଴ߝ
  

  
݇  و اگر > ݅ براي 0 = 1,… ,ܰ − 1,  

	݇ = 1,2, … ܯ, −   خواهيم داشت:1
−ቀݎ௜ + ௜݃ଶݍ

(ఈ)ቁ   ௜ାଵ௞ାଵߝ

+ቀ1 + ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௜ቁ     ௜௞ାଵߝ

−ቀ݌௜ + ௜ݍ + ௜݃ଶݎ
(ఈ)ቁߝ௜ିଵ௞ାଵ  

௜ݎ− ∑ ݃௝
(ఈ)ߝ௜ି௝ାଵ௞ାଵ௜ାଵ

௝ୀଷ
  

௜ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)ߝ௜ା௝ିଵ௞ାଵேି௜ାଵ

௝ୀଷ   
= ݀ଵߝ௜௞ + ∑ ௝݀ାଵߝ௜

௞ି௝௞ିଵ
௝ୀଵ + .௜଴ߝ௞ߠ

  

  
  که به فرم ماتريسي داريم:

૚ࡱ࡭ =   	,	૙ࡱ
ା૚࢑ࡱ࡭ = ݀ଵ࢑ࡱ + ݀ଶି࢑ࡱ૚ +⋯  
+݀௞ࡱ૚ + ,૙ࡱ௞ߠ ݇ > 0.   

  که
࢑ࡱ = ଵ௞ߝൣ , ଶ௞ߝ , … , ேିଵ௞ߝ ൧ࢀ.  

  
  شود. طبق لم زير اثبات کامل مي و
  

  نامساوي زير برقرار است:  : ۲- ۴لم 
∥ ௞ܧ	 	 ∥ஶ	≤	∥ 	 ଴ܧ 	 ∥ஶ	, ݇	 = 	1, 2, . . .		.	

  
تدلال استقرايي لم بالا را اثبات خواهيم بوسيله اسمي

	݇  کنيم. در حقيقت، اگر = 	1 :  
|	௟ଵߝ	| = 	maxଵஸ௜ஸேିଵ گيريم،  مي نظر در |	௜ଵߝ	|

௜݌توجه داريم که  , ௜ݍ , ௜ݎ >   داريم:  ۱-۴از لم  و 0
ଵ‖ஶܧ‖ = ห	ߝ௟ଵ	ห  
≤ |	௟ଵߝ	| + ௟ଵหߝ௟൫ห݌ − หߝ௟ିଵଵ ห൯  
∑)௟ݎ+ ݃௝

(ఈ))௟ାଵ
௝ୀ଴ หߝ௟ଵห  

∑)௟ݍ− ݃௝
(ఈ))ேି௟ାଵ

௝ୀ଴ หߝ௟ଵห  

≤ −ቀݎ௟ + ௟݃ଶݍ
(ఈ)ቁ ห	ߝ௟ାଵଵ ห  

+ቀ1 + ௟݌ − ௟ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௟ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௟ቁ หߝ௟ଵห  

−ቀ݌௟ + ௟ݍ + ௟݃ଶݎ
(ఈ)ቁ หߝ௟ିଵଵ ห  

௟ݎ− ∑ ݃௝
(ఈ)หߝ௟ି௝ାଵଵ ห௟ାଵ

௝ୀଷ
  

௟ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)หߝ௟ା௝ିଵଵ หேି௟ାଵ

௝ୀଷ   



 

 ۶۵                                              مکان دوطرفه -کسري زمان مرتبهروش جديد تفاضلات متناهي ضمني براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي 
 

   

≤ ቚ−ቀݎ௟ + ௟݃ଶݍ
(ఈ)ቁ ௟ାଵଵߝ + ቀ1 + ௟݌ −

௟ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௟ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௟ቁߝ௟ଵ − ቀ݌௟ + ௟ݍ +

௟݃ଶݎ
(ఈ)ቁߝ௟ିଵଵ − ௟ݎ ∑ ݃௝

(ఈ)ߝ௟ି௝ାଵଵ௟ାଵ
௝ୀଷ −

௟ݍ ∑ ݃௝
(ఈ)ߝ௟ା௝ିଵଵேି௟ାଵ

௝ୀଷ ቚ  
= หߝ௟଴ห ≤   ,	଴‖ஶܧ‖

  
∥بنابراين ଵܧ	 	 ∥ஶ≤∥	ܧ଴ 	 ∥ஶ   .  

∥  حال فرض کنيم اگر ௦ܧ	 	 ∥ஶ≤∥ ଴ܧ	 	 ∥ஶ		, 
݇	 ≤  کنيم براي مي رار باشد پس ثابتبرق ݏ	

݇ = ݏ	 + کار فرض  براي اين نيزبرقرار است 1
௟௦ାଵหߝหکنيم  مي = maxଵஸ௜ஸேିଵหߝ௜௦ାଵห	  از لم ،

  و مانند برآورد قبلي خواهيم داشت: ۴-۱
௦ାଵ‖ஶܧ‖ = ห	ߝ௟௦ାଵ	ห  
≤ −ቀݎ௟ + ௟݃ଶݍ

(ఈ)ቁ ห	ߝ௟ାଵ௦ାଵห  

+ቀ1 + ௟݌ − ௟ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௟ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௟ቁ หߝ௟௦ାଵห  

−ቀ݌௟ + ௟ݍ + ௟݃ଶݎ
(ఈ)ቁ หߝ௟ିଵ௦ାଵห  

௟ݎ− ∑ ݃௝
(ఈ)หߝ௟ି௝ାଵ௦ାଵ ห௟ାଵ

௝ୀଷ
  

௟ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)หߝ௟ା௝ିଵ௦ାଵ หேି௟ାଵ

௝ୀଷ   

≤ ቚ−ቀݎ௟ + ௟݃ଶݍ
(ఈ)ቁ ௟ାଵ௦ାଵߝ + ቀ1 + ௟݌ −

௟ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௟ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௟ቁߝ௟௦ାଵ −

ቀ݌௟ + ௟ݍ + ௟݃ଶݎ
(ఈ)ቁߝ௟ିଵ௦ାଵ −

௟ݎ ∑ ݃௝
(ఈ)ߝ௟ି௝ାଵ௦ାଵ௟ାଵ

௝ୀଷ −

௟ݍ ∑ ݃௝
(ఈ)ߝ௟ା௝ିଵ௦ାଵேି௟ାଵ

௝ୀଷ ቚ	  
≤ ௦ାଵ‖ஶܧܣ‖ ≤	݀ଵ|ߝ௟௦|  
+∑ ௝݀ାଵหߝ௟

௦ି௝ห௦ିଵ
௝ୀଵ +   ௟଴หߝ௦หߠ

≤ ݀ଵ‖ܧ௦‖ஶ + ∑ ௝݀ାଵฮܧ௦ି௝ฮஶ
௦ିଵ
௝ୀଵ +

.	௦ߠ   ଴‖ஶܧ‖
≤ (݀ଵ +∑ ௝݀ାଵ + ௦௦ିଵߠ

௝ୀଵ ). ଴‖ஶܧ‖ 	 =
  .	଴‖ஶܧ‖

  
∥پس   ௦ାଵܧ	 	 ∥ஶ≤∥ ଴ܧ	 	 ∥ஶ .  

  
بنابراين الگوي ضمني تعريف شده بوسيله : ۱-۴ تذکر

بدون قيد وشرط  ،)۱۰( و) ۹( معادلات ديفرانسيل خطي
  پايدار است و قضيه اثبات شد.

௜௞݁	 اگر بصورت = ௜ݔ)ݑ	 , (௞ݐ 	− ௜௞ݑ و  	
࢑ࢋ = ൣ݁ଵ௞ , ݁ଶ௞ , … , ݁ேିଵ௞ ൧نمادگذاري کنيم، آنگاه   ࢀ

  قضيه زير را خواهيم داشت:
  

௜ݔ)ݑفرض کنيم که  :۲- ۴ قضيه , جواب دقيق  (௞ݐ
௜ݔ)اي  در نقطه شبکه )۱( معادله , جوابي  ௜௞ݑو  (௞ݐ

 ࡹاينصورت  باشند، در )۱۰( و )۹( متفاوت بدست آمده از
  مثبتي چنان موجود است که:

ฮ݁௞ฮஶ ≤ ௞ିଵିଵߠ ଵାఉݐ∆൫ࡹ + )ఉℎ൯,      )۱۳ݐ∆  
		݇ = 1,2, …   ,ܯ,

  
∥	که  	 ݁௞ 	 ∥ஶ	= 	maxଵஸ௜ஸேିଵ |	݁௜௞  ࡹ و  	|	

  .ݐ∆	و ℎثابتي است مستقل از 
  

௜௞ݑ  از آنجايي کهاثبات:  	= ௜ݔ)ݑ	 , (௞ݐ 	− 	݁௜௞   و
଴݁  توجه داريم که =  داريم:) ۱۰( و )۹( ، حال از 0

	݇اگر  = 	0 : 
−ቀݎ௜ + ௜݃ଶݍ

(ఈ)ቁ ݁௜ାଵଵ   
+ቀ1 + ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃

(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃
(ఈ) + ܿ௜ቁ ݁௜ଵ  

−ቀ݌௜ + ௜ݍ + ௜݃ଶݎ
(ఈ)ቁ݁௜ିଵଵ   

௜ݎ− ∑ ݃௝
(ఈ)݁௜ି௝ାଵଵ௜ାଵ

௝ୀଷ
  

௜ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)݁௜ା௝ିଵଵேି௜ାଵ

௝ୀଷ = ܴ௜ଵ ,
  

  
	݇اگر  > 	0 : 

−ቀݎ௜ + ௜݃ଶݍ
(ఈ)ቁ ݁௜ାଵ௞ାଵ  

+ቀ1 + ௜݌ − ௜ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௜ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௜ቁ ݁௜௞ାଵ  

−ቀ݌௜ + ௜ݍ + ௜݃ଶݎ
(ఈ)ቁ݁௜ିଵ௞ାଵ  

௜ݎ− ∑ ݃௝
(ఈ)݁௜ି௝ାଵ௞ାଵ௜ାଵ

௝ୀଷ
  

௜ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)݁௜ା௝ିଵ௞ାଵேି௜ାଵ

௝ୀଷ   
= ݀ଵ݁௜௞ + ∑ ௝݀ାଵ݁௜

௞ି௝௞ିଵ
௝ୀଵ + ܴ௜௞ାଵ,

  

  
  که

|	ܴ௜௞ାଵ	| ≤ ଵାఉݐ∆)ࡹ	 + ,	(ఉℎݐ∆
	݅	 = 	1, 2, … ,ܰ	 − 1	,
		݇	 = 	1, 2, . . . , 	ܯ − 1	,
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در اينجا هم از  .ݐ∆	 و ℎثابتي است مستقل از  ࡹ و
  گيريم،  استدلال استقرايي براي اثبات قضيه بهره مي

݇	 اگر =   کنيم ، فرض مي	1
 |	݁௟ଵ	| = 	maxଵஸ௜ஸேିଵ |	݁௜ଵ	| ، :پس داريم  

‖݁ଵ‖ஶ = ห	݁௟ଵ	ห  
≤ |	݁௟ଵ	| + ௟൫ห݁௟ଵห݌ − ห݁௟ିଵଵ ห൯  
∑)௟ݎ+ ݃௝

(ఈ))௟ାଵ
௝ୀ଴ ห݁௟ଵห  

∑)௟ݍ− ݃௝
(ఈ))ேି௟ାଵ

௝ୀ଴ ห݁௟ଵห  

≤ −ቀݎ௟ + ௟݃ଶݍ
(ఈ)ቁ ห	݁௟ାଵଵ ห  

+ቀ1 + ௟݌ − ௟ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௟ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௟ቁ ห݁௟ଵห  

−ቀ݌௟ + ௟ݍ + ௟݃ଶݎ
(ఈ)ቁ ห݁௟ିଵଵ ห  

௟ݎ− ∑ ݃௝
(ఈ)ห ௟݁ି௝ାଵ

ଵ ห௟ାଵ
௝ୀଷ

  

௟ݍ− ∑ ݃௝
(ఈ)ห݁௟ା௝ିଵଵ หேି௟ାଵ

௝ୀଷ   

≤ ቚ−ቀݎ௟ + ௟݃ଶݍ
(ఈ)ቁ ݁௟ାଵଵ + ቀ1 + ௟݌ −

௟ݎ ଵ݃
(ఈ) − ௟ݍ ଵ݃

(ఈ) + ܿ௟ቁ݁௟ଵ − ቀ݌௟ + ௟ݍ +

௟݃ଶݎ
(ఈ)ቁ݁௟ିଵଵ − ௟ݎ ∑ ݃௝

(ఈ)݁௟ି௝ାଵଵ௟ାଵ
௝ୀଷ −

௟ݍ ∑ ݃௝
(ఈ)݁௟ା௝ିଵଵேି௟ାଵ

௝ୀଷ ቚ  
= หܴ௟ଵห ≤ ଵାఉݐ߂൫ࡹ	 	+ ఉݐ߂	 	ℎ൯  
= ௞ିଵିଵߠ ൫∆ݐଵାఉ +   .	ఉℎ൯ݐ∆

  
  حال فرض کنيم اگر

 ∥ 	݁௦ 	 ∥ஶ≤ ௞ିଵିଵߠ ൫∆ݐଵାఉ + ,	ℎ൯	ఉℎݐ∆ ݇	 ≤    ݏ	
  

݇کنيم براي  برقرار باشد پس ثابت مي = ݏ	 +  نيز 1
ห݁௟௦ାଵหکنيم  کار فرض مي براي اين برقرار است =

maxଵஸ௜ஸேିଵห݁௜௦ାଵห	 و توجه داريم که  
௝ିଵߠ 	≤ ,	௞ିଵߠ	 ݆	 = 	0, 1, 2, . . . ,  ۱ -۴و از لم  ݇

  رد قبلي خواهيم داشت:و مانند برآو
‖݁௦ାଵ‖ஶ = ห	݁௟௦ାଵ	ห  
≤ ݀ଵ‖݁௦‖ஶ + ∑ ௝݀ାଵฮ݁௦ି௝ฮஶ

௦ିଵ
௝ୀଵ   

ଵାఉݐ߂൫ࡹ+ ఉݐ߂	+	 	ℎ൯  
= ∑ ௝݀ାଵฮ݁௦ି௝ฮஶ

௦ିଵ
௝ୀ଴   

ଵାఉݐ∆൫ࡹ+ +   ఉℎ൯ݐ∆
≤ (݀ଵߠ௦ିଵିଵ + ݀ଶߠ௦ିଶିଵ +⋯+ ݀௦ߠ଴ିଵ +
ଵାఉݐ∆൫ࡹ(1 +   ఉℎ൯ݐ∆
≤ ∑௦ିଵ൫ߠ ௝݀

௦ିଵ
௝ୀ଴ + ଵାఉݐ∆൫ࡹ௦൯ߠ +   ఉℎ൯ݐ∆

= ଵାఉݐ∆൫ࡹ௦ିଵߠ +   .ఉℎ൯ݐ∆

  پس قضيه اثبات گرديد. چون

lim௞
	
→ஶ

ఏೖ
షభ

௞ഁ
= lim௞

	
→ஶ

௞షഁ

(௞ାଵ)భషഁି௞భషഁ
  

= lim௞
	
→ஶ

௞షభ

ቀଵାభೖቁ
భషഁ

ିଵ
= ଵ

ଵିఉ
	,  

  
	ܥاينرو ثابت  از >   وجود دارد بطوريکه:  0	

ฮ݁௞ฮஶ ≤ ݇ఉ . ଵାఉݐ∆൫ܥ +   ఉℎ൯ݐ∆
= ఉ(ݐ∆݇) . ݐ∆)ܥ + ℎ), ݇ = 1,2, …   .ܯ,

  
	ݐ߂݇زمانيکه  ≤   ، ما استنباط زير را خواهيم داشت: ܶ	

 
௜ݔ)ݑفرض کنيم که : ۱-۴ باطاستن , جواب  (௞ݐ

௜ݔ)اي  در نقطه شبکه )۱(دقيق معادله  ,   ௜௞ݑو  (௞ݐ
 باشند، در) ۱۰( و) ۹( جوابي متفاوت ضمني بدست آمده از

  مثبتي چنان موجود است که: ࡯اينصورت 
หݔ)ݑ௜ , (௞ݐ − ௜௞หݑ ≤ ݐ∆)ܥ + ℎ),  
݅ = 1,2, … ,ܰ, ݇ = 1,2, …   .ܯ,
 

  هاي عدديمثال - ۵
در اين بخش براي بدست آوردن عملکرد روش جديد 

کسري  مرتبهضمني براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي 
همچنين بررسي رفتار همگرايي  و مکان دوطرفه -زمان

کنيم. دومثال مورد بررسي  آن، مثالهاي عددي اجرا مي
  قرار گرفته است.

  
  گيريم: ر را در نظر ميمعادله زي :۱- ۵مثال 

డഁ	௨(௫,௧)
డ௧ഁ

+ V(x)	డ	௨(௫,௧)
డ௫

  

(ݔ)ାܦ−
డഀ௨(௫,௧)
డ௫ഀ

  

(ݔ)ିܦ−
డഀ௨(௫,௧)
డ௫ഀ

  
,ݔ)ܥ+ ,ݔ)ݑ	(ݐ (ݐ = ,ݔ)ݏ   (ݐ

  
  ضرايب: با

V(x) = ଶݔ , (ݔ)ାܦ = 3)߁ − ఈݔ(ߙ ,  
(ݔ)ିܦ = 3)߁ − 2)(ߙ − ఈ(ݔ ,  
ߙ = 1.8, ߚ = 0.8,	  
0 ≤ ݔ ≤ 2, 0 < ݐ < 1.  

  
  و تابع اجبار بصورت زير خواهد بود:
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,ݔ)ݏ (ݐ = 2 ቀ ௧మషഀ

௰(ଷିఉ)
ቁݔଶ	(2	 −   ଶ(ݔ	

−8(1 + ଶݔ](ଶݐ + (2	 −   ଶ(ݔ	
ଷݔ)2.5− + (2	 −   (ଷ(ݔ	
+ ଶହ

ଶଶ
ସݔ) + (2	 −   (ସ(ݔ	

− ଵ
଼
ଷݔ4)(ݔ)ܸ] − ଶݔ12 +   [(ݔ8

+ ଵ
଼
	(2	ଶݔ] −   ,[[ଶ(ݔ	

  
,ݔ)ݑ	با شرايط اوليه  0) = 		 (2	ଶݔ − و شرايط  ଶ(ݔ
,0)ݑ  مرزي ديريکله (ݐ = ,2)ݑ (ݐ = 0, ݐ ≥ و  	0

  جواب دقيق اين معادله بصورت
;ݔ)ݑ (ݐ	 = (1 + 	(2	ଶݔ	(ଶݐ −   باشد. مي 	ଶ(ݔ	

  
  گيريم: نظر مي معادله زير را در :۲- ۵مثال 

߲ఉ ,ݔ)ݑ	 (ݐ
ఉݐ߲ + V(x)	

,ݔ)ݑ	߲ (ݐ
ݔ߲  

(ݔ)ାܦ−
డഀ௨(௫,௧)
డ௫ഀ

− (ݔ)ିܦ
డഀ௨(௫,௧)
డ௫ഀ

  
,ݔ)ܥ+ ,ݔ)ݑ	(ݐ (ݐ = ,ݔ)ݏ   (ݐ

  
  

  ضرايب: با
V(x) = ଶݔ , (ݔ)ାܦ = 3)߁ − ఈݔ(ߙ ,  
(ݔ)ିܦ = 3)߁ − 2)(ߙ − ఈ(ݔ ,  
ߙ = 1.8, ߚ = 0.4,  
0 ≤ ݔ ≤ 2, 0 < ݐ < 1.  

  
  و تابع اجبار بصورت زير خواهد بود:

,ݔ)ݏ (ݐ = 2 ቀ ௧మషഀ

௰(ଷିఉ)
ቁݔଶ	(2	 −   ଶ(ݔ	

−8(1 + ଶݔ](ଶݐ + (2	 −   ଶ(ݔ	
ଷݔ)2.5− + (2	 −   (ଷ(ݔ	
+ ଶହ

ଶଶ
ସݔ) + (2	 −   (ସ(ݔ	

− ଵ
଼
ଷݔ4)(ݔ)ܸ] − ଶݔ12 +   [(ݔ8

+ ଵ
଼
	(2	ଶݔ] −   ,[[ଶ(ݔ	

  
  با شرايط اوليه

,ݔ)ݑ	  0) = 		 (2	ଶݔ − و شرايط مرزي  ଶ(ݔ
,0)ݑ ديريکله (ݐ = ,2)ݑ (ݐ = 0, ݐ ≥ و جواب  .0

  دقيق اين معادله بصورت
;ݔ)ݑ (ݐ	 = (1 + 	(2	ଶݔ	(ଶݐ −   باشد.مي 	ଶ(ݔ	

  
  
  

࢚در برابر کاهش اندازه گام در زمان  ۱- ۴سأله مثال : رفتار خطاي ماکزيمم براي م۱جدول = ૚ .  
 Maximum Error Error rate ܰ ܯ
4 4 0.296467 − 
8 8 0.091806 3.22 
16 16 0.037761 2.43 
32 32 0.020075 1.88 
64 64 0.010588 1.89 
128 128 0.005406 1.96 
256 256 0.002726 1.98 
512 512 0.001366 2.00 
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࢚: جواب دقيق و جواب عددي در زمان ۱کلش = ૚ خط يک پارچه بيانگر جواب دقيق و ستاره ها بيانگر جواب عددي حاصل .
ࢎبا  ۱- ۵از روش ضمني جديد براي مثال  = ૚

૜૛
, ࢚∆ = ૚

૟૝
  باشد. مي 

  
  
  
  

࢚گام در زمان  در برابر کاهش اندازه ۲- ۵ رفتار خطاي ماکزيمم براي مسأله مثال :۲جدول = ૚ .  
 Maximum Error Error rate ܰ ܯ
4 4 0.282389 − 
8 8 0.085577 3.30 
16 16 0.035658 2.40 
32 32 0.019310 1.85 
64 64 0.010190 1.89 
128 128 0.005247 1.94 
256 256 0.002658 1.97 
512 512 0.001337 1.99 

  
  

  

  
࢚جواب دقيق و جواب عددي در زمان : ۲شکل = ૚ها بيانگر جواب عددي حاصل . خط يک پارچه بيانگر جواب دقيق و ستاره

ࢎبا  ۲- ۵از روش ضمني جديد براي مثال  = ૚
૜૛
, ࢚∆ = ૚

૟૝
  باشد. يم 
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  گيرينتيجه - ۶
ما در اين پژوهش، روش تفاضلات متناهي ضمني را 

 مرتبهجزئي گسترش داده و براي حل معادله ديفرانسيل 
طرفه مورد استفاده قرار داديم.  مکان دو - کسري زمان

نرخ همگرايي را بدست آورديم. اگرچه، به علت تمرکز 
ادلات اين مقاله نتوانستيم مع هاي تئوري، درروي جنبه

(جفت) را مورد بررسي قرار دهيم، تصميم داريم که  کوپل
 هاي بعدي اين موضوع و بعضي تقريبات ديگردر پژوهش

    را آدرس دهيم.
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