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  چکیده
ود و یک روش بهبود یافتهدر این مقاله، معادله  اس روش  ي انتگرال فوق منفرد نوع دوم پراندتل در نظر گرفته می شـ ریع بر اسـ ي جدید و سـ

هایی نشــاـن خواهیم داد که ي مثالاختلال هموتوپی براي حل این رده از معادلات انتگرال معرفی می گردد. جهت نیل به این هدف، با ارائه
لال هموتوپی اسـتاندارد در حالت کلی براي حل این رده از معادلات همگرا نبوده و روش اختلال هموتوپی اصـلاح شـده نیز صـرفاً روش اخت

زمانی همگرا است که جواب دقیق معادله از قبل مشخص باشد. در حالی که روش پیشنهادي در این تحقیق، بدون نیاز به داشتن جواب دقیق 
 ها را ندارد.فاً در دومین تکرار از روش به دست می آورد و پیچیدگی سایر روش، این جواب را صرمساله

ده  اختلالروش  کلمات کلیدي: لاح شـ تاندارد، روش اختلال هموتوپی اصـ دههموتوپی اسـ لاح شـ تاندارد، روش اختلال هموتوپی اصـ ي ي اسـ
  اندتلي انتگرال پرجدید و سریع، معادلات انتگرال فوق منفرد نوع دوم، معادله
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ادلات انتگرال  ه معـ ب و بـ ــورت فوق منفرد اغلـ ه صـ طور طبیعی بـ
مســـتقیم از مســاـئل مقدار مرزي، به ویژه، در نواحی ناهموار مانند  

ــهها، تَركبرش ــکافها، تراش ــطحی  ها، ش ها، نوارهاي باریک و س
اـمـل لبـه ه طور غیر مترقبـه ایجاـد میشــ د.  هاـي تیز بوده و بـ ــونـ شـ

ه ــتـ ه میترین حوزهبرجسـ ادلات مواجـ ا این معـ ه بـ ــویم،  هاـیی کـ شـ
  . ]١،  ٢،  ٣،  ۴،  ۵[ آئرودینامیک و سطوح قابل ارتجاع، از اندعبارت

ي انتگرال ي پراندتل، یک معـادله بیضـــوي معاـدله ي حالت تعمیم یافتـه 
باشـد که فرم  ي انتگرال فردهلم می فوق منفرد نوع دوم در قالب معادله 

  : ] ۶، ٧[  کلی آن عبارت است از 
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ه در α آن کـ > داري معلوم و  ٠ ابع  f(y)مقـ ه تـ دجملـ معلوم و    ايچنـ
u(x)  تابع مجهول اســت و همواره داریمu(±١) =  ي. در رابطه٠
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ه ل تقریبی رابطـ اـدي براي حـ ــگران زی اـي روش )١(ي پژوهشـ ه
در بین  یسانـد. بـه عنوان نمونـه اوکیمیـدمختلفی را ارائـه داده

هاي متفاوتی براي حل این میلادي روش ١٩٨٤تا   ١٩٨١هاي ساـل
اـدلات معرفی نموده دنوع مع ا]٩-١٢[، انـ اـل  تو. مونگـ  ١٩٨٦در ســ

اـي انمیلادي، از روش هتگراله اـدلـ ددي براي حـل مع ي گیري عـ
ــت ــال ]۵[، پرانـدتـل بهره برده اسـ میلادي،   ١٩٩٤. دارگوس در سـ

هروش هم ادلـ ل معـ ه دادمحلی را براي حـ ل ارائـ دتـ . در ]١٣[، ي پرانـ
اـس ف ال، دارگوس روش دیگري بر اس هاي گاوس را  رمولهمان سـ

ه داد اـدلات ارائـ ل این نوع مع ارتی در ]١۴[، براي حـ اـکرابـ بین . چ
هایی براي حل معادلات میلادي نیز روش  ٢٠٠٧تا   ١٩٩٥هاي  سال

ت . مندال نیز ]١۵-١٨[، انتگرال فوق منفرد نوع دوم معرفی کرده اسـ
ال  تاین براي حل این ايمیلادي از چندجمله ٢٠٠٧در سـ هاي برنشـ

ــت اـل ]١٩[، نوع معادلات بهره برده اس  ٢٠١٤. محمودي نیز در سـ
ي آدومیان اصـلاح شـده میلادي، روشـی را بر اسـاس روش تجزیه

  .]۶[، براي این نوع معادلات ارائه داده است
ــه، روش ــوپی اســتاندارد و در بخــش دوم مقال هــاي اخــتلال هموت

ــوپی اصــلاح شــدهاخــتلا ي اســتاندارد معرفــی شــده و در ل هموت

ــوپی اصــلاح شــده ــد و بخــش ســوم، روش اخــتلال هموت ي جدی
ــرد  ــوق منف ســریع پیشــنهادي، جهــت حــل معــادلات انتگــرال ف
نوع دوم به نام پرانــدتل ارائــه خواهــد شــد. در بخــش چهـاـرم نیــز 

ــه اـ ارائ ــت بـ اـدگی و مزی ــال، سـ ــه مث ــنهادي و ي س روش پیش
ــرح شــده  ــه روشمط ــوم را نســبت ب ــی در بخــش س هـاـي معرف

ــز در  ــود و در پایـاـن نی ــواهیم نم شــده در بخــش دوم، بررســی خ
  گیري از مقاله را ارائه خواهیم کرد.بخش پنجم، نتیجه

 روش اختلال هموتوپی. 2

اـل  ــط جی هوان خی در سـ میلادي  ١٩٩٨این روش اولین بار توس
ــت ــده اسـ را براي یافتن  . این روش روند مؤثري]٢٠-٢٢[، ارائه شـ

ریح ردهجواب یل و هاي عددي و صـ یعی از معادلات دیفرانسـ ي وسـ
  کند.انتگرال موجود در مسائل فیزیکی واقعی فراهم می

ــال ــائل در س ــتفاده از روش اختلال هموتوپی در مس هاي اخیر، اس
ت. این روش به  مندان را به خود جلب کرده اسـ ی، توجه دانشـ ریاضـ

ته یک معادله طور کل قابل حل، داخل   يپیوسـ اده را به شـ   مساـلهسـ
ــکـل، تحت مطالعه در می ــال آوردمشـ هاي اخیر براي حل و در سـ

اـئل خطی و غیرخطی به کار برده شـده اسـت.   طیف وسـیعی از مس
ک  ک هموتوپی از توپولوژي و تکنیـ روش اختلال هموتوپی، تکنیـ

باـ کنـد. بناـبراین یـک تاـبع هموتوپی اختلال را باـ یکـدیگر ترکیـب می
pپارامتر تعبیه   ∈ شـــود و این پارامتر طوري در نظر یافته می [٠,١]

د. روش اختلال هموتوپی گرفته می ود که یک مقدار کوچک باشـ شـ
ي به دسـت سـاـزي شــده اســت و نتیجهپیاده  ]٢٣[به طور کامل در 

ــت کــه تلـفـیـق روش اختـلال و روش همـوتوپی،  آمــده این اســ
  حذف کرده است.هاي روش اختلال سنتی را محدودیت

ل کلی روش اختلال هموتوپی  ــکـ ان شـ ه بیـ ت بـ ــمـ در این قسـ
  ي زیر:پردازیم. بدین منظور معادلهمی
−(ݕ)ܣ  ) ٣( (ݔ)݂ = ݔ)                          ,٠ ∈    ,(ߗ

  با شرط مرزي
ܤ  ) ٤( ൬ݕ,

ݕ߲
൰ݔ߲ = ݔ)                              ,٠ ∈    ,(߁

تابع تحلیلی  fعملگر دیفرانســیل،  Aگیریم که در آن نظر می را در
را  Aشــود. عملگر نامیده می مرز دامنه Ωعملگر مرزي و  Γمعلوم، 

بیانگر قسـمت خطی  Lتقسـیم کرد که  Nو  Lتوان به دو قسـمت  می
ــت. لذا می Nو  ــمت غیرخطی اس به  را  )٣( يتوان رابطهبیانگر قس

  شکل زیر نوشت:
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٦٥ 

(ݕ)ܮ  ) ٥( + (ݔ)݂−(ݕ)ܰ = ٠.   
,H(yهموتوپی  اینک p):Ω × [٠,١] → ℝ :را که در آن  

)٦ (  
(݌,ݕ)ܪ = (١− −(ݕ)ܮ](݌ [(٠ݑ)ܮ

+ (ݕ)ܣ]݌ − [(ݔ)݂ = ٠,  
ݔ)  ∈  ,(ߗ

  

  یا
(݌,ݕ)ܪ  ) ٧( = −(ݕ)ܮ (٠ݑ)ܮ + (٠ݑ)ܮ݌

+ −(ݕ)ܰ]݌ [(ݔ)݂ = ٠, 
  

pگیریم. به طوري که  کند، در نظر می صدق می   ) ٣( ي  رابطه   در  ∈ [٠,١]  
است. با   ) ٣( ي اي از رابطه نیز تقریب اولیه  u٠یک پارامتر تعبیه است و 

  : ) ٧( ي  توجه به رابطه 
,ݕ)ܪ  ) ٨( ٠) = −(ݕ)ܮ (٠ݑ)ܮ =       و    ٠

,ݕ)ܪ ١) = −(ݕ)ܣ (ݔ)݂ = ٠ 
  

اـ تغییر ا  ٠از  p و ب ,H(y، ١تـ p)  ازL(y)− L(u٠)  ا −A(y)تـ f(x) 
ــکـلکنـد. اتغییر می اـمیـده ین را در توپولوژي، تغییر شـ انـد و  ن

L(y)− L(u٠)  وA(y)− f(x) ی یــک مـ وپـ وتـ مـ ــد. بـاـ  را هـ ن ویـ گـ
یوه فتگی  با توجه به اینکه  بکارگیري شـ ≥ ٠ي آشـ p ≤ تواند می ١

ــود. م توان فرض یبـه عنوان یـک پاـرامتر کوچـک در نظر گرفتـه شـ
  :به صورت سري زیر )٧(یا  )٦(کرد که جواب 

(݌,ݔ)ݕ  ) ٩( = (ݔ)٠ݑ + (ݔ)١ݑ݌ + (ݔ)٢ݑ٢݌ +⋯   
pبه ازاي  در نتیجه قابل بیان باشد و  = ١:  

ݕ  ) ١٠( ≈෍ݑ௜ = ٠ݑ + ١ݑ +⋯+ .௠ݑ
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جواب   کیاگر تنها  باشـــد،یم قیهمگرا به جواب دق  )١٠(ســـري 
 یدر حالت کل یوتوپروش اختلال هم ییوجود داشـته باشـد. همگرا

ادلات انتگرال در مراجع  يبرا نیو همچن ــ  ]٢۵[و   ]٢۴[ معـ   یبررسـ
  شده است.
تاندارد جهت پیاده  )١(ي در معادلهساـزي روش اختلال هموتوپی اسـ

  فرض کنیم:
(ݕ)ݑ  ) ١١( = ට١−    ,(ݕ)٢߰ݕ

  ) ١( در    ) ١١(   ي . با جایگذاري رابطه است رفتار  تابعی خوش   ψ(y)که در آن 
  خواهیم داشت: 
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  توان نوشت:در این صورت می
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  فرض کنیم:
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(݆ = ٠,١,٢, … ), 
  در این صورت:
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  ها به قرار زیر است:B୨که با توجه به عبارات بالا، تعدادي از 
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  به ساختار روش اختلال هموتوپی فرض کنیم: با توجه
(ݕ)߰  ) ١٨( = ෍߰௠(ݕ).

ஶ

௠ୀ٠

 
  

  :گیریم )١٣( يرابطه روياعمال روش اختلال هموتوپی  براي

)١٩ (  
߰ܮ = ߰ܦ                  ,߰

=
ߙ
ߨ න

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١
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به صــورت زیر قابل بازنویســی  )١٣(ي بنابراین فرم اپراتوري رابطه
  است:

߰ܮ  ) ٢٠( − ߰ܦ − ݂ = ٠.   
  خواهیم داشت: )٢٠( يروي رابطه )٦( يبا اعمال رابطه

)٢١ (  
(݌,߰)ܪ = (١− −߰ܮ](݌ [٠ݑܮ

+ ߰ܮ]݌ − −߰ܦ [(ݕ)݂
= ٠. 

  

  با فرض اینکه:
)٢٢ (  ߰ = ߰٠ + +݌١߰ ٢݌٢߰ +⋯   

  به فرم زیر قابل بازنویسی است: )٢١( يرابطه

)٢٣ (  
(١− ٠߰)ܮൣ(݌ ݌١߰+ ٢݌٢߰+ + ⋯ )−  ٠൧ݑܮ

٠߰)ܮൣ݌+ ٢݌٢߰+݌١߰+

+⋯ ) 
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൫߰٠ܦ− ٢݌٢߰+݌١߰+ + ⋯൯
൧(ݕ)݂−
= ٠. 

 )٢٣( يطرفین رابطهاز  pتوان یب همابا مســاوي قرار دادن ضــر
  خواهیم داشت:

)٢٤ (  

٠߰ܮ       :٠݌ − ٠ݑܮ = ٠, 
١߰ܮ       :١݌ + ٠ݑܮ ٠߰ܦ−

− (ݕ)݂
= ٠, 

٢߰ܮ       :٢݌ ١߰ܦ− = ٠, 
٣߰ܮ       :٣݌ ٢߰ܦ− = ٠, 
⋮ 

  

  به فرم زیر قابل بازنویسی است: که

)٢٥ (  

߰٠ =  ,٠ݑ
߰١ = ٠ݑ− ٠߰ܦ+ +  ,(ݕ)݂
߰٢ =  ,١߰ܦ
߰٣ =  ,٢߰ܦ

⋮ 
߰௠ =               , ௠ି١߰ܦ
(݉ ≥ ٢). 

  

، یک عملگر همانی اســت،  Lعملگر   )١٩( ياز آنجایی که در رابطه
u٠بنابراین  = لاح  ٠ ت. براي اعمال روش اختلال هموتوپی اصـ اسـ

ده تیشـ تاندارد بایسـ ورت    fي اسـ f(y)به صـ = f١(y) + f٢(y)  قابل
ــورت، با توجه به رابطه ــد. در این ص ــتن باش خواهیم   )٢١( ينوش

  داشت:

)٢٦ (  
(݌,߰)ܪ = (١− ߰ܮ](݌ − [٠ݑܮ + ߰ܮ]݌ − ߰ܦ

−  [(ݕ)٢݂
= +  .(ݕ)١݂

  

  از طرفین تساوي خواهیم داشت: pتوان با قرار دادن ضرایب هم

)٢٧ (  

٠߰ܮ       :٠݌ − ٠ݑܮ = +  ,(ݕ)١݂
١߰ܮ       :١݌ + ٠ݑܮ ٠߰ܦ−

− (ݕ)٢݂
= ٠, 

٢߰ܮ       :٢݌ ١߰ܦ− = ٠, 
٣߰ܮ       :٣݌ ٢߰ܦ− = ٠, 

⋮ 

  

  بنابراین خواهیم داشت:

)٢٨ (  

߰٠ = ٠ݑ +  ,(ݕ)١݂
߰١ = ٠ݑ− ٠߰ܦ+ +  ,(ݕ)٢݂
߰٢ =  ,١߰ܦ
߰٣ =  ,٢߰ܦ

⋮ 
߰௠ =               , ௠ି١߰ܦ
(݉ ≥ ٢). 

  

 f٢و  f١دقت بــه ایــن نکتــه ضــروري اســت کــه انتخـاـب درســت 
در ســرعت همگرایــی روش اخــتلال هموتــوپی تــأثیر بــه ســزایی 

ــاب  اـنون  f٢و  f١دارد و در انتخ اـکنون قـ ــود. تـ ــت نم ــتی دق بایس
ــاب  ــراي انتخ ــی ب ــی در  f٢و  f١خاص ــریع در همگرای ــراي تس ب

ــوپی اصلاح ي اســتاندارد معرفــی نشــده شــدهروش اخــتلال هموت
  است.

بــر روش اخــتلال  و ســریع  معرفــی اصــلاحی جدیــد هبــ  دامــهدر ا
بــه باعــث ســرعت بخشــیدن بــه ایــن روش شــده و که هموتوپی 

مــی  در دومــین تکــرار خــواهیم رســید )١(ي مسـاـله جواب دقیق
  .پردازیم

ي جدید و روش اختلال هموتوپی اصلاح شده. 3
 سریع

ــورتدر حالت کلی به   )١( يمعادلهدر  مذکور fفرض کنیم تابع   ص
f = f١ + fکه در آن  ،باشد ٢fي تابع شامل یک جمله ١f هی و یا گا

 f يماندهشــاـمل باقی f٢و تابع  ي آن بودهاوقات شــاـمل دو جمله
  باشد.

ــنهاـدي ابتـدا عباـرت  ال را بـه تـابع زیر انتگر ψ(y)در این روش پیشـ
  کنیم. در این صورت:اضافه و کم می )١٢(ي سمت راست رابطه

)٢٩ (  
(ݕ)߰ = (ݕ)݂ +

ߙ
නߨ

ඥ١ − ٢ݔ

ݔ) ٢(ݕ−

ା١

ି١
൫߰(ݔ)−߰(ݕ)

 .ݔ൯݀(ݕ)߰+

ه ارت  )٢٩(ي در رابطـ ஑اگر عبـ
஠∫

ඥ١ି୶٢

(୶ି୷)٢

ା١
ି١ ψ(x)dx  ت ــمـ را از سـ
  خواهیم داشت: راست تساوي فوق به سمت چپ آن انتقال دهیم،

)٣٠ (  

−(ݕ)߰
ߙ
නߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
 ݔ݀(ݕ)߰

= (ݕ)݂ +
ߙ
නߨ

ඥ١ − ٢ݔ

ݔ) ٢(ݕ−

ା١

ି١
൫߰(ݔ)

 ,ݔ൯݀(ݕ)߰−

  

 داریم:از طرفی 

  

−
ߙ
නߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
ݔ݀(ݕ)߰

= −
ߙ
ߨ
න(ݕ)߰

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
 ݔ݀

= (−
ߙ
න(ݕ)߰(ߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
ݔ݀

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
-π

 

=  .(ݕ)߰ߙ

  

 به قرار زیر قابل بازنویسی است: )٢٩( يبنابراین رابطه

  

١)(ݕ)߰ + (ߙ = (ݕ)݂

+
ߙ
නߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)

 .ݔ൯݀(ݕ)߰−
  لذا:

)٣١ (  
(ݕ)߰ =

(ݕ)݂
١ + ߙ

+
ߙ

(١ + නߨ(ߙ
ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)

 .ݔ൯݀(ݕ)߰−
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٦٧ 

به صورت    nي  اي از درجه یک چندجمله   f  تابع   ) ١( ي  فرض کنیم در رابطه 
 زیر باشد: 

(ݕ)݂  ) ٣٢( = (ݕ)௡݌ = ෍ܽ௜ݕ௜
௡

௜ୀ٠

 
  

  خواهیم داشت: )٣١(ي از رابطهدر این صورت 

)٣٣ (  
(ݕ)߰ =

∑ ܽ௜ݕ௜௡
௜ୀ٠
١ + ߙ  

+
ߙ

(١ + නߨ(ߙ
ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)−߰(ݕ)൯݀ݔ. 

  

اضافه و کم کنیم،    ) ٣٣(   ي را به سمت راست رابطه   q୬(y)اي  اگر چندجمله 
  خواهیم داشت: 

)٣٤ (  

(ݕ)߰ =
∑ ܽ௜ݕ௜௡
௜ୀ٠
١ + ߙ

 

+
ߙ

(١ + නߨ(ߙ
ඥ١ − ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)

−  ݔ൯݀(ݕ)߰

−(ݕ)௡ݍ+  .(ݕ)௡ݍ

  

ي اي اســتاندارد از درجه یک چندجمله q୬(y) ي فوق،که در رابطه
  :به صورت زیر است f(y)اي چندجمله

(ݕ)௡ݍ  ) ٣٥( = ෍ܾ௜ݕ௜
௡

௜ୀ٠

. 
  

  ) ٣٤(  در  ) ٢١(  ي طبق روش اخــتلال هموتــوپی بـاـ جایگــذاري رابطــه 
  خواهیم داشت: 

)٣٦ (  
(݌,߰)ܪ = (١ −߰ܮ](݌− [٠ݑܮ

+ ߰ܮ]݌ − ߰ܦ − (ݕ)௡݌
+  [(ݕ)௡ݍ

=  .(ݕ)௡ݍ
  ) ٣٦(   ي در دو طرف تساوي رابطه   pهاي ضریب توان با مساوي قرار دادن  

  خواهیم داشت: 

)٣٧ (  

٠߰ܮ       :٠݌ − ٠ݑܮ =  ,(ݕ)௡ݍ
١߰ܮ       :١݌ + ٠ݑܮ − ٠߰ܦ − (ݕ)௡݌

+ (ݕ)௡ݍ = ٠, 
٢߰ܮ       :٢݌ ١߰ܦ− = ٠, 
٣߰ܮ       :٣݌ ٢߰ܦ− = ٠, 

⋮ 

  

  بنابراین داریم:

)٣٨ (  

߰٠ = ٠ݑ +  ,(ݕ)௡ݍ
߰١ = ٠ݑ− ٠߰ܦ+ + (ݕ)௡݌

−  ,(ݕ)௡ݍ
߰٢ =  ,١߰ܦ
߰٣ =  ,٢߰ܦ

⋮ 
߰௠ = ݉)             , ௠ି١߰ܦ

≥ ٢). 

  

شده، انتخاب درست با توجه به روش اختلال هموتوپی اصلاح
رایی این روش تأثیر دارد. ـبسیار در سرعت همگ f٢و  f١توابع 

را طوري تعیین  f٢و  f١لذا در این روش پیشنهادي توابع 
ψ١کنیم که  می = ψ٢ = ⋯ = (y)ψ٠شده و  ٠ = q୬(y)  جواب

  سازي این روش داریم:باشد. براي پیاده مسالهدقیق 

)٣٩ (  

(ݕ)٠߰ =  ,(ݕ)௡ݍ
(ݕ)١߰ = −(ݕ)௡݌+  (ݕ)௡ݍ

+
ߙ
නߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
−(ݔ)٠߰)  ,ݔ݀((ݕ)٠߰

⋮ 

߰௠(ݕ) =
ߙ
නߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
(߰௠ି(ݔ) ١

−߰௠ିݔ݀((ݕ) ١,  
   (݉ ≥ ٢). 

 

(y)ψ١با قرار دادن   = یند آبه دسـت می q୬(y)ضـرایب مجهول  ٠
(y)ψ٠و  = q୬(y)  خواهد بود. مسالهجواب دقیق  

ه اـ ارائـ ه، ب الدر ادامـ اـن میي مثـ ه روش اختلال هاـیی نشــ دهیم کـ
ــتاـنـدارد در حـالـت کلی براي این گونـه معـادلات همگرا هموتوپی  اسـ

در دومین تکرار به جواب  نبوده ولی روش پیشــنهادي در این مقاله،
  خواهد رسید. مسالهدقیق 

  هاي عدديمثال. 4

ه م نهادي  ثال جهت پیادهدر این بخش، سـ و نشاـن  سـازي روش پیشـ
  شود.دادن سادگی این روش، مورد بررسی واقع می

ال  ه .1مثـ ادلـ ،  گیریمي فوق منفرد نوع دوم زیر را در نظر میمعـ
]٢٧،  ٢٨  ،۶[  :  

)٤٠ (  

(ݕ)ݑ

= −ට١ߨ٢ ٢ݕ +
١
٢
ට١ ٢ݕ− න

(ݔ)ݑ
ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
 ,ݔ݀

 (−١ < ݕ < ١), 

  

(١±)uکـه در آن  = u(y) بوده و  ٠ = ۴஠
஠ା٢ 

ඥ١− yجواب دقیق  ٢
u(y)  جایگذاريبا . باشــدمی مســاله = ψ(y)ඥ١− yيدر رابطه ٢ 

  داریم: )٤٠(
(ݕ)߰  ) ٤١( = ߨ٢ +

١
٢
݀
නݕ݀

ඥ١− ٢ݔ

ݔ − ݕ

ା١

ି١
 .ݔ݀

  

اـس  و    )١٨( روابطبا اعمال روش اختلال هموتوپی اسـتاندارد بر اس
  خواهیم داشت: )٤١(ي براي رابطه )٢٥(

)٤٢ (  

߰٠ =  ,ߨ٢
߰١ =  ,٢ߨ−

߰٢ =
٣ߨ

٢
, 

߰٣ = −
۴ߨ

۴ , 

߰۴ =
۵ߨ

٢
, 

⋮ 
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߰௡(ݕ) =
(−١)௡ߨ௡ା١

٢௡ି١ ,        

 (݊ ≥ ٠). 
  خواهیم داشت: )١٨(ي بنابراین با توجه به رابطه

(ݕ)߰  ) ٤٣( = ෍߰௡(ݕ)
ஶ

௡ୀ٠

, 
  

ت. حال با فرض  ري واگراسـ تنکه یک سـ اـلهجواب دقیق    داشـ ،  مس
ــتفاده اگر از روش اختلال هموتوپی اصــلاح شــده ــتاندارد اس ي اس

  کنیم، خواهیم داشت:

)٤٤ (  

(ݕ)١݂ = جواب دقیق  =
ߨ۴
ߨ + ٢, 

(ݕ)٢݂ = −(ݕ)݂  جواب دقیق 

= ߨ٢ −
ߨ۴
ߨ + ٢

=
٢ߨ٢

ߨ + ٢. 

  

  خواهیم داشت: )٢٨(ي با استفاده از رابطه

)٤٥ (  

(ݕ)٠߰ =
ߨ۴
ߨ + ٢, 

(ݕ)١߰

=
٢ߨ٢

ߨ + ٢ +
١
٢
݀
නݕ݀

ඥ١− ٢ݔ

ݔ − ݕ

ା١

ି١
 ݔ݀(ݔ)٠߰

=
٢ߨ٢

ߨ + ٢−
٢ߨ٢

ߨ + ٢ = ٠. 

  

  : )١١(ي بنابراین با توجه به رابطه
(ݕ)߰  ) ٤٦( =

ߨ۴
ߨ + ٢   

u(y)و  = ۴஠
஠ା٢ ඥ١− yــق  ٢ ــالهجــــواب دقیــ ــت. از  مســ اســ

، قبــل از اجــراي روش مســالهآنجـاـیی کــه داشــتن جــواب دقیــق 
ــوب می ــک ضــعف محس ــوپی ی ــتلال هموت ــذا روش اخ ــردد، ل گ

ــده ــر اصــلاح ش ــه صــورت زی ــنهادي را ب ــریع پیش ــد و س ي جدی
، مسـاـلهاطــلاع از جــواب دقیــق  عــدمبـاـ فــرض  مســالهبراي این 

 يکنیم. بــراي ایــن منظــور، بــا توجــه بــه رابطــهســازي مــیپیاده
  داریم: )٢٩(

(ݕ)߰  ) ٤٧( = ߨ٢ +
١
٢න

ඥ١ ٢ݔ−

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)−߰(ݕ)

 ݔ൯݀(ݕ)߰+

  

ــه در رابطــه f(y)، )٤٠(ي از آنجـاـیی ک = ٢π ــه یــک اي چندجمل
ــه ــهاز درج ــه رابط ــه ب ــا توج اـبراین ب ــت. بنـ ــفر اس  ،)٣٥(ي ي ص

q୬(y) = bداریم: )٣٤(ي بوده و طبق رابطه ٠  

)٤٨ (  
(ݕ)߰ =

ߨ۴
ߨ + ٢ +

١
٢ + නߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)

 ݔ൯݀(ݕ)߰−

+ܾ٠ − ܾ٠ 

  

  داریم: )٢٨( يبا توجه به رابطه

)٤٩ (  

(ݕ)٠߰ = ܾ٠, 

(ݕ)١߰ =
ߨ۴
ߨ + ٢− ܾ٠ 

+
١

٢ + නߨ
ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
ݔ݀((ݕ)٠߰−(ݔ)٠߰)

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
رفص

= ٠. 

 

ابراین  b٠بنـ = ۴஠
஠ା٢

(y)ψ٠و   = ۴஠
஠ା٢

جواب دقیق   )٣٥( بـه و باـ توجـه 
  به قرار زیر است: مساله

(ݕ)ݑ  ) ٥٠( = −ට١(ݕ)߰ ٢ݕ =
ߨ۴
ߨ + ٢

ට١−    .٢ݕ

ال  ه .2مثـ ادلـ ،  گیریمي فوق منفرد نوع دوم زیر را در نظر میمعـ
]٢٧،  ٢٨  ،۶[  :  

)٥١ (  

(ݕ)ݑ

= ٢ݕ۴) −
١
٢)ට١− ٢ݕ

+
١
ߨ
ට١− ٢නݕ

(ݔ)ݑ
ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
 ,ݔ݀

(−١ < ݕ < ١), 

  

(١±)uکه در آن  = u(y)و  ٠ = y٢ඥ١− yاـله  جواب دقیق ٢   مسـ
اـرت  ذاري عب اـ جاـیگـ ــت. ب u(y)اسـ = ψ(y)ඥ١− yي  رابطـهدر  ٢

  خواهیم داشت: )٥١(

)٥٢ (  

(ݕ)߰

= ٢ݕ۴) −
١
٢

) +
١
ߨ
݀
නݕ݀

ඥ١− ٢ݔ

ݔ − ݕ

ା١

ି١
 ,ݔ݀(ݔ)߰

(−١ < ݕ < ١). 

  

اـس روابط  هموتوپی  اختلالبا اعمال روش  و    )١٨(اسـتاندارد بر اس
 خواهیم داشت: )٥٢( يرابطهبراي  )٢٥(

)٥٣ (  

(ݕ)٠߰ = ٢ݕ۴ −
١
٢ 

(ݕ)١߰ = ٢ݕ١٢− +
۵
٢ 

(ݕ)٢߰ = ٢ݕ٣۶ −
١٧
٢

 

(ݕ)٣߰ = ٢ݕ١٨٠− +
۵٣
٢

 

(ݕ)۴߰ = ٢ݕ٣٢۴ −
١۶١
٢

 
⋮ 

  

  خواهیم داشت: )١٨(ي با توجه به رابطه

)٥٤ (  

(ݕ)߰ = ෍߰௡(ݕ)
ஶ

௡ୀ٠

= (۴− ١٢ + ٣۶− ١٠٨

+ ٣٢۴−⋯  ٢ݔ(
+ ൬−

١
٢

+
۵
٢
−

١٧
٢

+
۵٣
٢
−

١۶١
٢

+ ⋯ ൰. 
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٦٩ 

جواب دقیق  دانستن حال با فرض  یک سري واگراست. ) ٥٤(  ي رابطه 
ي استاندارد استفاده ، اگر از روش اختلال هموتوپی اصلاح شده مساله 

  کنیم، خواهیم داشت:

)٥٥ (  

(ݕ)١݂ = جواب دقیق  =  ,٢ݕ

(ݕ)٢݂ = −(ݕ)݂ (ݕ)١݂
= ٢ݕ٣

−
١
٢

. 

  

  خواهیم داشت: )٢٨(ي با استفاده از رابطه

)٥٦ (  

(ݕ)٠߰ =  ٢ݕ
(ݕ)١߰

= ٢ݕ٣ −
١
٢

+
١
ߨ
݀
නݕ݀

ඥ١− ٢ݔ

ݔ − ݕ

ା١

ି١
ݔ݀(ݔ)٠߰ = ٠ 

  

  : )١١(ي بنابراین با توجه به رابطه
(ݕ)߰  ) ٥٧( =    ٢ݕ
u(y)و  = y٢ඥ١− yــالهجواب دقیق    ٢ ــت. مس همانطوري که  اس

اـره شـد، داشـتن جواب   اـلهاش ، قبل از اجراي روش، یک ضـعف مس
وب می دهمحسـ ي جدید گردد. لذا روش اختلال هموتوپی اصـلاح شـ

نهادي را به صـورت زیر براي این  ریع پیشـ الهو سـ ، با فرض عدم  مسـ
اـلهاطلاع از جواب دقیق   اـزي می، پیادهمس کنیم. براي این منظور س

  داریم: )٢٩(ي با توجه به رابطه

)٥٨ (  
(ݕ)߰ = ٢ݕ۴ −

١
٢ 

+ ١
గ ∫

ඥ١ି௫٢

(௫ି௬)٢

ା١
ି١ ൫߰(ݔ)−߰(ݕ)  . ݔ൯݀(ݕ)߰+

  

f(y)، )٥٨(ي از آنجاـیی کـه در رابطـه = ۴y٢ − ١
٢

اي یـک چنـدجملـه  
ــت، بناـبراین بـا توجـه بـه رابطـهاز درجـه q୬(y)، )٣٥(ي ي دو اسـ =

b٠ + b١y + b٢yداریم: )٣٩(ي بوده و بر اساس رابطه ٢  

)٥٩ (  

(ݕ)߰ = ٢ݕ٢ −
١
۴ +

١
නߨ٢

ඥ١ − ٢ݔ

ݔ) ٢(ݕ−

ା١

ି١
൫߰(ݔ)

 ݔ൯݀(ݕ)߰−
+൫ܾ٠ + ݕ١ܾ + ٢൯ݕ٢ܾ

− ൫ ٠ܾ + ݕ١ܾ
+   ٢൯ݕ٢ܾ

  

  داریم: )٣٩(ي رابطهبا توجه به 

)٦٠ (  

(ݕ)٠߰ = ٠ܾ + ݕ١ܾ +  ٢ݕ٢ܾ

(ݕ)١߰ = ٢ݕ٢ −
١
۴
−ܾ٠ − ݕ١ܾ −  ٢ݕ٢ܾ

+
١

නߨ٢
ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
(ݔ)٠߰)

ݔ݀((ݕ)٠߰−
= ٠. 

  

(y)ψ١دادن   با قرار = زیر حاصـــل  صـــورت، مقادیر مجهول به ٠
  شود:می

)٠ܾ  ) ٦١ = ١ܾ               ,٠ = ٢ܾ                ,٠ = ١.    
اـبراین  (x)ψ٠بن = yه ٢ ادلـ ه  )٥١( يو جواب دقیق معـ ه بـ ا توجـ بـ

  به صورت زیر است: )١٨(ي رابطه
(ݕ)ݑ  ) ٦٢( = −ට١(ݕ)߰ ٢ݕ = −٢ට١ݕ    .٢ݕ

ال  ه .3مثـ ادلـ ،  گیریمي فوق منفرد نوع دوم زیر را در نظر میمعـ
]٢٧،  ٢٨  ،۶[  :  

)٦٣ (  

(ݕ)ݑ

= ൫۵٣ݕ − −൯ට١ݕ٧ ٢ݕ

+
١
ߨ
ට١− ٢නݕ

(ݔ)ݑ
ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
 ,ݔ݀

(−١ < ݕ < ١), 

  

(١±)uکه در آن  = u(y)و  ٠ = (y٣ − ٢y)ඥ١− yجواب دقیق ٢ 
ه اـلـ ــت مســ ایگـذاري عبـارت اسـ اـ جـ u(y). ب = ψ(y)ඥ١− yدر ٢ 

  :داریم )٦٣( يرابطه

)٦٤ (  

(ݕ)߰

= ٣ݕ۵) − (ݕ٧ +
١
ߨ
݀
නݕ݀

ඥ١− ٢ݔ

ݔ − ݕ

ା١

ି١
 ,ݔ݀(ݔ)߰

(−١ < ݕ < ١). 

  

اـس روابط اسـتاندارد روش اختلال هموتوپی با اعمال  و    )١٨(بر اس
  خواهیم داشت: (ي براي معادله )٢٥(

)٦٥ (  

(ݕ)٠߰ = ٣ݕ۵ −  ,ݕ٧
(ݕ)١߰
= ٣ݕ٢٠− +  ,ݕ١٩
(ݕ)٢߰ = ٣ݕ٨٠ −  ,ݕ۵٨
(ݕ)٣߰
= ٣ݕ٣٢٠− +  ,ݕ١٩۶
⋮ 

  

  داریم: )١٨(ي با توجه به رابطه

)٦٦ (  

(ݕ)߰ = ෍߰௡(ݕ)
ஶ

௡ୀ٠

= (۵− ٢٠ + ٨٠− ٣٢٠

+⋯  ٣ݕ(
+(−٧ + ١٩ − ۵٨
+ ١٩۶−⋯ ). 

  

ســت. حال با فرض داشــتن جواب ا یک ســري واگرا  )٦٦(ي رابطه
ي اسـتاندارد ، اگر از روش اختلال هموتوپی اصـلاح شـدهمسـالهدقیق  

  استفاده کنیم، خواهیم داشت:

)٦٧ (  

(ݕ)١݂ = جواب دقیق  = ٣ݕ −  ,ݕ٢
(ݕ)٢݂ = −(ݕ)݂  (ݕ)١݂

= ൫۵٣ݕ − ൯ݕ٧ − ٣ݕ)

−  (ݕ٢
= ٣ݕ۴ −  .ݕ۵

  

  خواهیم داشت: )٢٨(ي رابطه از با استفاده
(ݕ)٠߰  ) ٦٨( = ٣ݕ −    ,ݕ٢
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(ݕ)١߰

= ٣ݕ۴ − ݕ۵ +
١
නߨ

ඥ١ − ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
 ݔ݀(ݔ)٠߰ 

= ٣ݕ۴) − (ݕ۵ +
١
ߨ ٣ݕߨ۴−)

+ (ݕߨ۵ = ٠. 
  : )١١(ي با توجه به رابطه

(ݕ)߰  ) ٦٩( = ٣ݕ −    ݕ٢
u(y)و  = (y٣ − ٢y)ඥ١− yبا به  است. مسالهجواب دقیق  ٢

ي جدید و سریع کارگیري روش اختلال هموتوپی اصلاح شده 
از قبل، با توجه  مسالهجواب دقیق دانستن پیشنهادي، بدون نیاز به 

  خواهیم داشت:  )٢٩(ي به رابطه

)٧٠ (  

(ݕ)߰ = ٣ݕ۵) −  (ݕ٧

+
١
නߨ

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)− (ݕ)߰

 .ݔ൯݀(ݕ)߰+

  

f(y)،  )٧٠(ي  از آنجاـیی کـه در رابطـه = ۵y٣ − ٧y  اي یـک چنـدجملـه
q୬(y)،  )٣٥(ي  ي ســه اســت، بنابراین با توجه به رابطهاز درجه =

b٠ + b١y + b٢y٢ + b٣yداریم: )٣٩(ي بوده و بر اساس رابطه ٣  

)٧١ (  

(ݕ)߰ =
۵
ݕ٢

٣ −
٧
٢ ݕ +

١
නߨ٢

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
൫߰(ݔ)

 ݔ൯݀(ݕ)߰−

+൫ܾ٠ + ݕ١ܾ + ٢ݕ٢ܾ + ٣൯ݕ٣ܾ
− ൫ ٠ܾ + ݕ١ܾ + ٢ݕ٢ܾ

+  .٣൯ݕ٣ܾ

  

  
  داریم: )٣٩(ي با توجه به رابطه

)٧٢ (  

(ݕ)٠߰ = ٠ܾ + ݕ١ܾ + ٢ݕ٢ܾ +  ,٣ݕ٣ܾ

(ݕ)١߰ =
۵
٢ ݕ

٣ −
٧
ݕ٢ − ܽ٠ − ݕ١ܽ

− ٢ݕ٢ܽ −  ٣ݕ٣ܽ

+
١

ߨ٢
݀
නݕ݀

ඥ١− ٢ݔ

ݔ) − ٢(ݕ

ା١

ି١
(ݔ)٠߰)

 .ݔ݀((ݕ)٠߰−

  

  
(y)ψ١با قرار دادن   = زیر حاصـــل  صـــورتمقادیر مجهول به ، ٠

  شود:می
)٠ܾ  ) ٧٣ = ١ܾ               ,٠ = −٢ܾ               ,٢

= ٣ܾ                 ,٠ = ١.  
  

  
(x)ψ٠بنابراین  = y٣ − ٢y   با توجه به  )٦٣( يرابطهو جواب دقیق

  به صورت زیر است: )١٨(ي رابطه
(ݕ)ݑ  ) ٧٤( = ٢ݕ−ට١(ݕ)߰ = ٣ݕ) − −ට١(ݕ٢    .٢ݕ

 گیرينتیجه. 5

اـن دادیم کـه ي مثـالدر این مقاـلـه، بـا ارائـه روش اختلال هاـیی نشــ
ي انتگرال اســـتاندارد براي حل معادلهي  هموتوپی اصـــلاح شـــده

ت و  لاح پراندتل مورد بحث همگرا نیسـ روش اختلال هموتوپی اصـ
ــده ــتی براي اســتاندارد  ي ش نیز زمانی کارایی دارد که انتخاب درس
را  داشـته باشـیم. براي این کار اگر جواب دقیق معادله f٢و  f١توابع 

ت که جواب دقیق را به عنوان  یم، کافی اسـ ته باشـ در  f١از قبل داشـ
f٢ي را از رابطـه f٢نظر گرفتـه و  = f(y)− fــت آوریم. در  ١ بـه دسـ
ــورت   (y)u٢این ص = u٣(y) = ⋯ = به عنوان جواب  f١بوده و  ٠

ل بر ــتن جواب دقیق از قبـ   f١اي انتخـابدقیق خواهـد بود ولی داشـ
شـود. در روش پیشنهادي جدید، بدون  نوعی ضـعف محسـوب می f٢و 

ه راحتی می ــتن جواب دقیق بـ ــت داشـ توان، طبق تکنیـک در دسـ
همعرفی شـــده، جواب دقیق  اـلـ را در دومین تکرار از روش  مســ

  پیشنهادي، به دست آورد. 
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