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  موضعاً فشرده يهازاک در ابرگروه ليوجود تبد يبررس
  
  

  *٢لا جوکاريسه ، ١ييدمحمد طباطبايس

  (آناليز رياضي)، دانشکده علوم پايه، دانشگاه قم، قم، ايراندانشيار، گروه رياضي )  ١(  
  رانيه، دانشگاه قم، قم، اي)، دانشکده علوم پاياضيز ري(آنال ياضي، گروه ريدکتر يجودانش )٢(  

  
  

 ٢٢/٠٤/٩٨تاريخ پذيرش مقاله:                       ١٦/٠٢/٩٧مقاله:  ارسالتاريخ 

  چکيده
ان و سپس با يموضعاً فشرده را ب يهادر ابرگروه يف دامنه اساسي ن مقاله ابتدا تعريابرگروه موضعاً فشرده است. در اک ي ܭد يفرض کن 

ک عضو را يک و تنها ياست که از هر همدسته،  ܭاز  يارمجموعهيز ياساس دامنه  م.يکنيف مياستفاده از آن، نگاشت بخش بورل را تعر
ت  يکند.  در نهاياست متناظر م ياساس از آن که در دامنه ياست که هر همدسته را به عضو يبورل درواقع نگاشتدربر دارد. نگاشت بخش 

ل يک تبديباشد،    ܭ  ييجابهرابرگروه جايک زي ܪو   ک ابرگروه موضعاً فشرده ي  ܭم که اگر يدهي، نشان مياز دامنه اساس  يبه عنوان کاربرد
٢ܮبه  (ܭ)٢ܮاز  ܼ يپاطول ቀܪ෡,(ܭ\ܪ)٢ܮቁ  ن  يا يم. برايدهيم و مورد مطالعه قرار ميناميل زاک ميل را تبدين تبديوجود دارد. ا

قت يشود  در حقيل زاک ارائه مين مقاله از تبديکه در ا يفيم. تعريکني ه پلانچرل استفاده ميژه از قضيطور و منظور از دوگان ابرگروه و به
  ضعاً فشرده است. مو يهال زاک در گروهياز تبد يميتعم
  

  .ه، دوگان ابرگروهيل فوري، نگاشت بخش بورل، تبديدامنه اساس :يديکل يهاواژه
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  مقدمه -١
مفهوم ابرگروه موضعاً فشرده به  يلاديم ١٩٧٠ل دهه يدر اوا

ف شد  يموضعاً فشرده تعر   يهاک گروه يز هارمونيع آناليمنظور توس
موضعاً فشرده مورد  يهاگروهک بر ابريز هارمونيآنال يو بررس

ز موجک يقاب و آنال  يگذشته تئور   يهاتوجه  قرار گرفت. در دهه 
ع داده شده  يموضعاً فشرده توس  يهاگروه  يرو   کيز هارمونيآنالدر  

ل زاک يو تبد ينه دامنه اساسين زميدر ا يديک ابزار کلياست. 
قاب  يتئورع يو توس ين مقاله، جهت بررسيسندگان  اينو است.
 يموضعاً فشرده، وجود دامنه اساس  يهادر ابرگروه  ز موجکيو آنال

ل يمقاله وجود تبدن ياند. در انشان داده] ٧ها را در [ابرگروه يبرا
 ٢در بخش شود.يآن ارائه مطه و ضاب يها بررسزاک در ابرگروه 

آن    ياز خواص اساس  يف و برخيموضعاً فشرده را تعر   يهاابرگروه
  يه اثبات قض  يبرا ييازهاينشيپ ٢م. مطالب بخش يکنيان ميرا ب
از مباحث  يبه عنوان کاربرد، ٣ن مقاله است. در بخش يا ياصل

ل زاک در يچند نگاشت، تبد يبا معرف ]،٧[مطرح شده در 
 Kن مقاله يدر ا م.يکنيم يموضعاً فشرده را معرف يهاابرگروه

همه  عههاسدورف و موضعاً فشرده است. مجمو يک فضاي
همه  و مجموعه KM)(را با  ܭرادون مختلط بر  يهااندازه
KM)(را با   KM)( ينامنف  ياعضا   ߜم. يدهينشان م௫ 
توابع مختلط  همه يفضا (ܭ)ܥاست.  xراک در نقطه يد ۀانداز

 (ܭ)ܥ ينامنف يهمه اعضا است. مجموعه ܭوسته بر يمقدار پ
ت ينهايکه در ب (ܭ)ܥ يهمه اعضا ، مجموعه(ܭ)ାܥرا با 

با  (ܭ)ܥ يهمه اعضا جموعهمو  (ܭ)٠ܥشوند را با يصفر م
  م.يدهينشان م (ܭ)௖ܥمحمل فشرده را با 

  
  ازها يش نيف و پيتعار -٢

 عهمطال يم. برايکنيان ميف ابرگروه را بين بخش ابتدا تعريدر ا
  د.ي] مراجعه کن٤] و [١[نه به ي ن زميشتر در ايب

                           
هاسدورف موضعاً  يک فضاي Kد يفرض کن  :٢-١فيتعر

   کند:ير صدق مياست و در خواص ز يفشرده و ناته
مانند  ييک عمل دوتاي-١
)()()(: KMKMKM   موجود است که
),),(( KM ر) است.يپذک جبر مختلط (شرکت ي 
,ߤهر   يازابه-٢ ߥ ∈   ، (ܭ)ାܯ

ߤ  ∗ ߥ ∈ ,ߤ)  و نگاشت   (ܭ)ାܯ (ߥ ↦ ߤ ∗  ߥ

)()(از   KMKM    به)(KM وسته است، که در  يپ

KM)(آن   م. يريگيدر نظر م يمخروط يرا با توپولوژ

݂هر يازاکه به (ܺ)ାܯبر  ين توپولوژيترف يضع( ∈

ߤ   يها، نگاشت(ܺ)஼ାܥ ⟼ ∫ ߤو  ௑ߤ݂݀ ⟼
  م).يناميم يمخروط يوسته هستند را توپولوژيپ (ܺ)ߤ

Kyxهر  يازابه-٣ , ،yx   ک اندازه احتمال با ي
  محمل فشرده است.

,ݔ) نگاشت-٤ (ݕ ⟼ ௫ߜ)݌݌ݑݏ ∗ به  KKاز  (௬ߜ
)(K وسته است، که در آن يپ)(K همه  يفضا
کل يما يمجهز به توپولوژ  K  يناته ۀفشرد يهارمجموعهيز
  ي هاه يرپايز  شده توسطديتول  يکل توپولوژيما  يباشد. (توپولوژيم

},:)({:, VAUAKAVU      است

  هستند.) Kباز  يهارمجموعهيز Vو  Uکه در آن 
  ي چنان موجود است که به ازا Keعنصر منحصر به فرد -٥

  ،Kxهر 

xxeex  . 

xx  يختيرک همساني-٦     ازK   يبه رو  K   موجود است

Kyxهر  يازاکه بهيطوربه , ،xx   و  )(

  
xyyx  )(.   

Kyxهر يازابه-٧ , ،)supp( yxe    اگر و

تنها اگر yx .  

ــورت نيدر ا ),,,(ص eKK   ــروه ناميــ ده يــ ک ابرگ
  شود.  يم

ک ابرگــروه اســت. يــ هر گــروه موضــعاً فشــرده  :٢- ٢تبصره
باشــد و بازگشــت  ک گــروه موضــعاً فشــردهيــ  ܩ در واقع اگــر

ــورت را به ݔ ص ⟼ ــوليو پــ  ١ିݔ ــق معم بــه  چش را طب
  صورت

ߤ) ∗ (݂)(ߴ ≔ න න ,(ݕ)ߴ݀(ݔ)ߤ݀(ݕݔ)݂
ீீ

 

ــه در آن  ــ تعر، (ܩ)٠ܥ݂߳کـ ــ يـ ــاه م، آنيف کنـ  يدارا ܩگـ
  است.   يساختار ابرگروه

ه Kابرگروه  :٢-٣فيتعر ه ييجاـجاـبـ ــت هرگاـه بـ هر  يازااسـ
Kyx , ،xyyx  .  
  ک ابرگروه موضعاً فشرده است.ي Kن مقاله يدر ا
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 Kبر  mک اندازه رادون مثبت مخالف صفر ي :٢-٤فيتعر
mmxدر رابطه Kxهر  يازاکه به  صدق کند را
 هر ابرگروه يبرا هار ۀم. وجود اندازيناميهار(چپ) م ۀانداز

مانده است اما بنابر  يصورت حدس باقهنوز به موضعاً فشرده 
هار   زهاندا ي، فشرده و گسسته داراييجاجابه يها، ابرگروه]١[

  هستند.
و K،)(KMبر   fهر تابع بورل مختلط مقدار   يازابه

Kyxهر  , م يدهيقرار م  

 
K yxx dfyxfyf ).(:)()( 

 :ميکنيف مين تعريچنهم

.)()(:))((   

K
xdxyfxf  

نـ  رض کـ KBAديــ فـ ,رار مـ يـ . در ا ــورت قـ ميـ دهـ ين صـ
)supp(:}{}{ yxyx    و   

  .}{}{:
, ByAx

yxBA


         
را کاراکتر  Kبر  و کراندار يرمنفيوسـته مختلط مقدار غيتابع پ
ــ  ــ يمـ اـمـ ــ نــ اـهيـ ــرگــ ــه م هـ ــر يازابـ Kyxهـ , ،

)()()( yxyx   و)()( xx  . يفضــــا 
اـ مجهز بـه توپولوژ مـهه اـراکتره کنواخـت بر ي ييهمگرا يک

  م. يدهينشان م K̂م و بايناميم Kها را دوگان فشرده
  عهک ابرگروه است. مجموي ܭد يفرض کن  :٢-٥فيتعر

(ܭ)ܼ ≔ ௫ߜ :ܭ߳ݔ} ∗ ௫షߜ = ௘ߜ = ௫షߜ ∗  {௫ߜ
 (ܭ)ܼ،  ]٤[از  ١٠.٤شود. بنابر بخش يده ميمرکز ابرگروه نام

را  (ܭ)ܼ،  ]٢[است. دانکل در  ܭمال  يرگروه ماکسيز
هر  يازاکند که بهيف ميتعر ܭدر  ييهاݔ عه همه مجمو

௫ߜ൫݌݌ݑݏ ܭ߳ݕ، ∗ ف ين دو تعرياست. ا يانقطهتک ௬൯ߜ
  معادل هستند.

 ييجاک ابرگروه جابي Kد يفرض کن :٢-٦ه پلانچرليقض
وجود  K̂بر  ߨفرد منحصربه ينامنفرادون  زهانداک ياست. 
(݉,ܭ)١ܮ݂߳  ره يازابهکه يطوردارد به ∩  (݉,ܭ)٢ܮ

  م:يدار

න |݂|٢݀݉ = න ห መ݂ห
٢
ߨ݀

௄෡௄
 

  که در آن 

 መ݂(ߦ) ≔ ∫ (ݔ)തതതതതത݀݉(ݔ)ߦ(ݔ)݂
௄ ,   (෡ܭ߳ߦ)

  است.   fتابع  يهل فوريتبد 
ߢهر  يازابه ∈   صورت به ߢ̌ يهل فوري، معکوس تبد(෡ܭ)١ܮ

(ݔ)ߢ̌ = න (ܭ߳ݔ)      ,(ߦ)ߨ݀(ߦ)ߢ(ݔ)ߦ
௄෡

 

  شود.يف ميتعر
از  يرتهيغ تهمجموعه بسر يک زي Hد يفرض کن  :٢-٧فيتعر

  است و  Kابرگروه 
ିܪ ≔ ;ିݔ}               .{ܪ߳ݔ

ܪاگر  -١ ∗ ିܪ ⊆   م.يناميم Kرابرگروه  يرا ز  Hگاه  ، آنܪ

  ܭ߳ݔهر   يازابهگاه  هرم يامنرا نرمال  Kاز  Hرابرگروه يز -٢ 
ــ  اـشـــــ ــتــــه بـــ ݔميــــ داشـــــ ∗ ܪ = ܪ ∗   .ݔ

ــرده نـام Kاز  Hرابرگروه يز -٣ ــود هريده ميـ از نوع فشـ گـاه شـ
ݔهر ∈   رد.يقرار گ Kرابرگروه فشرده يک زيدر   ܭ

ک اندازه هار چپ ي Kاگر ] ٨[از   ٢.١ يهبنابر قضـ  :٢-٨تبصـره
  دارد.ک اندازه هار چپ ي Kرابرگروه يگاه هر زداشته باشد، آن

ــت.  Kرابرگروه نرمال يک زي Hد  يفرض کن :٢-٩فيتعر اسـ
اـ ௄ يفضـ

ு
≔ ݔ} ∗ :ܪ  ي خارج قســمت يبا توپولوژ {ܭ߳ݔ

ــو  يک فضــاـي ــت و تابع تصـ ــرده اسـ ــعاً فشـ  يعير طبيموضـ
ܭ:ݍ → ௄

ு
  طهبا ضاب 

(ݔ)ݍ  ≔ ݔ ∗ ــت. در حالت کليپ  ܪ ــتـه و باز اسـ ௄ يوسـ
ு
 

رابرگروه نرمال يک زياگر  ]٨[ از  ٨.١ سـت، بنا بر گزارهيابرگروه ن
H  ازK  ،است.  يابرگروه خارج قسمت ܪ/ܭاز نوع فشرده باشد  

ک شــبکه يرا  Kاز  Lرابرگروه گســســته  يز :٢-١٠فيتعر
  فشرده باشد. ܮ/ܭ هرگاهم يناميکنواخت مي

ت  Kته رابرگروه بسـ يک زي Hد  يفرض کن :٢-١١فيتعر . اسـ
݂:ுܶاگر نگاشت  ⟼ ு݂ܶصورت ، که به 

( ு݂ܶ)(ݔ ∗ (ܪ ≔ න ݔ)݂ ∗ (ݐ)ு݉݀(ݐ
ு

 

به  (ܭ)௖ܥف از يتعرخوش يک نگاشت خطيشود، يف ميتعر 
  ل است.يت و يخاص يدارا Hم ييوگيباشد، م (ܪ/ܭ)௖ܥ

ست. يل نيت و يخاص يرابرگروه دارايهر ز يبرخلاف حالت گروه
ل  يت و يبا خاص Kرابرگروه يک زي H، اگر  ]٥[ از ١ بنابر گزاره

هار   ۀانداز  يو دارا  يابرگروه خارج قسمت  ܪ/ܭکه يطورباشد به
݉௄/ு  گاه نگاشتباشد، آن 
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 ݂ ⟼ ∫ ு݂ܶ݀݉௄/ு , (݂ ∈ ஼௄/ுܥ   ((ܭ)
ل برقرار يـ کنـد و فرمول و يف ميتعر Kبر  mهار چپ  ک اندازهيـ 

  است:

න (ݖ)݉݀(ݖ)݂ =
௄

 

න න ݔ)݂ ∗ ݔ)௄/ுߤ݀(ݐ)ு݉݀(ݐ ∗ .(ܪ
ு௄/ு

 

اـس  رابرگروه يک زي H، اگر  ]٨[از  ٢.٣ يهو قضـ  ١.٨  گزارهبراس
  ل است.يت و يخاص يدارا Hگاه باشد، آن Kنرمال  فشرده

ــ  K کهيرابرگروه مدولار يک زيـ  Hاگر   :٢-١٢لم  ت يبا خاصـ
  صورت که به ு߰تابع  گاهل باشد، آنيو 

(߰ு݂)(ܪ ∗ (ݔ ≔ 

   ∫ ݐ)݂ ∗   ு(ܭ߳ݔ)        ,(ݐ)ு݉݀(ݔ
ود، يف ميتعر ت خطيشـ به   (ܭ)௖ܥف از يتعرخوش يک نگاشـ

ابرا (ܭ\ܪ)௖ܥ ــت و بنـ  يرو  ு\௄ߤرادون  ک انـدازهيـ ن ياسـ
  وجود دارد که   ܭ\ܪ

න (ݖ)݉݀(ݖ)ି݂ =
௄

 

න න ݐ)݂ ∗ ܪ)ு\௄ߤ݀(ݐ)ு݉݀(ݔ ∗ .(ݔ
ுு\௄

 

,ݔ، (ܭ)஼ܥ݂߳د يفرض کن اثبات: ݕ ∈       و  ܭ
ܪ     ∗ ݔ = ܪ ∗   م يل است داريت و يخاص  يدارا  H. چونݕ
  ு݂ܶି(ିݔ ∗ (ܪ = ு݂ܶି(ିݕ ∗   نيو بنابرا (ܪ

න ିݐ)݂ ∗ (ݐ)ு݉݀(ݔ
ு

 

= න ିݔ)ି݂ ∗ (ݐ)ு݉݀(ݐ
ு

 

= ∫ ିݕ)ି݂ ∗ ு(ݐ)ு݉݀(ݐ    

= න ିݐ)݂ ∗ .(ݐ)ு݉݀(ݕ
ு

 

  ن رو ياز ا

න ݐ)݂ ∗ (ݐ)ு݉݀(ିݐ)ு∆(ݔ =
ு

 

න ݐ)݂ ∗ (ݐ)ு݉݀(ିݐ)ு∆(ݕ
ு

, 

  م:ياست دارکه يمدولار  Hو چون 

(߰ு݂)(ܪ ∗ (ݔ = න ݐ)݂ ∗ (ݐ)ு݉݀(ݔ
ு

 

= න ݐ)݂ ∗ (ݐ)ு݉݀(ݕ =
ு

(߰ு݂)(ܪ ∗  .(ݕ

ــت. اگر يتعرخوش ு݂߰جـه يدر نت ههر مجمو يازابـهف اسـ   عـ
ܧبورل  ⊆   صورترا به ܭ\ܪبر ߤهار  اندازه ܭ\ܪ

(ܧ)ு\௄ߤ ≔ ିݔ} ௄/ுߤ ∗ ܪ:ܪ ∗ ݔ ∈  {ܧ
 صورت ني، در اميف کنيتعر

න න ݐ)݂ ∗ ܪ)ு\௄ߤ݀(ݐ)ு݉݀(ݔ ∗ (ݔ
ுு\௄

 

= න න ݐ)݂ ∗ ିݔ)௄/ுߤ݀(ݐ)ு݉݀(ݔ ∗ (ܪ
ு௄/ு

 

= න න ݐ)݂ ∗ ݔ)௄/ுߤ݀(ݐ)ு݉݀(ିݔ ∗ (ܪ
ு௄/ு

 

= න න ݔ)ି݂ ∗ ݔ)௄/ுߤ݀(ݐ)ு݉݀(ିݐ ∗ (ܪ
ு௄/ு

 

= න න ݔ)ି݂ ∗ ݔ)௄/ுߤ݀(ݐ)ு݉݀(ିݐ)ு∆(ݐ ∗ (ܪ
ு௄/ு

 

= න න ݔ)ି݂ ∗ ݔ)௄/ுߤ݀(ݐ)ு݉݀(ݐ ∗ (ܪ
ு௄/ு

 

= න .(ݖ)݉݀(ݖ)ି݂
௄

 

  ک ابرگروه موضعاً فشردهي Kد يکنفرض  :٢-١٣فيتعر
بورل   رابرگروه آن است. مجموعهيک زي Hر و يپذک يتفک

ܸ ⊆ هر  Vشود اگر يده مينام H يبرا يک دامنه اساسي ܭ
 L اگر]، ٧[ک نقطه قطع کند. بنابر يقاً در يرا دق H همدسته

فشرده   ياساس ک دامنهيگاه باشد، آن کنواختيک شبکه ي
  آن وجود دارد. يبرا ينسب

و   Kر ابرگروه يپذک يتفک تهرابرگروه بسيک زي Hد يفرض کن
B يبرا يک دامنه اساسي H  ܪ/ܭ:߬     است. تابع ⟶
 با ضابطه ܭ

  ߬൫(ݔ)ݍ൯ ≔ ݔ) ∗ (ܪ ∩   (ܭ߳ݔ)    ܤ
اـ  اـظر بـ ــورل متنـ ــش ب ــت بخ اـميمــ  Hرا نگاش ــح ينـ م. واض

(ܪ/ܭ)߬اســــت کــــه  = Kxهــــر يازاو بــــه ܤ
((ݔ)ݍ)߬)ݍ،      =  .(ݔ)ݍ
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ج                                                               ينتا -٣
ک دامنه ي Bو  K ييجابهرابرگروه جايک زي Hن بخش يدر ا

  است.  H يبرا ياساس
  

 ߛنگاشت بخش بورل باشد. تابع  ߬د يفرض کن  :٣-١فيتعر
 صورتبهرا 
ܭ\ܪ:ߛ  →     ܭ

൯(ݔ)ݍ൫ߛ ≔ ିݔ)߬) ∗  ି((ܪ

ܪ:ோݍم. اگر يکنيف ميتعر ⟼ را با ضابطه  ܭ\ܪ
(ݔ)ோݍ ≔ ܪ ∗  گاهم، آنيريدر نظر بگ ݔ

ܪ)ߛ݋ோݍ  ∗ (ݔ = ିݔ)߬)ோݍ ∗ ି((ܪ =  

ܪ ∗ ൫߬(ିݔ ∗ ൯(ܪ
ି

= ିݔ)߬) ∗ (ܪ ∗ ି(ܪ = 
ܪ ∗  ݔ

ߛ݋ோݍ جه يو در نت = ݅݀ு\௄    .                               
  توان نشان داد:يم يبه آسان ١٢.٢با توجه به لم 

  
ــه ينت ــر  :٣- ٢جــ ــ  Hاگــ ــروه يک زيــ ــا  Kرابرگــ بــ

ــ  ــ ت و يخاصــ ــد، آنيــ ــاه ل باشــ ــ گــ ــدازه رادون يــ ک انــ
  که:   يطوروجود دارد به  ܭ\ܪبر ு\௄ߤ 

න (ݖ)݉݀(ݖ)݂ =
௄

 

න න ݐ)݂ ∗ ܪ)ߛ ∗ ܪ)ு\௄ߤ݀(ݐ)ு݉݀((ݔ ∗ (ݔ
ுு\௄

. 

 
، ܭ߳ݔهر  يازابه. (ܭ)٢ܮ݂߳د يفرض کن  :٣-٣فيتعر
ܪ:ு∗௫݂تابع ⟶ ℂ  صورت بهرا  

݂ு∗௫(݌) ≔ ݌)݂ ∗ ܪ)ߛ ∗ ((ݔ = 

݌)݂ ∗ ିݔ)߬ ∗ (ି(ܪ = ܴ൫ఛ(௫ష∗ு)൯
ష݂(݌) 

݌م که در آن  يکنيف ميتعر ∈   .ܪ
  

ــتـهيک زيـ  Hد يـ فرض کن :٣-٤لم  ــت و    K رابرگروه بسـ اسـ
ــر ܭ߳ݔ اـه آن (ܭ)٢ܮ݂߳،. اگـ .           (ܪ)٢ܮு∗௫݂߳گــ

ات: ابر گزاره اثبـ هاـر چـپ دارد،  انـدازه Kچون ،  ]٨[از   ٢.١ بنـ
H ݉اندازه هار چپ مانند   يز داراينு   اســـت. براســاـس روند

ات گزاره ذکور، اگر  اثبـ )مـ ఈܷ)ఈ∈஺  ايـ هک پـ اـ يـ  يگ يهمســ
ܪ = ܪ ∗ اـ ݁ رده   يدر فض د، آن ܭ\ܪموضـعاً فشـ گاه  باشـ

ߙهر   يازابه ∈ موجود  (ܪ/ܭ)௖ܥఈ߳݃ يک تابع نامنفي ܣ
ــت کـــــــه  ఈ߳݃ ݌݌ݑݏاســـــــ ఈܷ   و

∫ ݃ఈ൫(ݔ)ݍ൯݀݉௄(ݔ) = ١ோن گزاره ثابت شـده ي. در ا
  است که

 ݉ு(݂) = ݈݅
ఈ݉
∫   ௄.(݌)൯݀݉௄(݌)ݍఈ൫݃(݌)݂

  نيبنابرا

න |݂ு∗௫(݌)|݀ߣு(݌) =
ு

 

݈݅
ఈ݉
න |ܴ௔݂(݌)|٢݃ఈ൫(݌)ݍ൯݀ߣ௄(݌)
௄

, 

ܽکه در آن  = ൫߬(ିݔ ∗ ൯(ܪ
 (ܭ)٢ܮ݂߳که ني. از اି

௖ܥఈ߳݃، چون. (ܭ)٢ܮ௔݂ܴ߳شود که يجه مينت ቀ
௄
ு
ቁ 

(ܴ௔݂)݃ఈ(ݍ)݂߳جه ينتدر  و  (ܭ)٢ܮு∗௫߳(ܪ)٢ܮ .  
  

෡ܪ :߮تابع  : ٣-٥ف يتعر → را در نظر (ܭ\ܪ)٢ܮ
ܪهر  يازاد. بهيريبگ ∗ ෡ܪ :ு∗௫߮، تابع  ܭ\ܪ ߳ ݔ →

 ℂ  صورت را به  

߮ு∗௫(ߙ) = ܪ)(ߙ)߮ ∗ ෢(ܪ߳ߙ)        ,(ݔ  

  م. يکنيف ميتعر
  

با   ܭکهيرابرگروه مدولار يک زي ܪد  يفرض کن :٣-٦لم 
  صورت نگاشت ن يل است. در ايت و يخاص

١ܷ: (ܭ)٢ܮ ⟶ ܪ)٢ܮ ×  (ܭ\ܪ

ܪ,݌)١ܷ݂ ∗ (ݔ ≔ ݂൫݌ ∗ ܪ)ߛ ∗  ൯(ݔ

 کاهنده است.  ، نرمܭ߳ݔ  و  ܪ߳݌که در آن 

  ܭ߳ݔو  ܪ߳݌هر  يازا، به ]٤[ از ١D. ٥ يهبنابر قض اثبات:
  م يدار

‖ ١ܷ݂‖௅٢(ு×ு\௄)
٢  

= න |( ܪ,݌)(١ܷ݂ ∗ ܪ,݌)(ு×ு\௄)ߤ٢݀|(ݔ ∗ (ݔ
ு×ு\௄

 

≤ න ݌)݂| ∗ ܪ)ߛ ∗ ܪ,݌)(ு×ு\௄)ߤ٢݀|((ݔ ∗ (ݔ
ு×ு\௄
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= න ݌)٢|݂| ∗ ܪ)ߛ ∗ (ு×ு\௄)ߤ݀|((ݔ ܪ,݌) ∗ (ݔ
ு×ு\௄

 

= න (ݔ)௄ߤ٢݀|(ݔ)݂| = ‖݂‖௅٢(௄)
٢

௄
. 

 
ܪط لم قبل، اگر يتحت شرا :٣-٧تبصره  ⊆   (ܭ)ܼ

   (ܭ)ܼ߳݌هر   يازارا بهيپا است زطول  ١ܷگاه نگاشت آن
  م:يدارܭ߳ݕ و 

݌)݂| ∗ ٢|(ݕ = ݌)٢|݂| ∗  .(ݕ
  

  گاه نگاشت باشد، آن ܭرابرگروه يز ܪاگر  :٣-٨لم 

٢ܷ: ܪ)٢ܮ × (ܭ\ܪ ⟶ ,ܭ\ܪ)٢ܮ  ((ܪ)٢ܮ

  طهبا ضاب
ܪ)٢ܷ݂ ∗ (݌)(ݔ ≔ ܪ,݌)݂ ∗   (ݔ

  پا است. ک نگاشت طولي، ܭ߳ݔو  ܪ߳݌که 
   اثبات:

‖ ٢ܷ݂‖௅٢(ு\௄,௅٢(ு))
٢  

= න ‖( ܪ)(٢ܷ݂ ∗ (ு)௅٢‖(ݔ
٢ ܪ)ு\௄ߤ݀ ∗ (ݔ

ு\௄
 

= න න | ܪ)٢ܷ݂ ∗ ܪ)ு\௄ߤ݀(݌)ுߤ٢݀|(݌)(ݔ ∗ (ݔ
ுு\௄

 

= න ܪ,݌)݂| ∗ ுߤ)٢݀|(ݔ ×
ு×ு\௄

ܪ,݌)(ு\௄ߤ ∗  (ݔ

= ‖݂‖௅٢(ு×ு\௄)
٢ . 

 
صورت  نياست. در ا ܭرابرگروه يز ܪد  يفرض کن :٣-٩لم 

  يهانگاشت

٣ܷ: ((ܪ)٢ܮ,ܭ\ܪ)٢ܮ ⟶  ((෡ܪ)٢ܮ,ܭ\ܪ)٢ܮ

  با ضابطه

ܪ)٣ܷ݂ ∗ (ߦ)(ݔ ≔ ݂ு∗௫෣(ߦ) 

 و 

٤ܷ: ((෡ܪ)٢ܮ,ܭ\ܪ)٢ܮ →  ((ܭ\ܪ)٢ܮ,෡ܪ)٢ܮ

  با ضابطه

ܪ)(ߦ)٤ܷ݂ ∗ (ݔ ≔ ܪ)݂ ∗  (ߦ)(ݔ

  پا هستند. طول
 پلانچرل،ه يبنابر قض اثبات:

‖ ٣ܷ݂‖௅٢(ு\௄,௅٢(ு෡))
٢  

= න ‖( ܪ)(٣ܷ݂ ∗ (ு෡)௅٢‖(ݔ
٢ ܪ)ு\௄ߤ݀ ∗ (ݔ

ு\௄
 

= න න ห݂ு∗௫෣(ߦ)ห
٢
ܪ)ு\௄ߤ݀(ߦ)ு෡ߤ݀ ∗ (ݔ

ு෡ு\௄
 

= න න ܪ)݂| ∗ ܪ)ு\௄ߤ݀(݌)ுߤ٢݀|(݌)(ݔ ∗ (ݔ
ுு\௄

 

= න ܪ)݂‖ ∗ (ு)௅٢‖(ݔ
٢ ܪ)ு\௄ߤ݀ ∗ (ݔ

ு\௄
 

= ‖݂‖௅٢(ு\௄ ,௅٢(ு))
٢ . 

 ن يچن هم
‖ ٤ܷ݂‖௅٢(ு෡,௅٢(ு\௄))

٢  

= න ‖( (ு\௄)௅٢‖(ߦ)(٤ܷ݂
٢ (ߦ)ு෡ߤ݀

ு෡
 

= න න | ∗ܪ)(ߦ)٤ܷ݂ ܪ)ு\௄ߤ٢݀|(ݔ ∗ (ߦ)ு෡ߤ݀(ݔ
ு\௄ு෡

 

= න න ܪ)݂| ∗ ܪ)ு\௄ߤ݀(ߦ)ு෡ߤ٢݀|(ߦ)(ݔ ∗ (ݔ
ு෡ு\௄

 

= න ܪ)݂‖ ∗ (ு෡)௅٢‖(ݔ
٢ ܪ)ு\௄ߤ݀ ∗ (ݔ

ு\௄
 

= ‖݂‖௅٢(ு\௄ ,௅٢(ு෡))
٢ . 

  
 Hو  ک ابرگروه موضعاً فشردهي Kد يفرض کن  :٣-١٠ هيقض

ک يل است. يت و يبا خاص  K کهيرابرگروه مدولار يک زي
  ده کاهنل نرم يتبد

 ܼ: (ܭ)٢ܮ → ,෡ܪ)٢ܮ    طهبا ضاب ((ܭ\ܪ)٢ܮ

ܪ)(ߦ)(݂ܼ) ∗ (ݔ = ݂ு∗௫෣(ߦ),   

. اگر   (ܭ)٢ܮ݂߳و  ܭ߳ݔ,෡ܪ߳ߦموجود است که در آن 
ܪ ⊆ علاوه پا است. بهل طول يک تبدي ܼگاه ، آن(ܭ)ܼ

߮، ܪ߳݌ اگر ∈   گاه، آن ܭ߳ݔو  ((ܭ\ܪ)٢ܮ,෡ܪ)٢ܮ
(ܼି١߮)൫݌ ∗ ܪ)ߛ ∗ ൯(ݔ = ߮ுෙ∗௫(݌). 

 گاه ، آنܪ߳݌و  (ܭ)٢ܮ݂߳ن اگر يچن هم
൫ܼܮ௣݂൯(ߦ) =  .(ߦ)(݂ܼ)(١ି݌)ߦ
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 يهانگاشت ٤ܷو  ٣ܷ، ٢ܷ، ١ܷم يفرض کن اثبات:
رو، نيهستند. از ا  ٣-٩و  ٣-٨، ٣-٦ يهاشده در لمف يتعر

  نگاشت 

ܼ: (ܭ)٢ܮ ⟼  ((ܭ\ܪ)٢ܮ,෡ܪ)٢ܮ

ܼ ≔ ٤ܷ ٣ܷ ٢ܷ ١ܷ 

، اگر  ٣-٧  کاهنده است و با توجه به تبصرهل نرم يک تبدي
ܪ ⊆ پا است. با توجه به طول ܼ ل يگاه تبد، آن (ܭ)ܼ

  که  نيا
( ٢ܷ ܪ)(١ܷ݂ ∗ (݌)(ݔ = ( ܪ,݌)(١ܷ݂ ∗ (ݔ = 

= ݂൫݌ ∗ ܪ)ߛ ∗ ൯(ݔ = ݂(ு∗௫)(݌), 
  م يريگيجه مينت

ܪ)(ߦ)(݂ܼ) ∗  (ݔ

= ( ٤ܷ ٣ܷ ٢ܷ ܪ)(ߦ)(١ܷ݂ ∗  (ݔ

= ( ٣ܷ ٢ܷ ܪ)(١ܷ݂ ∗  (ߦ)(ݔ

= ൫ ٢ܷ ܪ)(١ܷ݂ ∗ ෣)(ݔ ൯ߦ = ݂(ு∗௫)෣  .(ߦ)

  گاه، آنܭ߳ݔو  ܪ߳݌، ((ܭ\ܪ)٢ܮ,෡ܪ)٢ܮ߳߮اگر 

݌)(١߮ିܼ) ∗ ܪ)ߛ ∗  ((ݔ

= ( ١ܷ
ି١

٢ܷ
ି١

٣ܷ
ି١

٤ܷ
ି١߮)൫݌ ∗ ܪ)ߛ ∗  ൯(ݔ

= ( ٢ܷ
ି١

٣ܷ
ି١

٤ܷ
ܪ,݌)(١߮ି ∗  (ݔ

= ( ٣ܷ
ି١

٤ܷ
ܪ)(١߮ି ∗  (݌)(ݔ

= ٣ܷ
ܪ)(݌)١߮ି ∗  (ݔ

= ٣ܷ
ି١൫߮ு∗௫(݌)൯ = ߮ுෙ∗௫(݌). 

ܽو  ܪ߳݌، (ܭ)٢ܮ݂߳  اگر ≔ ܪ)ߛ ∗    ۀ، بنابرگزار(ݔ
١. ٣F ] ميدار ]٤از  

൫ܮ௣݂൯
ு∗௫(ݎ) = ൫ܮ௣݂൯(ݎ ∗ ܽ) 

= ١ି݌)݂ ∗ ݎ ∗ ܽ) 

= න ௣ష١ߜ)݀(ݐ)݂ ∗ ௥ߜ ∗ (ݐ)(௔ߜ
௄

 

= න ݂௔(ݐ)݀(ߜ௣ష١ ∗ (ݐ)(௥ߜ
௄

 

= න ݐ)݂ ∗ ௣ష١ߜ)݀(ܽ ∗ (ݐ)(௥ߜ
௄

 

= න ݂(ு∗௫)(ݐ)݀(ߜ௣ష١ ∗ (ݐ)(௥ߜ
௄

 

= ݂ு∗௫(١ି݌ ∗ (ݎ =  .(ݎ)௣(݂ு∗௫)ܮ

  نيبنابرا

൫ܼܮ௣݂൯(ߦ)(ܪ ∗ (ݔ = ൫ܮ௣݂൯
ு∗௫෣  =(ߦ)

෣[௣(݂ு∗௫)ܮ] (ߦ) = (ߦ)ு∗௫෣݂(١ି݌)ߦ  =  

ܪ)(ߦ)(݂ܼ)(١ି݌)ߦ ∗  .(ݔ
 

در واقع  ٣-١٠ يهشده در قض يل معرفيتبد: ٣-١١ فيتعر
]) و در ٣] و [٦است ([ يل زاک در حالت گروهيتبد  افتهيم يتعم

  م.يناميل زاک ميمجدداً آن را تبد يحالت ابرگروه
  

  ܪ ک گروه موضعاً فشرده،ي ܩ  ميفرض کن: ٣-١٢ مثال
 هار زهندا ا ߪو   ܩبر هار ۀانداز ߣ، ܩاز    فشرده  يرگروهيز

 م يدهيقرار ماست.  ܪ بر شدهنرمال
ܩ\ܪ ܪ ≔ {⁄ ܪ ∗ ݔ ∗ :ܪ  .{ܩ߳ݔ

ܪ ، ܩ߳ݔهر  يازابه ∗ ݔ ∗ نشان ܪݔܪ  را به اختصار با ܪ
ܩ\ܪ م.يدهيم   که نگاشت يتوپولوژن يترف يرا به ضع  ⁄ܪ

ቄܩ → ܩ\ܪ ⁄ܪ
ݔ ⟼ ܪݔܪ

 
ܩ\ܪ يفضام. يکنيوسته باشد، مجهز ميپ    چشيبا پ  ⁄ܪ

ு௫ுߜ ∗ ு௬ுߜ ≔ ∫ ு௫௧௬ுுߜ  ,(ݐ)ߪ݀
   و بازگشت

ି(ܪݔܪ) ≔  (ܩ߳ݔ) ܪ١ିݔܪ
  ابرگروه است و 

݉ ≔ න (ݔ)ߣு௫ு݀ߜ
ீ

 

ܩ\ܪبر هار ۀيك انداز   شتريات بيجزئ يبرااست.  ⁄ܪ
  د.ينيرا بب  ]٤[ از ٢B. ٨ يهقض 
  
  
  



  ٤٦                                              ١٣٩٩فروردين و ارديبهشت ،  سومم، شماره بيست و شش دوره  هاي نوين در رياضي/ پژوهش / و همکاران  يي باسيد محمد طباط
 
 

 

 

   فهرست منابع
  

[1] W. R. Bloom, H. Heyer. Harmonic analysis 
of probability measures on hypergroups. De 
Gruyter. Berlin (1995) 

 
[2] C. F. Dunkl. The measure algebra of a 
locally compact hypergroup. Trans. Amer. 

Math. Soc. 179: 331-348(1973) 
  

[3] A.  J. E. M. Janssen. The Zak transform: A 
signal transform for sampled time-
continuous signals, Philips Journal of 

Research. 43:23-69(1998) 
  

[4] R. I. Jewett. Spaces with an abstract 
convolution of measures. Advances in 
mathematics 18:1-101(1975) 

  
[5] P. Hermann. Induced representations 
and hypergroup homomorphisms, 
Monatshefte fur Mathematik. 116:245-262(1993) 

 
[6] J. W. Iverson. Frames genetated by  
actions of locally compact groups. Ph.D. 

thesis. Oregon University (2016) 
 

[7] S. M. Tabatabaie, S. Jokar. Existence of the 
relatively compact fundamental domain for 
hypergroups, to appear in Thai Journal of 
Mathematics  

 
[8] M. Voit. Properties of subhypergroups. 
Semigroup Forum. 56:373-391(1997) 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  
  
  
  


