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 ۱۸/۰۱/۹۸له: تاريخ پذيرش مقا    ۱۴/۰۵/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
ترين ابزارهاي مالي هستند. به همين دليل با افزايش تقاضا براي اين ابزار مالي، مساله قيمت گذاري  امروزه قراردادها متداول

قراردادها يکي از مهم ترين مسائل اقتصادي است. با گسترش مدل هاي تصادفي، نياز به روش هاي محاسباتي باعث ايجاد 
، معادلات ديفرانسيل جزئي را ۱۹۷۳شولز در سال -ه نام مهندسي مالي شد. در مهندسي مالي ارائه مدل بلکاي جديد برشته

بيش از پيش مورد توجه اقتصاددانان قرار داد. بنابراين براي تعيين قيمت قراردادهاي اختيار نياز به راه حلي ساده و دقيق براي 
اسپلاين مکعبي به شکل يک روش تفاضلي -در اين مقاله روش هم مکاني بياين دسته از معادلات ديفرانسيل جزئي هستيم. 

شولز به کار گرفته شده است. استفاده از اين روش به سادگي روش تفاضلات متناهي - اي بلک براي حل معادله ديفرانسيل پاره
يک دستگاه معادلات  اسپلاين را ندارد. اين روش منجر به حل- است و پيچيدگي محاسباتي معمول روش هم مکاني بي

نويسي کامپيوتري بسيار مناسب است. پايداري و همگرايي روش مورد بحث قرار شود که براي برنامه جبري سه قطري مي
  و نتايج عددي براي اختيار معامله اروپايي و آمريکايي ارائه شده است.  گرفته
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  مقدمه .۱
امروزه قراردادها به طور گسترده در بين مردم محبوبيت 

اند اين محبوبيت به اين دليل است که قراردادها پيدا کرده
براي سرمايه گذارها جذاب هستند و هم چنين ارزش اين 

کرد که باعث توان با روشي اصولي تعيين قراردادها را مي
شود. در بين ها مياطمينان در خريد و فروش آن

قراردادها، قرارداد اختيار معامله رايج ترين قراردادي است 
گيرد. در هر قرارداد اختيار که مورد استفاده قرار مي

گر وجود دارد. يک طرف معامله معامله، دو طرف معامله
اذ کرده گذاري است، که موقعيت خريد اتخکننده، سرمايه

و اختيار معامله را خريده است. در طرف دوم قرارداد، 
گذار، موقعيت فروش اتخاذ کرده است، يعني سرمايه

اختيار معامله را صادر کرده يا فروخته است. خريدار يا 
گونه تعهدي در قبال قرارداد دارنده اختيار معامله هيچ

ي ندارد، در حالي که فروش يا صدور اختيار معامله برا
فروشنده تعهدآور است. بدين معني که فروشنده، مبلغ 

شود که در کند و در مقابل متعهد مياختيار را دريافت مي
صورت اعمال اختيار معامله توسط خريدار، به مفاد قرارداد 

ي اختيار درست عمل کند. سود يا زيان صادر کننده
عکس خريدار است. بنابراين، به طور کلي دو نوع اختيار 

ي آن عامله داريم: الف) قرارداد اختيار خريد: که به دارندهم
دهد تا دارائي را در تاريخ معيني و با قيمت اين حق را مي

مشخصي خريداري نمايد. ب) قرارداد اختيار فروش: که 
دهد تا دارائي را در تاريخ ي آن اين حق را ميبه دارنده

   معيني و با قيمت مشخصي بفروشد.
شود قيمت توافقي يا در قرارداد ذکر مي قيمتي را که

قيمت اعمال و تاريخ ذکر شده در قرار داد را تاريخ انقضا 
گويند. اختيار خريد يا فروش، يا سررسيد اختيار معامله مي

شود هرکدام به دو حالت اروپايي و آمريکايي تقسيم مي
ي تفاوت اين دو نوع اختيار معامله ربطي به منطقه

ارد. اختيار معامله آمريکايي در هر زمان از جغرافيايي ند
طول دوره عمر قرارداد تا تاريخ انقضا يا تاريخ سررسيد 

ي اروپايي تنها در تاريخ قابل اعمال است اما اختيار معامله
   انقضاي آن قابل اعمال است.

با توجه به مطالب بيان شده، سؤالي که در اين جا به 
مناسب براي يک  آيد چگونگي تعيين ارزشيپيش مي

قرارداد اختيار است. براي پاسخ به اين سوال بايد براي 

تعيين ارزش قرادادها يک مدل رياضي ارائه نمود. مدل 
شولز رايج ترين روشي -قيمت گذاري اختيار معامله بلک

ترين گيرد و امروزه معروفاست که مورد استفاده قرار مي
مالي  گذاري اختيار معامله در مهندسيمدل قيمت
در  ۱۹۷۳شود. اين مدل اولين بار در سال محسوب مي

  گذاري اختيار معامله و اي تحت عنوان قيمتمقاله
هاي شرکتي توسط فيشر بلک و مايرون شولز بدهي

شولز - براي اختيارات اروپايي معادله بلک ]. ۱معرفي شد [
منجر به يک مسأله مقدار مرزي از نوع معادله انتشار و 

اي با مرز آزاد  ارات آمريکايي منجر به مسألهبراي اختي
 گردد.مي

قيمت اختيار  Vزمان و  tقيمت دارايي،  Sفرض کنيد 
معرف نرخ بهره بدون   rباشد. به علاوه فرض کنيد 

معرف نوسانات قيمت دارايي باشد. معادله   σريسک و 
  ]۲شود [شولز به شکل زير نوشته مي-بلک

௧ܸ +
1
2
ଶܵଶߪ ௌܸௌ + ܵݎ ௌܸ − ܸݎ = 0,		 

(ܵ, (ݐ ∈ 	 [ܽ, ܾ] × [0, ܶ]                           )۱(  
  

  شرايط اوليه براي قرارداد اختيار فروش به شکل
ܸ(ܵ, ܶ) = max	(ܧ − ܵ, 0) 

  
قيمت دارايي در  Eزمان سررسيد و  Tشود که نوشته مي

  زمان سررسيد است. شرايط مرزي را به صورت
ܸ(ܽ, (ݐ = ,௥(்ି௧)ି݁ܧ ܸ(ܾ, (ݐ = 0 

  
  گيريم.در نظر مي

,ܵ)با تغيير متغير ] ۳[ با توجه به  (ݐ = ,ݔ)ݑ و  (ݐ
	ܵ = ݁௫ ، اي با  ديفرانسيل پاره به معادله ) ۱(معادله

 شود ضرايب ثابت به صورت زير تبديل مي

௧ݑ +
ఙమ

ଶ
௫௫ݑ + ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ ௫ݑ − ݎ = 0,  

ݔ ∈ [log(ܽ), log(ܾ)], 0 ≤ ݐ ≤ ܶ.          )۲(  
  

 همچنين شرايط مرزي مسأله به صورت
(ܽ)log)ݑ , (ݐ =  ,௥(்ି௧)ି݁ܧ
(ܾ)log)ݑ , (ݐ = 0,				0 ≤ ݐ ≤ ܶ,             )۳(  

  
 و شرايط اوليه نيز براي قرارداد اختيار فروش به صورت
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,ݔ)ݑ ܶ) = ܧ)ݔܽ݉ − ݁௫ , 0),		 
ݔ ∈ ,(ܽ)݃݋݈] [(ܾ)݃݋݈                              )۴(  

  
,ݔ)ݑدست آوردن مقدار  هدف ما به .خواهد بود 0) ،

 براي تعيين قيمت اوليه قرار داد اختيار فروش است.
تا کنون روش هاي فراواني براي حل عددي معادله 

شولز به کار رفته است. از جمله کاظمي و همکاران -بلک
بسط مجانبي از جواب معادله بلک شولز براي ] يک ۴[

اختيار معامله آمريکايي در نزديک تاريخ انقضا را مورد 
] روشي بر مبناي ۵اند. سن و لي [مطالعه قرار داده

شولز به کار -تفاضلات متناهي را براي حل معادله بلک
] روشي بر مبناي باز توليد ۶بردند. وحدتي و همکاران [

برت را براي حل حالت کلي معادله هسته در فضاي هيل
] ۷شولز به کار بردند. همچنين سن و همکاران [-بلک

شولز را به صورت عددي مورد -بسط کسري معادله بلک
هاي مطالعه قرار دادند. روش هم مکاني بر اساس پايه

بهبود يافته اسپلاين مکعبي توسط رشيدي نيا و 
کار گرفته  شولز به-] براي حل معادله بلک۸زاده [ جمال

] از روش هم مکاني ۹شد. همچنين کادالجو و همکاران [
شولز استفاده -اسپلاين مکعبي براي حل معادله بلک

,ݔ)ݑ	کردند. در اين مقاله مقادير  به صورت عددي و  (0
با استفاده از يک روش عددي بر مبناي توابع اسپلاين به 

  دست خواهند آمد.
  
 . بيان روش۲

روش هم مکاني اسپلاين به  ،]۱۰لاين [با ظهور توابع اسپ
شناخته  ]۱۳, ۱۲, ۱۱[عنوان يک روش با مرتبه دقت بالا 

اسپلاين مکعبي -شده است. در روش هم مکاني بي
مشتق مرتبه اول براي نقاط گره يکنواخت داراي دقت از 
مرتبه چهار و براي نقاط گره غير يکنواخت داراي دقتي از 

ين روش مشتق از مرتبه دو مرتبه سه است. همچنين در ا
اي داراي دقت از مرتبه دو است. اگرچه براي هر نقاط گره

در اين روش مشتقات با استفاده از گسسته سازي مشابه 
روش تفاضلات متناهي به صورت توابع همجوار، مستقيما 
قابل بيان نيستند. بنابراين مقادير مشتق بايد به صورت 

اساسي و روندي  غير مستقيم از طريق حل معادلات
ها از توسعه  دست آيند. در نتيجه با گذشت سال پيچيده به

اين روش، همچنان روشي با کاربرد وسيع نيست. روش 
و وانگ تفاضلات اسپلاين مکعبي نخستين بار توسط 

] مورد مطالعه قرار گرفت. در اين مقاله ۱۴همکاران [
اسپلاين مکعبي -سعي شده است تا روش هم مکاني بي

شکل يک روش تفاضلي معرفي شده و پايداري آن به 
  فرض کنيدمورد بحث قرار گيرد. 

∆= ଴ݔ} < ଵݔ < ଶݔ < ⋯ <  {ேݔ
  

଴ݔ	که = log(ܽ) , ேݔ = log(ܾ)  افرازي از بازه ،
ܫ = [log(a) , log(b)] باشد. فرض کنيد ܵ (∆)  

 ازباشد. يک پايه  ∆ فضاي توابع اسپلاين مکعبي روي
,ଷିܤ}به صورت (∆)ܵ	  ,ଶିܤ ⋯ , خواهد بود  {ேିଵܤ

,	 ௝ܤ،که در آن  ݆ = −3,−2,⋯ ,ܰ − امين ݆	 1
  براي نقاط گره اسپلاين مکعبي-بي

߬ିଷ < ߬ିଶ < ⋯ < ߬ேାଷ 
  

௜߬ است که = ௜ݔ , ݅ = 0,1,⋯ و به صورت زير  ܰ,
  :]۱۵[شود تعريف مي

(ݔ)௝ܤ =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ൫௫ି௫ೕ൯

య

൫௫ೕశభି௫ೕ൯൫௫ೕశమି௫ೕ൯൫௫ೕశయି௫ೕ൯
,

ݔ																															 ∈ ௝ݔൣ − ,௝ାଵ൯ݔ
൫௫ି௫ೕ൯

మ൫௫ೕశమି௫൯
൫௫ೕశమି௫ೕ൯൫௫ೕశమି௫ೕశభ൯൫௫ೕశయି௫ೕ൯

+
൫௫ି௫ೕ൯൫௫ೕశయି௫൯൫௫ି௫ೕశభ൯

൫௫ೕశయି௫ೕ൯൫௫ೕశయି௫ೕశభ൯൫௫ೕశమି௫ೕశభ൯

+
൫௫ି௫ೕశభ൯

మ൫௫ೕశరି௫൯
൫௫ೕశమି௫ೕశభ൯൫௫ೕశయି௫ೕశభ൯൫௫ೕశరି௫ೕశభ൯

,

ݔ																										 ∈ ௝ାଵݔൣ − ,௝ାଶ൯ݔ
൫௫ି௫ೕ൯൫௫ೕశయି௫൯

మ

൫௫ೕశమି௫ೕ൯൫௫ೕశమି௫ೕశభ൯൫௫ೕశయି௫ೕ൯

+
൫௫ି௫ೕశభ൯൫௫ೕశయି௫൯൫௫ೕశరି௫൯

൫௫ೕశయି௫ೕశభ൯൫௫ೕశయି௫ೕశమ൯൫௫ೕశరି௫ೕశభ൯

+
൫௫ି௫ೕశమ൯൫௫ೕశరି௫൯

మ

൫௫ೕశరି௫ೕశభ൯൫௫ೕశరି௫ೕశమ൯൫௫ೕశయି௫ೕశమ൯
,

ݔ																									 ∈ ௝ାଶݔൣ − ,௝ାଷ൯ݔ
൫௫ೕశరି௫൯

య

൫௫ೕశరି௫ೕశభ൯൫௫ೕశరି௫ೕశమ൯൫௫ೕశరି௫ೕశయ൯
,

ݔ																					 ∈ ௝ାଷݔൣ − ,௝ାସ൯ݔ
.݋																																											,0 .ݓ
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௡ݐين فرض کنيد همچن = ߬݊, ݊ = 0,1, ⋯ , و  ܭ
߬ = ்

௄
  گام زماني باشد. 

) با استفاده از تفاضل پيشرو در ٢با گسسته سازي معادله (
 زمان داريم:

(1 + ௡ିଵݑ(ݎ߬ − ఛఙమ

ଶ
  ௡ିଵ(௫௫ݑ)

−߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ ௡ିଵ(௫ݑ) 	= ௡ݑ + ܴ,  

݊ = ܭ,ܭ − 1,⋯ ,1,  )۵    (                              
  

|ܴ|که در آن  ≤ يک مقدار ثابت حقيقي  ܥکه  ܥ߬
,௡ିଵ(௫ݑ)مثبت و به ترتيب  ௡ିଵ(௫௫ݑ)و  	௡ିଵݑ

௫ݑنشان دهنده مقادير تقريبي  , در نقطه  ௫௫ݑو  ݑ
,ݔ)   هستند. (௡ିଵݐ

  ) داريم۵در ( ܴبا حذف جمله خطاي 
(1 + ௡ିଵܷ(ݎ߬ − ఛఙమ

ଶ
( ௫ܷ௫)௡ିଵ  

−߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ ( ௫ܷ)௡ିଵ = ܷ௡ ,  

݊ = ܭ,ܭ − 1,⋯ ,1,  )۶    (                              
  

,௡ିଵ(௫ܷ)که در آن  ܷ௡ିଵ	  و(ܷ௫௫)௡ିଵ  به ترتيب
,௡ିଵ(௫ݑ)نشان دهنده مقادير تقريبي  و  ௡ିଵݑ

  هستند. ௡ିଵ(௫௫ݑ)
براي ساختن روشي مشابه روش تفاضلات متناهي براي 

,௡ିଵ(௫ܷ) تقريب ܷ௡ିଵ	  و(ܷ௫௫)௡ିଵ با استفاده از ،
  دهيم: قرار مياسپلاين مکعبي - روش هم مکاني بي

ܷ௡ିଵ = ∑ ேାଵ.(ݔ)௝ିଶܤ௝௡ିଵݏ
௝ୀିଵ                )۷(  

  
هاي اکنون با توجه به مفهوم تفاضلات متناهي، تقريب

زير را براي مشتقات تا مرتبه کمتر از دو در نقطه 
ݔ =   :گيريمدر نظر مي، ௜ݔ

ቐ
௜ܷ
௡ିଵ = ܽ௜ݏ௜ିଵ௡ିଵ + ܾ௜ݏ௜௡ିଵ + ܿ௜ݏ௜ାଵ௡ିଵ,

( ௫ܷ)௜௡ିଵ = തܽ௜ݏ௜ିଵ௡ିଵ + തܾ௜ݏ௜௡ିଵ + ܿ௜̅ݏ௜ାଵ௡ିଵ,
	( ௫ܷ௫)௜௡ିଵ = ොܽ௜ݏ௜ିଵ௡ିଵ + ෠ܾ௜ݏ௜௡ିଵ + ܿ̂௜ݏ௜ାଵ௡ିଵ.

			 )۸(  

  
݅که در آن  = 0,1, … ௜ܷو  ܰ,

௡ିଵ ،(ܷ௫)௜௡ିଵ  و
(ܷ௫௫)௜௡ିଵ به ترتيب معرف مقادير 

(ܷ௫)௡ିଵ, ܷ௡ିଵ  و(ܷ௫௫)௡ିଵ ݔ، در نقطه =  ௜ݔ
] و ۱۵اسپلاين [-هستند. با توجه به تعريف توابع بي

  کنند به ) صدق مي۸) ضرايبي که در معادله (۷معادله (
  

 آيندصورت زير به دست مي

ܽ௜ =
൫ఙభ,బ೔ ൯

య

௠భ
೔ ,  തܽ௜ =

ିଷ൫ఙభ,బ೔ ൯
మ

௠భ
೔ ,		 ොܽ௜ =

଺ఙభ,బ೔

௠భ
೔ , 

ܾ௜ =
ఙబ,షమ೔ ൫ఙభ,బ೔ ൯

మ

௠భ
೔ + ఙబ,షభ೔ ఙభ,బ೔ ఙమ,బ೔

௠మ
೔ , 

തܾ௜ =
൫ఙభ,బ೔ ൯

మ
ିଶఙబ,షమ೔ ఙభ,బ೔

௠భ
೔ +  +		൫ఙమ,బ

೔ ൯
మ

௠య
೔ , 

෠ܾ௜ =
൫ఙభ,బ೔ ିఙబ,షభ೔ ൯ఙమ,బ೔ ିఙబ,షభ೔ ఙభ,బ೔

௠మ
೔ − ସఙమ,బ೔

௠య
೔ −

ଶ൫ଶఙభ,బ೔ ିఙబ,షమ೔ ൯
௠భ
೔ + ଶ൫ିఙమ,బ೔ ିఙభ,బ೔ ାఙబ,షభ೔ ൯

௠మ
೔ ,  

ܿ௜ =
ఙభ,బ೔ ൫ఙబ,షభ೔ ൯

మ

௠మ
೔ ,                                       )۹(  

ܿ௜̅ =
ଶఙబ,షభ೔ ఙభ,బ೔ ି(ఙబ,షభ೔ )మ

௠మ
೔ + ఙబ,షభ೔ ఙమ,బ೔

௠య
೔ , 

ܿ̂௜ =
ଶ൫ఙభ,బ೔ ିଶఙబ,షభ೔ ൯

௠మ
೔ + ଶ൫ఙమ,బ೔ ିఙబ,షభ೔ ൯

௠య
೔ + ଶఙయ,బ೔

௠ర
೔ ,     

  
  که در آن

௞,௟௜ߪ = ߬௜ା௞ − ߬௜ା௟ , 
݉ଵ
௜ = ଵ,ିଶ௜ߪ ଵ,ିଵ௜ߪ ଵ,଴௜ߪ ,  

	݉ଶ
௜ = ଵ,ିଵ௜ߪ ଵ,଴௜ߪ ଶ,ିଵ௜ߪ ,  

݉ଷ
௜ = ଶ,ିଵ௜ߪ ଶ,଴௜ߪ ଵ,଴௜ߪ , 

	݉ସ
௜ = ଵ,଴௜ߪ ଶ,଴௜ߪ ଷ,଴௜ߪ . 

  
௜ݔمتساوي الفاصله باشند يعني  ௜ݔاگر نقاط  = ݅ℎ ،

݅ = 0,1,⋯ ℎکه  ܰ, = ، آنگاه ضرايب به ܰ.1
  صورت زير خواهند بود:

ܽ௜ =
ଵ
଺
, തܽ௜ = − ଵ

ଶ୦
, ොܽ௜ =

ଵ
୦మ
,	  

b୧ =
ଶ
ଷ
, 	bഥ ୧ =∘, b෠ ୧ = − ଶ

୦మ
,	  )۱۰    (               

c୧ =	
ଵ
଺
, cത୧ =

ଵ
ଶ୦
, 	cෝ୧ =

ଵ
୦మ
,  

  
  ) خواهيم داشت:۶) در (۸گذاري ( با جاي

ቆ(1 + ௜ܽ(ݎ߬ −
ఛఙమ

ଶ
ොܽ௜ − ߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ തܽ௜ቇݏ௜ିଵ௡ିଵ  

+ቆ(1 + ௜ܾ(ݎ߬ −
ఛఙమ

ଶ
෠ܾ௜ − ߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ തܾ௜ቇݏ௜௡ିଵ   

+ቆ(1 + ௜ܿ(ݎ߬ −
ఛఙమ

ଶ
ܿ̂௜ − ߬ ቀݎ −

ఙమ

ଶ
ቁ ܿ௜̅ቇݏ௜ାଵ௡ିଵ  

= ௜ܷ
௡.                                                   )۱۱(  
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  ) داريم:٣با توجه به شرايط مرزي (
ଵ௡ିଵିݏ =

ଵ
௔బ
(௡ିଵݐ)ߙ) − ܾ଴ݏ଴௡ିଵ − ܿ଴ݏଵ௡ିଵ),

ேାଵ௡ିଵݏ = ଵ
௖ಿ
(−ܽேݏேିଵ௡ିଵ − ܾேݏே௡ିଵ),

)۱۲(  

  
(ݐ)ߙکه در آن  =   . حال فرض کنيد௥(்ି௧)ି݁ܧ

௜ܣ = (1 + ௜ܽ(ݎ߬ −
ఛఙమ

ଶ
ොܽ௜ − ߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ തܽ௜ ,

௜ܤ = (1 + ௜ܾ(ݎ߬ −
ఛఙమ

ଶ
෠ܾ௜ − ߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ തܾ௜ ,

௜ܥ = (1 + ௜ܿ(ݎ߬ −
ఛఙమ

ଶ
ܿ̂௜ − ߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ ܿ௜̅ ,

)۱۳(  

 
  ) ۱۱)، رابطه (۱۳) و (١۲بنابراين با توجه به روابط (

تواند به صورت دستگاه معادلات جبري سه قطري زير مي
  نوشته شود

⎝

⎜
⎛
଴ܨ
ଵܣ

ଵܨ
ଵܤ
⋱

ଵܥ
⋱

ேିଵܣ
⋱

ேିଵܤ
ଶܨ

ேିଵܥ
ଷܨ ⎠

⎟
⎞

⎝

⎜⎜
⎛

଴௡ିଵݏ

ଵ௡ିଵݏ
⋮

ேିଵ௡ିଵݏ

⎠ே௡ିଵݏ

⎟⎟
⎞
=

⎝

⎜⎜
⎛

∘ܷ
௡ − ஺బ

௔బ
(௡ିଵݐ)ߙ

ଵܷ
௡

⋮
ܷேିଵ௡

ܷே௡ ⎠

⎟⎟
⎞
, ݊ = ,ܭ ܭ − 1,⋯ ,1, )۱۴(  

  
  که در آن

଴ܨ = ଴ܤ −
஺బ௕బ
௔బ
ଵܨ , = ଴ܥ −

஺బ௖బ
௔బ
,  

ଶܨ = ேܣ −
஼ಿ௔ಿ
௖ಿ

ଷܨ , = ேܤ −
஼ಿ௕ಿ
௖ಿ

. 
  

௜ܷ با توجه به شرايط اوليه مقادير
௄ که  

݅ = 0,1, … ، معلوم هستند. بنابراين از حل دستگاه 	ܰ,
݊) به ازاي ۱۴سه قطري ( = که  ௜௄ିଵݏير مقاد ܭ

݅ = 0,1, … ، به راحتي و با استفاده از الگوريتم 	ܰ,
 ௜௄ିଵݏآيند. سپس با قرار دادن مقادير توماس دست مي

݅که  = 0,1, … ௜ܷ) مقادير ۸، در معادله (	ܰ,
௄ିଵ  که

݅ = 0,1, … واهند آمد. حال خواهيم ، به دست خ	ܰ,
) را با قرار دادن ۱۴توانست دستگاه سه قطري (

݊ = ܭ − حل نماييم. با تکرار اين الگوريتم در  1
௜ܷنهايت مقادير 
଴  ݅که = 0,1, …   ، به دست ܰ,

  آيند. مي

در اين مقاله، الگوريتم اشاره شده با استفاده از نرم افزار 
MATLAB 2016a دهو با سيستمي با پردازنCore i5  

پياده سازي شده است و  4GB DDR3و حافظه رم 
مقادير بيشترين خطاي مطلق و خطاي جذر ميانگين 

و همچنين زمان اجراي الگوريتم به  (RMSE)مربعات 
݊مرحله،  ܭازاي  = ܭ,ܭ − 1,⋯ ، محاسبه شده 1,
  است. 

همان طور که ملاحظه شد، روش ارائه شده منجر دستگاه 
شود که به صورت ) مي۱۴طري (معادلات جبري سه ق

تکرار با استفاده همزمان از معادله اول از  ܭتکراي و در 
شود که اين امر موجب سرعت بسيار ) حل مي۸معادلات (

مناسب الگوريتم خواهد بود. به علاوه در اين روش 
صورت بسيار ساده و بدون ضرايب مورد استفاده، به

) و ۹هاي (معادله ها دراسپلاين- استفاده از تعريف بي
آيند که اين امر موجب سادگي کاربرد دست مي) به۱۰(

توابع اسپلاين براي حل مسائل گوناگون، همانند روش 
  شود.تفاضلات متناهي مي

  
 . پايداري و همگرايي۳

) به ٦در اين بخش ابتدا پايداري و همگرايي معادله (
  آيد. همراه مرتبه خطاي آن به دست مي

) مورد بررسي قرار خواهد ١١معادله ( سپس پايداري
  گرفت.

) روش ۶براي نشان دادن پايداري و همگرايي معادله (
  رود.] به کار مي۱۷] و [۱۶انرژي [

,ܽ]ଶܮفرض کنيد پذيري باشد فضايي از توابع اندازه  [ܾ
,ܽ]که مربع آنها در بازه  پذير به مفهوم لبگ انتگرال [ܾ

,ܽ]ଶܮبسته را دراست. ضرب داخلي و نرم وا به   [ܾ
  گيريمصورت زير در نظر مي

,ݑ) (ݒ = ∫ ௕ݔ݀(ݔ)ݒ(ݔ)ݑ
௔ , 

‖ݑ‖ = ,ݑ) )ଵ.ଶ,                                )۱۵(ݑ  
  

  گيريمهمچنين فضاي توابع زير را در نظر مي
ܪ = ቄݒ ∈ ,ܽ]ଶܮ ܾ]:	ௗ௩

ௗ௫
, ௗ

మ௩
ௗ௫మ

∈ ,ܽ]ଶܮ ܾ]ቅ, )۱۶(   
  

  کنيم.تعريف مي ܪو نرم زير را روي 
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ு‖ݒ‖ = ‖ݒ‖ + ‖௫ݒ‖ + .‖௫௫ݒ‖ )۱۷             (
   

ݒ) براي هر ۱۷با توجه به ( ∈ γيک  ܪ وجود دارد  ∘<
ு‖ݒ‖که  ≤ γ‖ݒ‖.  

به ترتيب جواب  ෡ܷ௡ିଵو  ௡ିଵܷاکنون فرض کنيد 
  دهيمار مي) باشند. قر۶دقيق و جواب تقريبي معادله (

௡ିଵܧ = ܷ௡ିଵ − ෡ܷ௡ିଵ, )۱۸                         (
  

  ) داريم۱۸) و (۶از معادله (
௡ିଵܧ = ଵ

(ଵାఛ௥)
ቀ߬ ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ ௡ିଵ(௫ܧ) +

ఛఙమ

ଶ
௡ିଵ(௫௫ܧ) + .௡ቁܧ )۱۹                             (  

  
  بنابراين

‖௡ିଵܧ‖ ≤ ଵ
(ଵାఛ௥)

ቀ߬ ቚݎ − ఙమ

ଶ
ቚ ‖௡ିଵ(௫ܧ)‖ +

ఛఙమ

ଶ
‖௡ିଵ(௫௫ܧ)‖ +   ௡‖ቁܧ‖

≤ ଵ
(ଵାఛ௥)

‖௡ିଵܧ‖ܯ߬) + ‖௡ିଵ(௫ܧ)‖ܯ߬ +
‖௡ିଵ(௫௫ܧ)‖ܯ߬ +   (‖௡ܧ‖
≤ ଵ

(ଵାఛ௥)
‖௡ିଵܧ‖ߛܯ߬) ,(‖௡ܧ‖			+ )۲۰(        

  
  که در آن

ܯ = ݎቊቤݔܽ݉ −
ଶߪ

2
ቤ ,
ଶߪ

2
ቋ. 

  
  ) داريم۲۰اکنون از (

‖௡ିଵܧ‖ ≤ ଵ
ଵାఛ(௥ିெఊ)

  ‖௡ܧ‖

															≤ ቀ ଵ
ଵାఛ(௥ିெఊ)

ቁ
ଶ
  ‖௡ାଵܧ‖

	⋮ 
														≤ ቀ ଵ

ଵାఛ(௥ିெఊ)
ቁ
௄ି௡ାଵ

  ,‖௄ܧ‖
	݊ = ܭ,ܭ − 1,… ,1, )۲۱  (                             

  
  جا که همچنين از آن

lim௡→ஶ ቀ
ଵ

ଵାఛ(௥ିெఊ)
ቁ
௄ି௡ାଵ

=

lim௡→ஶ ቆ
ଵ

ଵା೅(ೝషಾം)
಼ష೙శభ

ቇ
௄ି௡ାଵ

=

்݁(ெఊି௥), )۲۲(                                                

  ) داريم۲۱بنابراين از (
‖௡ିଵܧ‖ ≤ ்݁(ெఊି௥)‖ܧ௄‖, 
	݊ = ,ܭ … ,1, )۲۳(                                           

  
,ܽ]ଶܮ) در ۶بنابراين معادله (   پايدار است. [ܾ

 ௡ିଵݑکنيم ) فرض مي۶براي بررسي همگرايي معادله (
) ۶جواب دقيق معادله ( ௡ିଵܷ) و ۵جواب دقيق معادله (

௡ିଵݓکنيم باشد. همچنين فرض مي = ௡ିଵݑ −
ܷ௡ିଵ .داريم۶) و (۵اضل معادلات (با تف (  

(1 + ௡ିଵݓ(ݎ߬ = ߬ ቆݎ −
ଶߪ

2 ቇ
 ௡ିଵ(௫ݓ)

+ ఛఙమ

ଶ
௡ିଵ(௫௫ݓ) ௡ݓ+ + ܴ. )۲۴(                      

  
  ) داريم ۲۴اکنون از (

(1 + ‖௡ିଵݓ‖(ݎ߬ ≤ ‖௡ିଵݓ‖ߛܯ߬ +  ‖௡ݓ‖
,‖1‖ܥ߬+ )۲۵        (                                         

  
  بنابراين

‖௡ିଵݓ‖ ≤
1

1 + ݎ)߬ (ߛܯ−
 ‖௡ݓ‖

+ ఛ஼
ଵାఛ(௥ିெఊ)

‖1‖, )۲۶  (                                  
       

  در نتيجه
‖௡ିଵݓ‖ ≤ ଵ

ଵାఛ(௥ିெఊ)
 ‖௡ݓ‖

+ ଵ
ଵାఛ(௥ିெఊ)

 ‖1‖ܥ߬

≤ ቀ ଵ
ଵାఛ(௥ିெఊ)

ቁ
ଶ
  ‖௡ାଵݓ‖

+൬ ଵ

൫ଵାఛ(௥ିெఊ)൯
మ +

ଵ
ଵାఛ(௥ିெఊ)

൰   ‖1‖ܥ߬

⋮ 

≤ ൬
1

1+ ݎ)߬ ൰(ߛܯ−
௄ି௡ାଵ

 ‖௄ݓ‖

∑‖1‖ܥ߬+ 	ଵ

൫ଵାఛ(௥ିெఊ)൯
೔

௄ି௡ାଵ
௜ୀଵ  , )۲۷(            

  
௄ݓاما  =   . بنابراين0

‖௡ିଵݓ‖ ≤ ఛ஼‖ଵ‖
(ெఊି௥)

൬ ଵ

൫ଵାఛ(௥ିெఊ)൯಼ష೙శమ
− 1൰. )۲۸(  

  
  در نتيجه

‖௡ିଵݓ‖ ≤ ఛ஼‖ଵ‖
(ெఊି௥)

൫்݁(ெఊି௥) − 1൯, )۲۹        (  
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 (߬)ܱ) همگرا و با مرتبه همگرايي ۶بنابراين معادله (
  است.

) از شيوه وان ۱۱براي نشان دادن پايداري روش عددي (
، ௜ݔکنيم. با فرض اين که نقاط گره نيومن استفاده مي
݅ = 0,1,⋯ باشند  ℎمتساوي الفاصله و با طول گام  ܰ,

  ) خواهيم داشت:۱۱از معادله (

ቆଵ
଺
(1 + (ݎ߬ − ఛఙమ

ଶ௛మ
+ ఛ

ଶ௛
ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁቇݏ௜ିଵ௡ିଵ   

+ቀଶ
ଷ
(1 + (ݎ߬ + ఛఙమ

௛మ
ቁ    ௜௡ିଵݏ

+ቆଵ
଺
(1 + (ݎ߬ − ఛఙమ

ଶ௛మ
− ఛ

ଶ௛
ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁቇݏ௜ାଵ௡ିଵ   

= ଵ
଺
௜ିଵ௡ݏ + ଶ

ଷ
௜௡ݏ +

ଵ
଺
௜ାଵ௡ݏ .                        )۳۰(  

  
௜௡ߝفرض کنيم  = ௜௡ݏ −  ௜௡ݏمقدار دقيق  اختلاف ௜௡ݏ̃

 ௜௡ߝباشد. همچنين فرض کنيم  ௜௡ݏ̃از مقدار تقريبي 
௜௡ߝداراي جوابي به صورت  = ߦ

௡
݁௝ఉ௜௛  باشد که در

عدد حالت و  ߚدر حالت کلي عددي مختلط،  ߦآن 
݆ =   ) داريم:۳۰است. بنابراين از معادله ( 1−√

ቆଵ
଺
(1 + (ݎ߬ − ఛఙమ

ଶ௛మ
+ ఛ

ଶ௛
ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁቇ݁ି௝ఉ௛  

+ቀଶ
ଷ
(1 + (ݎ߬ + ఛఙమ

௛మ
ቁ  

+ቆଵ
଺
(1 + (ݎ߬ − ఛఙమ

ଶ௛మ
− ఛ

ଶ௛
ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁቇ݁௝ఉ௛  

= ቀଵߦ
଺
݁ି௝ఉ௛ + ଶ

ଷ
+ ଵ

଺
݁௝ఉ௛ቁ,                    )۳۱(  

  
توجه به شرط اوليه  ) با۳۰در (n حال از آنجا که انديس 

کند لذا براي حرکت مي ۱تا  Kبه صورت نزولي از 
หξห) کافي است ۳۰پايداري روش عددي ( ≥   باشد.  1

  

  ) داريم:۳۱اما از (
  

ߦ = (1 + (ݎ߬ + ଷఛఙమ

௛మ
ቀଵି௖௢௦ఉ௛
ଶା௖௢௦ఉ௛

ቁ  

−݆ ଷఛ
௛
ቀݎ − ఙమ

ଶ
ቁ ቀ ௦௜௡ఉ௛

ଶା௖௢௦ఉ௛
ቁ,                     )۳۲(  

  
หߦหبنابراين 

ଶ
> . لذا روش عددي ارائه شده، در حالت 1

  گره يکنواخت، بدون قيد و شرط پايدار است.
  
  عددي يها . مثال۴

در اين بخش نتايج عددي روش ارائه شده، براي مسائل 
قرارداد اختيار فروش اروپايي و آمريکايي ارائه شده است. 

لز که در بيشتر شو-بلکدو مثال پرکاربرد از معادله 
مقالات مورد بحث قرار گرفته است آورده شده است. 

- براي حل اين مسائل نقاط گره غير يکنواخت چبيشف
௜ݔ] و همچنين نقاط گره يکنواخت ۱۵دمکو [ = ݅ℎ  که

ℎ = اند. دقت روش ارائه شده به به کار برده شده ܰ.1
در زمان  (RMSE)وسيله خطاي جذر ميانگين مربعات 

ݐ = - گيري شده است. جواب دقيق معادله بلک اندازه 0
  ] داده شده است.۳شولز در [

  
در اين مثال يک قرار داد اختيار فروش : ۱- ۴مثال 

ܽاروپايي را با فرض  = 1, ܾ = 30, ܶ = 0.5,
ݎ = 0.05, ߪ = ܧو  0.2 = گيريم در نظر مي 10

و همچنين  RMSEمقادير خطاي  ١]. در جدول ۳[
زمان اجراي برنامه به ازاي  بيشترين خطاي مطلق و

߬, متفاوت و با نقاط گره يکنواخت ارائه شده است. در  ܰ
,߬مقادير خطاي مطلق به ازاي  ١شکل  متفاوت و با  ܰ

دمکو نمايش داده شده -نقاط گره غير يکنواخت چبيشف
است.

  براي نقاط گره يکنواخت ۱: خطا و زمان اجراي برنامه مثال ۱جدول 
CPU time(s) Max error RMSE τ N 

0.0056 7.57e-3 1.31e-3 0.01 50 
0.0076 5.02e-4 1.33e-4 0.01 100 
0.0479 2.35e-4 6.17e-5 0.002 150 
0.0698 6.94e-5 1.71e-5 0.002 200 
0.1639 8.20e-5 2.11e-5 0.001 250 
0.2388 4.30e-5 1.11e-5 0.001 300 
0.5652 5.64e-5 1.48e-5 0.0005 350 
1.2120 3.04e-5 7.78e-6 0.0005 400 
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  دمکو-متفاوت و با نقاط گره چبيشف τ,Nبه ازاي  ۲نمودار اندازه خطاي مطلق مثال  :۱شکل

  

 
يک اختيار فروش آمريکايي به دارنده آن : ۲-۴مثال 

دهد حق اعمال اختيار در هر زمان قبل از سررسيد را مي
شولز عمل به -بلک لذا در اين حالت پس از حل معادله

  روز رساني به صورت
 ௜ܷ

௡ = ܧ}ݔܽ݉ − ݁௫೔ , ௜ܷ
௡	} , 

  
  ]. يک قرارداد اختيار فروش آمريکايي را ۳گيرد [انجام مي

  

ܽبا فرض  = 1, ܾ = ݁଺, ܶ = 1, ݎ = 0.1,
ߪ = ܧو 	0.3 = ]. در ۳گيريم [در نظر مي 	100

يشترين به همراه ب RMSEمقادير خطاي  ٢جدول 
,߬خطاي مطلق و زمان اجراي برنامه به ازاي  متفاوت  ܰ

 ٢و با نقاط گره يکنواخت ارائه شده است. در شکل 
,߬مقادير خطاي مطلق به ازاي  متفاوت و با نقاط گره  ܰ

 دمکو نمايش داده شده است.-غير يکنواخت چبيشف

  ره يکنواختبراي نقاط گ ۲: خطا و زمان اجراي برنامه مثال ۲جدول 
CPU time(s)  Max. error  RMSE  τ N 

0.0056 3.51e-4 9.79e-5 0.0005 500  
0.0076 5.65e-5 1.58e-5 0.0001 1000  
0.0479 1.16e-4 3.22e-5 0.0001 2000  
0.0698 6.70e-4 1.85e-4 0.0005 3000  
0.1639 6.74e-4 1.86e-4 0.0005 4000  

  
  دمکو-متفاوت و با نقاط گره چبيشف τ,Nبه ازاي  ۲لق مثال نمودار اندازه خطاي مط :۲شکل 

  



 

  ۷۹                                                                          شولز-اسپلاين مکعبي براي حل معادله بلک- يک رويکرد جديد در استفاده از توابع بي
  

 

   

  گيرينتيجه
اسپلاين مکعبي با -در اين مقاله يک روش تفاضلي بي

استفاده از مفهوم روش تفاضل متناهي طراحي شد. اين 
روش قادر است به شکل موثري پيچيدگي محاسباتي 

اسپلاين مکعبي را بهبود - معمول روش هم مکاني بي
. اين روش با موفقيت بر روي براي نشان دادن بخشد

هايي از معادله ديفرانسيل  کارايي و دقت روش مثال
شولز به کار گرفته شد. پايداري و همگرايي -اي بلک پاره

روش مورد بحث قرار گرفت و نشان داده شد که روش 
بدون هيچ قيد و شرطي پايدار است. نتايج به صورت 

هاي زماني و مکاني گامهايي براي  ها و شکل جدول
متفاوت و نقاط گره مکاني يکنواخت و غير يکنواخت ارائه 

هزينه بودن دو ويژگي مهم اين روش  شدند. سادگي و کم
هستند.

  
 

   



  ۸۰                                           ۱۳۹۸ خرداد و تير، هجدهم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  حسين اميني خواه
 

 

 
 
 

 

  فهرست منابع 
 
[1] F. Black, M. Scholes. The pricing of 
options and corporate liabilities. J. Pol. 
Econ 81: 637-659(1973). 
 
[2] P. Wilmott, J. Dewynne, S. Howison. 
Option Pricing: Mathematical Models and 
Computation. Oxford Financial Press. 
Oxford, UK (1993). 
 
[3] Y. Hon, X. Mao. A Radial Basis 
Function Method For Solving Options 
Pricing Model. JFE 8: 31-44(1999). 
 
[4] S. M. M. Kazemi, M. Dehghan, A. F. 
Bastani. Asymptotic expansion of 
solutions to the Black-Scholes equation 
arising from American option pricing 
near the expiry. Journal of Computational 
and Applied Mathematics 311: 11-
37(2017). 
 
[5] Z. Cen, A. Le. A robust and accurate 
finite difference method for a generalized 
Black-Scholes equation. Journal of 
Computational and Applied Mathematics 
235(13): 3728-3733(2011). 
 
[6] S. Vahdatia, M. Fardib, M. Ghasemi. 
Option Pricing Using a Computational 
Method Based on Reproducing Kernel. 
Journal of Computational and Applied 
Mathematics 328: 252-266(2018). 
 
[7] Z. Cen, J. Huang, A. Xu, A. Le. 
Numerical approximation of a time-
fractional Black-Scholes equation. 
Computers & Mathematics with 
Applications 75(8):2874-2887 (2018). 
 
[8] J. Rashidinia, S. Jamalzadeh. 
Collocation method based on modified 
cubic B-spline for option pricing models. 
Math. Commun. 22: 89-102(2017). 
 
[9] M. K. Kadalbajoo, L. P. Tripathi, A. 
Kumar. A cubic B-spline collocation 
method for a numerical solution of the 

generalized Black-Scholes equation. 
Mathematical and Computer Modelling 
55:1483-1505(2012). 
 
[10] H. B. Curry, I. J. Schoenberg. On 
spline distributions and their limits: The 
polya distribution functions. Bull. Amer. 
Math. Soc. 53:11-14(1947). 
 
[11] E. N. Houstisf, E. A. Vavalis, j. R. 
Rice. Convergence of O(h4) cubic spline 
collocation methods for elliptic partial 
differential equations. siam j. Numer. 
Anal. 25: 54-74(1988). 
 
[12] H. Caglar, N. Caglar. Fifth-degree B-
spline solution for a fourth-order 
parabolic partial differential equations. 
Applied Mathematics and Computation 
201: 597-603(2008). 
 
[13] R.C. Mittal, R.K. Jain. Redefined 
cubic B-splines collocation method for 
solving convection-diffusion equations. 
Applied Mathematical Modelling 
36(11):5555-5573 (2012). 
 
[14] C. C. Wang, J. H. Huang, D. J. Yang. 
Cubic spline difference method for heat 
conduction. 569 Int. Commun. Heat Mass 
Transfer 39(2): 224-230(2012). 
 
[15] C. D. Boor. A Practical Guide to 
Splines. Springer Verlag New York Inc. 
Applied mathematical sciences 27: 
(2001). 
 
[16] M. Dehghan, M. Abbaszadeh, A. 
Mohebbi. The numerical solution of 
nonlinear high dimensional generalized 
Benjamin-Bona-Mahony-Burgers 
equation via the meshless method of 
radial basis functions. Comput. Math. 
Appl. 68(3): 212-237(2014). 
 
[17] Q. Liu, Y. T. Gu, P. Zhuang, F. Liu, 
Y. F. Nie. An implicit RBF meshless 
approach for time fractional diffusion 
equations. Comput. Mech. 48(1):1-
12(2011). 


